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Temat referatu

Twierdzenie, o ktérym opowiem, jest pomystem Gregory Chaitina
— jednego z twércéw algorytmicznej teorii informacji.

Twierdzenie (Godla)-Chaitina

Dysponujac systemem aksjomatéw, zapisanym
na papierze za pomoca N znakéw, nie mozna udowodnié
niekompresowalnosci dowolnego konkretnego napisu
dtugosci wiekszej niz N + Clog N, gdzie C jest pewng stats.
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Aksjomaty, twierdzenia, dowody

Formalny system wnioskowania:
@ aksjomaty — zdania w pewnym jezyku formalnym;

@ reguty wnioskowania — reguty przeksztatcania zdan w zdania.

Twierdzenie: zdanie, ktére mozna skonstruowaé z aksjomatéw
stosujac reguty wnioskowania skonczong liczbe razy.

Dowdd twierdzenia: cigg ww. zastosowan regut wnioskowania. J

System wnioskowania jest niesprzeczny, jezeli nie mozna
udowodni¢ jednoczes$nie pewnego zdania i jego zaprzeczenia.
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Godla idea dowodu niedowodliwosci

Skonstruowa¢ formalne zdanie nastepujacej postaci:

Niniejsze zdanie nie ma dowodu. J

Konstrukcja odwotuje sie do argumentu przekatniowego.
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Godla dowdd niedowodliwosci

Zdania, predykaty, i dowody mozna ponumerowaé liczbami.

Istnieja nastepujace predykaty:
© Prov(m,n) LN m-ty dowdd dowodzi n-tego zdania;

@ Diag(n) £ nie istnieje dowdd zdania ¢(n), gdzie
@ jest n-tym predykatem jednoargumentowym.

Zatézmy, ze system wnioskowania jest niesprzeczny.

Jezeli Diag jest d-tym predykatem, to zdanie Diag(d):
@ nie moze by¢ fatszywe
(istniatyby wowczas dowody zdar Diag(d) i — Diag(d)),

@ nie ma dowodu, skoro jest prawdziwe.
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Paradoksy samoodniesienia

To stwierdzenie jest fatszywe.

Epimenides, Kretenczyk, twierdzi:
Kretenczycy zawsze kfamia.

Fryzjer w naszym miasteczku goli tylko
tych mieszkancéw, ktérzy nie gola sie sami.
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Nierozstrzygalnos¢ problemu stopu

Twierdzenie Turinga

Nie istnieje program dla komputera, ktéry wyliczatby
w skonczonym czasie dla kazdego programu-argumentu, czy ma on
wiasnoé¢ stopu (tzn. czy komputer wykonujac program-argument
zatrzyma sie w skofczonym czasie).

4

ERGO:

Za pomoca niesprzecznego systemu wnioskowania
nie mozemy dowie$¢ wtasnosci stopu badz jej zaprzeczenia
dla wszystkich mozliwych programow.

\

o W przeciwnym razie istniatby program majacy wtasnosé stopu
dla kazdego programu-argumentu i sprawdzajacy wtasnosé
stopu dla niego przez przeszukanie wszystkich dowodoéw.
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© Losowos¢ algorytmiczna, czyli niekompresowalnoéé
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Paradoks losowosci (Laplace, Kotmogorow)

Prosimy dwie osoby o podanie ciggu 20 rzutéw uczciwg moneta.

@ Pierwsza osoba:
ORORORRRORRORROORROO

@ Druga osoba:
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

Osobie pierwszej wierzymy, osobie drugiej nie.

Dlaczego, skoro oba ciggi majg to samo prawdopodobienstwo? J
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Ku losowosci algorytmicznej

W pewnym intuicyjnym sensie “losowy ciag znakéw"
nie powinien wykazywac¢ zadnych regularnosci. J

Chyba sie zgodzimy, ze nastepujace napisy nie sa losowe:
¢ 010101010101010101010101010
@ 010010001000010000010000001
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Definiowanie napiséw przez programy

Dowolny skonczony napis mozna wygenerowaé
za pomoca pewnego programu komputerowego.

o Przykfad 1:
program print "R" x 20;
generuje napis RRRRRRRRRRRRRRRRRRRR;
o Przyktad 2:
program print "ORORORRRORRORROORROQO";
generuje napis ORORORRRORRORROORROO.

Napisy, ktére wykazuja “wiecej regularnosci” mozna definiowaé za
pomoca krétszych programoéw.
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Losowos¢ algorytmiczna

Dla uproszczenia zatézmy, ze komputer akceptuje tylko programy
zapisane kodem binarnym i generuje napisy w kodzie binarnym.

Liczba napiséw dtugosci < n:
20420 4224234 L pon =2 g

Programéw dtugosci < n jest co najwyzej tyle samo.

Napis nazywamy niekompresowalnym, jezeli kazdy program, ktory
go generuje, ma dtugos¢ nie mniejsza od dtugosci tego napisu.
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Losowos$¢ algorytmiczna (1)

Twierdzenie

Napiséw niekompresowalnych jest nieskonczenie wiele.

Dowdd:
Niech P bedzie liczba napiséw niekompresowalnych.
n—1
Liczba kompresowalnych napiséw dtugosci < n jest < Z 2"
i=0

Zatem liczba wszystkich napiséw dtugosci < n spetnia nieréwnosé

n n—1
Y 2<P+) 2.
i=0 i=0

Stad P > 2"
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© Ogdlna niedowodliwosé niekompresowalnosci



Niedowodliwo$¢ niekompresowalnosci
0@00000

Paradoks Berry'ego

Najmniejsza liczba, ktérej najkrétsza definicja ma wiecej niz 11 stow.

10 stéw
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Analogia

paradoks Berry'ego - paradoksy samoodniesienia

twierdzenie (Godla)-Chaitina - oryginalne twierdzenie Godla
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Twierdzenie (Godla)-Chaitina

Twierdzenie

Dysponujac systemem aksjomatéw, zapisanym
na papierze za pomocg N znakéw, nie mozna udowodnic
niekompresowalnosci dowolnego konkretnego napisu
dtugosci wiekszej niz N + Clog N, gdzie C jest pewna stats.
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Dowdd:

@ Skonstruujmy program, ktéry po otrzymaniu liczby P,
przeszukuje wszystkie dowody, az odnajdzie pierwszy
dowdd niekompresowalnosci pewnego napisu dtugosci P.

@ Jezeli taki napis istnieje, to program ten mozna
przeksztatci¢ w program wypisujacy 6w napis,
o dtugoéci < N + C’log P, gdzie C’ log P jest
(mniej wiecej) dtugoscia przedstawienia binarnego liczby P.

Z niekompresowalnosci wynika ograniczenie
P <N+ C’logP.

Stad z kolei mamy P < N + Clog N, gdzie C zalezy od C’.
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Wazenie twierdzen i aksjomatow

I would like to measure the power of a set of axioms and
rules of inference. | would like to be able to say that if one
has ten pounds of axioms and a twenty-pound theorem,
then that theorem cannot be derived from those axioms.

Gregory J. Chaitin.

Godel’'s Theorem and Information.
International Journal of Theoretical Physics,
22:941-954, 1982.
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Uogdlnienie twierdzenia Chaitina

Ztozonos$¢ Kotmogorowa (ztozono$¢ algorytmiczna) napisu
— to dtugos¢ najkrétszego programu generujacego ten napis.

Twierdzenie
Dysponujac systemem aksjomatéw, zapisanym
na papierze za pomocg N znakéw, nie mozna udowodnic
ze ztozonos$¢ Kotmogorowa dowolnego konkretnego napisu
jest wieksza niz N 4+ Clog N, gdzie C jest pewng stafa.

Dowdd:
Analogiczny. Tym razem program poszukuje pierwszego napisu
o dowodliwej ztozonosci Kotmogorowa nie mniejszej niz P.
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@ Kiedy jednak niekompresowalnoéci mozna dowies¢?
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Pozorny paradoks

o Istnieje dziedzina matematyki, ktéra de facto zajmuje sie
badaniem wiasnosci ciggéw niekompresowalnych.

@ Jest to nowoczesny rachunek prawdopodobienstwa i statystyka
— oparte na teorii miary ( == mocne prawa wielkich liczb).

Mozna udowodnié¢, ze wynik rzutéw uczciwg moneta jest
prawie na pewno (prawie) niekompresowalny.

J
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Prawo wielkich liczb dla ztozonosci Kotmogorowa

@ Niech zmienne losowe X; modeluja kolejne rzuty moneta:

X1:n = (X1, X2, ...y X)) — zmienne losowe (napisy),

X1:n = (X1, X2, ..., Xn) — napisy (konkretne).

o Wbwczas P(X1:n = x1:n) = 1/2" dla kazdego napisu Xi:pn.

Niech K(x1:n) bedzie ztozonoscia Kotmogorowa napisu Xi:p.

Twierdzenie
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© Podsumowanie



Podsumowanie

[l]t is possible to argue that if a theorem contains more
information than a given set of axioms, then it is
impossible for the theorem to be derived from the axioms.

In contrast with the traditional proof based on the
paradox of the liar, this new viewpoint suggests that the
incompleteness phenomenon discovered by Gédel is
natural and widespread rather than pathological and
unusual.

Gregory J. Chaitin.

Godel’'s Theorem and Information.
International Journal of Theoretical Physics,
22:941-954, 1982.
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Do poczytania

e Gregory J. Chaitin (1982), Godel's Theorem and Information,
International Journal of Theoretical Physics, 22:941-954.

e Ming Li, Paul Vitanyi (1993, 1997), An Introduction to
Kolmogorov Complexity and Its Applications, Springer.

e Thomas M. Cover, Joy A. Thomas (1991), Elements of
Information Theory, Wiley.
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