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Struktury topologiczne

@ Struktury topologiczne zwigzane sg z takimi pojeciami, jak np.:
otoczenie, bliskosc¢, odlegtosc, spéjnosc, zwartosc, punkt
skupienia, zbieznosc, granica, itp.

@ Bada sie rowniez witasnosci przestrzeni wyposazonych w
struktury topologiczne, ktére sg zachowywane przez
przeksztatcenia na nich okreslone. Ustala sie zatem, m.in., jakie
przeksztatcenia zachowujg bliskos¢, ksztaft, potozenie, itd.

e W tym wyktadzie rozwazymy pewne szczegdlne przestrzenie
topologiczne, a mianowicie przestrzenie metryczne (ij. takie, w
ktorych okreslic mozna pojecie odlegtosci) oraz zupetne (tj. takie
przestrzenie, ktére — mowigc na razie intuicyjnie — wraz z kazdym
ciggiem elementdw przestrzeni, ktére sg ,coraz blizsze sobie”
zawierajg tez ,punkt graniczny” tego ciggu).

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Struktury topologiczne 2/45



Aksjomatyka dla liczb rzeczywistych

Aksjomatyczny opis struktury (R, <, +,-,0,1):

Q@ (R,+,-,0,1) jest ciatem, czyli spetnione sg nastepujace warunki:

R ma co najmniej dwa elementy

dziatanie 4+ (dodawanie) jest tagczne i przemienne
dziatanie - (mnozenie) jest tagczne i przemienne
mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania

0 jest elementem neutralnym dodawania

1 jest elementem neutralnym mnozenia

Q00000

© < jest porzadkiem liniowym zbioru R, ktéry jest zgodny z
dziataniami arytmetycznymi w R, czyli takim, ze:
Q jeslix>y,tox+z>2y+z
@ jeSlix>00razy >0,tox -y >0.
© Porzadek < jest ciggly, czyli kazdy ograniczony z géry
(réwnowaznie: ograniczony z dotu) podzbioér zbioru R ma kres
goérny (odpowiednio: kres dolny).

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Struktury topologiczne

3/45



Liczby rzeczywiste

Komentarze

Mozna udowodnic, ze istnieje — z doktadnoscia do izomorfizmu — jedna
struktura, spetniajgca powyzsze aksjomaty. Tak wiec, rozne
konstrukcje liczb rzeczywistych ukazujg ich rozne aspekty.

Dla liczb rzeczywistych zachodzi aksjomat Archimedesa: jesli x > 0
oraz x < y, to istnieje liczba naturalna ntaka, ze suma x + x + ...+ x
(x wystepuje nrazy w tej sumie) spetnia warunek: y < n- x. Wiasnosé
ta wyklucza istnienie w zbiorze R wielko$ci nieskoriczenie matych.
Nalezy pamieta¢, ze kazda liczba rzeczywista jest w istocie obiektem
infinitarnym: do jej okreslenia potrzeba nieskonczenie wielu liczb
wymiernych, w kazdej z rozwazanych konstrukcji. We wszystkich
praktycznych zastosowaniach (obliczeniach) wykorzystujemy jedynie
skonczone przyblizenia liczb rzeczywistych.
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Przyktady ciggow rzeczywistych

Ciggi rzeczywiste (ciagi o wyrazach, bedacych liczbami rzeczywistymi)
to funkcje ze zbioru N1 w zbiér R.

@ Cigg arytmetyczny. Okre$lony warunkami rekurencyjnymi: a; = a
oraz a, = ap_1 + ddla n > 2. Ogélny wzér na n-ty wyraz ciggu
ma postat: ap=a+(n—1)-d

@ Cigg geometryczny. Okreslony warunkami rekurencyjnymi:

a; = a-xoraz a, = ap_1 - x. 0gélny wzér na n-ty wyraz ciaggu ma
postac: a, = a- x”

@ Cigg harmoniczny. a, = 1.

@ Cigg Fibonacciego. Okreslony warunkami rekurencyjnymi:
ai=a =1o0razap,2 = an+ ans1-

@ Ciagan=(1+ 1n)” jest rosngcy oraz ograniczony.

Jedli (ap) jest ciagiem rzeczywistym, a (k;) dowolnym rosngcym
ciggiem liczb naturalnych, to cigg (ax ) nazywamy podciggiem ciggu
(an)-
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Ciagi rzeczywiste

an a1 |8 |8 | as | da |8 | a | a8 | & | ao
ap,=a+((n-1)-d
a=1,d=3 1 4 |7 |10 (13|16 (19| 21 | 24 | 27
an=a- qn
a=2q=; V3 15| 5|16 3| s | 1| 2 | 5z
2, — 1 S I N N s N S A B
n n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ani2 = @n + ant1 1 1 2| 3| 5|8 |13 |21 | 34 |55
an = 23|57 111317 |19 | 23 | 29
n-ta liczba
pierwsza

Poczatkowe wyrazy kilku ciggow.
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Ciagi rzeczywiste

Nieréwnos¢ Bernoulliego

@ Nierdwnoscci Bernoulliego ustala, ze dla d > —1 mamy:
(1+d)">1+n-d.
@ Udowodnimy to poprzez indukcje matematyczna.

@ Widag¢, ze nieréwnosc¢ Bernoulliego zachodzi dla k = 1:
A+d)>1+1-4d.

@ Przypusémy, ze dla liczby k zachodzi (1 + d)* > 1 + k - d.
Pokazemy, ze nierownos¢ Bernoulliego zachodzi wtedy takze dla
k+1:

A4+t =1+ad)f-1+d)>(1+k-d)-(1+d)=
1+d+k-d+k-d?=
=1+(k+1)-d+k-d?>1+(k+1)-d

@ Na mocy zasady indukcji matematycznej nieréwno$¢ Bernoulliego
zachodzi zatem dla kazdej liczby n € N,.
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Ciagi rzeczywiste Ciagi zbiezne

Granica ciggu

@ Méwimy, ze ciag (an) jest zbiezny do liczby g € R, gdy dla kazdej
liczby rzeczywistej € > 0 istnieje liczba naturalna N taka, ze dla
kazdej n > N zachodzi nieréwnos¢: |a, — g| < e.

@ Jesli (an) jest zbiezny do g, to liczbe g nazywamy granica ciagu
(an). Méwimy tez w takim przypadku, ze ciag (a,) dgzy do g i
stosujemy zapis: a, — g przy n — oo lub zapis nILmOO an=2g.

@ Ciagg, ktory nie jest zbiezny, nazywamy rozbieZnym. Tak wiec,
rozbiezne sg te ciagi, ktére nie sg zbiezne do zadnej granicy.

@ Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony. Jesli bowiem nli_>m an=g,to
istnieje N taka, ze |a, — g| < 1 dla wszystkich n > N. Z tego oraz
z faktu, ze |an| — |g| < |an — g| wynika, ze dla wszystkich n > N
mamy: |an| < |g| + 1. Jesli wezmiemy teraz
M = max{|ai|,|az|,...,|anl,|g| + 1}, to otrzymujemy: |a,| < M dla
wszystkich n > N.
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Ciagi rzeczywiste Ciagi zbiezne

an

N

Jesli ciag a, ma granice g, to przedtuzajgc ten diagram w prawo i dowolnie
zmniejszajac liczbg ¢ > 0, zawsze od pewnego miejsca wszystkie dalsze
wyrazy ciggu znajda si¢ w pasie ograniczonym prostymiy = g+ciy =g—e.
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Przyktady

@ Ciggapn=1+ 15 jest zbiezny. Jego granicg jest liczba 1. Istotnie,
jakkolwiek matg wezmiemy liczbe rzeczywistg € > 0, to wszystkie
wyrazy tego ciggu o wskaznikach n takich, ze n > g znajda sie w
przedziale otwartym (1 —e,1 + ¢).

e Cigg ap = 15 jest zbiezny. Jego granicg jest liczba 0.

@ Ciag an = (—1)" nie jest zbiezny. Zauwazmy, Ze jest to ciag
ograniczony. Mamy: a>,x = 1 oraz a»x_1 = —1, dla wszystkich
k>1.

@ Ciag an = (—2)" nie jest zbiezny. Zauwazmy, ze nie jest to ciag
ograniczony.

@ Kazdy cigg monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

e e= nli_>moo(1 + 15)”. Jest to jedna z najwazniejszych statych
matematycznych. Liczba e ~ 2,71828 . .. jest liczbg przestepna.
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Pierwsze 10 wyrazow ciggow: a, =1+ ‘ﬁ (niebieski), a, = 15 (czerwony).
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Ciagi rzeczywiste Ciagi zbiezne

Ciag a, = (—1)"- 271 jest zbiezny. Jego granicg jest O: Jim a, = 0.

081:*%
0322%
0332—%
0342%6
085:—\%2
086:&
087:—1178
088:2;76
039:—5%2
08102101ﬁ

Cwiczenie: udowodnij, ze lim (=1)"-27" =0.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Struktury topologiczne 12/45



Ciagi rzeczywiste Ciagi zbiezne

Zbiezno$¢ ciggéw: komentarze

@ Zbieznos$¢ ciagu (an) do liczby g, jego granicy, oznacza zatem, ze
w dowolnie matym otoczeniu liczby g znajdujg sie wszystkie,
oprdcz ewentualnie skonczone;j ich liczby, wyrazy tego ciggu.
Otoczenie liczby jest tu rozumiane jako przedziat otwarty, do
ktorego ta liczba nalezy.

@ Nalezy pamietaé, ze wyrazenie cigg dazy do granicy jest tylko
sposobem mdowienia. Znaczenie tego wyrazenia podaje
przytoczona wyzej definicja. Wystepuja w niej jedynie terminy
arytmetyczne, porzadkowe oraz funkcja wartosci bezwzgledne;j
(charakteryzujaca bliskosc). Wszelkie skojarzenia z ruchem majg
w tym kontekscie jedynie walor intuicyjny.
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Ciagi rzeczywiste Ciagi zbiezne

Zbiezno$¢ ciggéw: komentarze

@ Zapis nli_)m an = oo jest sposobem powiedzenia, ze ciag (an) jest
rozbiezny i jego wyrazy nie sg ograniczone z gory.
@ Tak wiec, znak oo nie oznacza zadnej konkretnej liczby.
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Ciagi rzeczywiste Ciagi zbiezne

Udowodnimy, dla przyktadu, ze cigg geometryczny a, = x" jest zbiezny do 0
dla |x| < 1, jest zbiezny do 1 dla x = 1 oraz jest rozbiezny dla wszystkich
pozostatych x, czyli dla |x| > 1 lub x = —1. Rozpatrzymy trzy przypadki:

Q Zaioimy, ze |x| < 1. Wtedy istnieje doktadnie jedna liczba d > 0 taka, ze
|x| = 1+d Na mocy merownosm Bernoulliego mamy
lan| = |x|" = (1+d) < 1+n - Poniewaz utamek W zmniejsza sig wraz
ze wzrostem n, wiec dla dowolnie matej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje
taka liczba naturalna N, ze 1;—”@, < ¢ zachodzi dla wszystkich n > N
(jest tak dla N = ~1=£7). Tak wiec, [lim a, =0.

@ Jesli x =1, to cigg a, jest staty, jesli jednak x = —1, to cigg a, jest
rozbiezny, gdyz wszystkie jego wyrazy o wskaznikach parzystych réwne
sg 1, a wszystkie wyrazy o wskaznikach nieparzystych réwne sg —1.

© Wreszcie, gdy |x| > 1,t0 x = 1 + d dla pewnej d > 0. Na mocy
nieréwnosci Bernoulliego: |a,| = (1 + d)" > 1+ n- d, ato oznacza, ze
ciag (an) nie jest ograniczony, a wiec nie jest zbiezny.
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Punkty skupienia

Liczbe s nazywamy punktem skupienia ciagu (an), gdy dla kazdej
liczby rzeczywistej e > 0 oraz kazdej liczby naturalnej N istnieje liczba
naturalna n > N taka, ze |a, — s| < e.

@ Jesli nIi_)m an = g, to oczywiscie g jest (jedynym) punktem
skupienia ciggu (ap).
@ Woprost z definicji widac, ze jesli s jest punktem skupienia ciggu

(an), to w dowolnym (dowolnie matym) otoczeniu punktu s
znajduje sie nieskonczenie wiele wyrazéw tego ciggu.

@ Punktami skupienia ciggu a, = (—1)" sa liczby: 1 oraz —1. Te
same liczby sa punktami skupienia np. ciagu a, = (—1)™" + ..

@ Liczba s jest punktem skupienia ciggu (a,) doktadnie wtedy, gdy
pewien podciag ciggu (an) jest zbiezny do s.
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Ciagi rzeczywiste Punkty skupienia

Ciag a, = (—1)™" + 27" ma dwa punkty skupienia: —1 oraz 1.

03122
082:—%
083:%
0342—%
085:%
0362_%
087:%
0332—%
oag:g’]—g

® ai0 = —{g5g

Cwiczenie: zdefiniuj podciagi tego ciagu, zbiezne do jego punktéw
skupienia.
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Twierdzenia o ciggach

Twierdzenie o trzech ciagach. Jesli ciagi (a,) oraz (bn) sg zbiezne
do tej samej granicy g oraz istnieje m taka, ze a, < ¢y < b, dla
wszystkich n > m, to cigg (cn) takze jest zbiezny do g.

Dowdd tego faktu jest dos¢ prosty. Niech mianowicie £ > 0 oraz niech
N > m bedzie taka liczbg, ze dlan > Nmamy |a, — g| < ¢

|bn — g| < e. Wtedy dla n > N mamy:

g-e<ap<ch<bp<g+e,

z czego wynika, iz |c, — g| < e dla n > N, czyli ciag (cp) jest zbiezny
do g.

Ponizszy diagram jest ilustrucjg sytuacji opisanej w powyzszym
twierdzeniu. Wyrazy ciggu ¢, zaznaczono na zielono, ciggu b, na
niebiesko, a ciggu a, na czerwono:
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Ciagi rzeczywiste Kilka twierdzen o ciaggach

Twierdzenia o ciggach

o [ ]
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Nalezy oczywiscie pamietac, ze jest to rysunek pogladowy, pokazujacy
jedynie skonczone fragmenty rozwazanych ciggdéw.
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Ciagi rzeczywiste Kilka twierdzen o ciaggach

Twierdzenie. Kazdy cigg monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.
Przy tym, jesli (an) jest niemalejgcy, to nIi_}m an = sup an, natomiast gdy
S n
(an) jest nierosnagcy, to nILm ap = igf an.
Jesli bowiem (an) jest niemalejacy i ograniczony, to istnieje kres gorny
zbioru jego wyrazéw: s = sup a,. Pokazemy, ze nILm an=S:
n oo

@ Niech e > 0. Z definicji kresu gérnego wynika, ze istnieje liczba
naturalna N taka, iz s < ay + €.

Natomiast dla kazdej n > N mamy a, > an, azatem s < ap + ¢
dla wszystkich n > N.

Mamy wiec: a, > s —edlan> N.

Poniewaz a, < s dla wszystkich n, wiec oczywiscie takze

an < S+e.

taczniedajeto: s—e < ap<s+edlan> N,czyli|la,—s| <e.To
oznacza, ze ciag (an) jest zbiezny do granicy s.

© 060 O

Podobnie pokazujemy, ze nierosnacy ciag ograniczony jest zbiezny.
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Twierdzenia o ciggach

Twierdzenie Ascoliego. Niech [an, b, bedzie zstepujacym ciggiem
przedziatéw domknietych liczb rzeczywistych (czyli

[air1, bir1] C [a;, bj] dla wszystkich i € N..). Niech ponadto

nILmoo(bn — ap) = 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna liczba rzeczywista
x € R taka, ze x € [ap, by| dla wszystkich n € N,.

Inaczej mowiac, cze$¢ wspdlna (iloczyn) zstepujacego ciagu
przedziatéw domknietych w zbiorze liczb rzeczywistych o dtugosciach
tych przedziatéw dgzacych do 0, zawiera doktadnie jeden element.
Istotng role w dowodzie tego twierdzenia odgrywa wiasnosc¢ ciggtosci
porzadku zbioru liczb rzeczywistych.

I I I [ [ T P 1 1 1 1 1 1
L [T 1T T T 1 I 1T T T1 ]

]
]
a4 8> adz aq as ag ay - - - X ~~'b7b6b5b4b3b2 by
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Ciagi rzeczywiste Kilka twierdzen o ciaggach

Twierdzenia o ciggach

Dowdd. Najpierw zauwazmy, ze ciag (an) jest niemalejacy oraz
ograniczony z gory przez kazdy z wyrazow ciagu (bp).

Podobnie, ciag (by) jest nierosnacy oraz ograniczony z dotu przez
kazdy z wyrazow ciagu (an).

Tak wiec, oba te ciagi sg zbiezne, a ponadto: nILmOO an= s%p an oraz

lim b, = inf b,. Mamy dalej:

n—oo n
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Ciagi rzeczywiste Kilka twierdzen o ciaggach

Twierdzenia o ciggach

@ lim a, < lim by, czyli sup a, < inf by,
n—o0 n—o0 n n

@ Dla kazdej m zachodzi nieréwnos¢:
0< igfbn —supap < by — am.
n

@ Z zatozenia, lim (bym —am) =0.
m—oo

@ Na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy zatem
sup ap = ir,17f bn. Niech x oznacza te wlasnie warto$¢ obu
n

rozwazanych kreséw.
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Ciagi rzeczywiste Kilka twierdzen o ciaggach

Twierdzenia o ciggach

@ X € [an, by] dla wszystkich n, czyli x jest punktem wspdlinym
wszystkich rozwazanych przedziatow.

@ Gdyby istniat punkt y # x taki, ze y € [ap, by dla wszystkich n, to
mielibySmy a, < y oraz y < b, dla wszystkich n.

@ Na mocy pierwszej z tych nieréwnosci otrzymujemy:
X =supan<y.
n

@ Na mocy drugiej z tych nieréwnosci otrzymujemy: y < iqf bn = x.

@ Ztego wynika oczywiscie, ze y = x, a wiec x jest jedynym
punktem wspdélnym wszystkich przedziatéw [ap, by).
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Ciagi rzeczywiste Kilka twierdzen o ciaggach

Twierdzenia o ciggach

Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa. Kazdy cigg ograniczony posiada
co najmniej jeden punkt skupienia.

Dowadd. Zatdézmy, ze ciag (an) jest ograniczony. Tworzymy pare
zbioréw (A, B) w sposob nastepujacy:

A= {x € R: x < ap dla nieskonczenie wielu n}

B=R-A.

Para (A, B) jest przekrojem Dedekinda zbioru R. Na mocy aksjomatu
ciggtosci: albo w klasie A istnieje element najwiekszy, albo w klasie B
istnieje element najmniejszy. Niech s bedzie tym elementem.
Pokazemy, ze s jest (najwigkszym) punktem skupienia ciggu (an).
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Ciagi rzeczywiste Kilka twierdzen o ciaggach

Twierdzenia o ciggach

@ Dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢ > 0 mamy: s — 5 € A oraz
s+5€B

@ Z definicji zbioréw A i B wynika, ze: s — 5 < a, dla nieskonczenie
wielu n, zas s + 5 < a, dla co najwyzej skonczonej liczby
indeksow n.

© Tak wiec, ap < s+ § dla wszystkich n poza skonczong ich liczba.
W konsekwenciji, dla nieskonczenie wielu n mamy:
S—e<s—5<ap<s+5<S+e.

© To z kolei oznacza, ze |a, — S| < € dla nieskofczenie wielu n. Tak
wiec, s jest punktem skupienia ciagu (an).

@ Ponadto, jest to najwiekszy punkt skupienia tego ciggu. Gdyby
bowiem dla pewnej ¢ > 0 punktem skupienia byt s 4+ 2 - ¢, to,
poniewaz s + ¢ € B, mielibySmy s + ¢ < a,, tylko dla skohczonej
liczby indekséw n, wbrew poczynionemu przypuszczeniu, ze
S+ 2 - ¢ jest punktem skupienia ciagu (ap).
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Ciagi rzeczywiste Warunek Cauchy’ego

Warunek Cauchy’ego

@ Mowimy, ze ciag (an) spetnia warunek Cauchy’ego (jest ciagiem
Cauchy’ego), gdy dla kazdej liczby rzeczywistej e > 0 istnieje
liczba naturalna N taka, ze dla wszystkich m > N oraz n > N
zachodzi nieréwnos¢: |a, — am| < e.

@ Tak wiec, ciag spetnia warunek Cauchy’ego, gdy — poczawszy od
pewnego miejsca — wszystkie jego wyrazy sg sobie dowolnie
bliskie.
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Ciagi rzeczywiste Warunek Cauchy’ego

@ Kazdy ciag zbiezny spetnia warunek Cauchy’ego.

@ Kazdy cigg Cauchy’ego jest ograniczony.

@ Cigg Cauchy’ego zawierajgcy podciag zbiezny do pewnej liczby g
jest zbiezny do g.

Z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa wynika nastepujace twierdzenie:

o Twierdzenie. Cigg (an) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy
spetnia warunek Cauchy’ego.

@ Potegowanie wR. Jedlia > 0, a € R, x € R to a* definiujemy jako
granice nILm a*, gdzie (xy) jest dowolnym ciggiem liczb
wymiernych, zbieznym do x, czyli takim, ze nIi_}m Xn = X.
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Szeregi liczbowe

Zbieznos$¢ szeregu liczbowego

@ Kazdemu ciggowi rzeczywistemu (a,) przyporzadkowa¢ mozna
n
ciag sp = Y. ax. Wyrazy tak okreslonego ciagu (s,) nazywamy
k=1
sumami czesciowymi (ciagu (an)).

@ Przyktad: sumy czesciowe ciggu geometrycznego a, = x"!
(gdzie x # 1). Poniewaz s, =14+ x + x4 ... + x"', wiec
(mnozac obie strony tego rownania przez 1 — x) mamy:

(1 —x)-s,=1—x", codaje znany ze szkoty wzér: s, = 11__’;".
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Szeregi liczbowe

@ Jezeli cigg (sn) sum czesciowych ciggu (an) jest zbiezny do liczby

s, te liczbe nazywamy sumg szeregu nieskonczonego > ap.
n=1

@ Mowimy wtedy, ze szereg > an jest zbiezny do liczby s oraz
n=1
piszemy > a, = S.
n=1
@ Szeregi, ktére nie sg zbiezne nazywamy rozbieznymi.

@ Jesli szereg > aj jest zbiezny, to lim a, = 0.
n—1 n—oo
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Przestrzenie metryczne Przestrzenie euklidesowe

Metryka euklidesowa

@ Przez (rzeczywistg) przestrzen euklidesowg n-wymiarowg
rozumiemy pare (R”, d), gdzie R” jest zbiorem wszystkich n-tek
uporzgdkowanych elementéw zbioru R, zas d jest funkcja
d:R" x R" — R, okres$long wzorem:

n

d(x,y) = [ 22 (% = yi)?

i=1
dla dowolnych x = (x1, X2,...,Xp) 0raz y = (1, Y2,...,¥n)
nalezacych do R". Funkcje d nazywamy metryka euklidesowg
(euklidesowa funkcja odlegtosci).

@ Dla n =1 odlegto$¢ d wyrazamy przez wartos¢ bezwzgledna:
d(x,y) =[x =yl

@ Dla n = 2 odlegto$¢ d punktdéw x = (x1, x2) oraz y = (y1, o)
wyrazamy przez wzor: d(x,y) = /(X1 — y1)2 + (X2 — y2)2.
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Przestrzenie metryczne Przestrzenie euklidesowe

Odlegto$¢ w R: d(x,y) = |x — y|.

Odlegtos¢ w R x R:

X2

Y2

y X

Jesli x = (x1,%2), y = (y1,¥2) to d(x,y) = /(x1 — y1)2 + (%2 — y2)?.

Jerzy Pogonowski (MEG)
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Przestrzenie metryczne Przestrzenie euklidesowe

Odlegto$é¢ w R3:

(}’17}’2,}’3)

5

Jesli x = (x1, X, X3) 1 y = (y1, 2. ¥3), t0: &% = (¥4
oraz (d(x,y))? = ¢® + (y3 — x3)?, a zatem

d(X,¥) = V(1 — x1)2+ (2 — %2)? + (¥3 — X3)2.
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Przestrzenie metryczne Przestrzenie euklidesowe

Metryka euklidesowa a zbieznos¢
@ Ciag punktow (xx) o wyrazach nalezgcych do R" jest zbieZzny do
punktu x € R” wtedy i tylko wtedy, gdy klim d(xx,x) =0.
—00

@ K(x,e¢) jest kulg otwartg o srodku x oraz promieniu e, gdy:
K(x,e)={y e R":d(x,y) < e}.

@ W terminologii szkolnej: kule otwarte w R to przedziaty otwarte,
kule otwarte w R? to kota otwarte (czyli kota bez ograniczajgcego
je okregu), kule otwarte w R? to kule otwarte (czyli kule bez
ograniczajacej je sfery).

@ Ciag (xx) o wyrazach nalezgcych do R” jest zbiezny do punktu
x € R" wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdym otoczeniu punktu x
(czyli w kazdej kuli otwartej o dowolnie matym promieniu) znajdujg
si¢ wszystkie wyrazy ciggu (xx) oprocz co najwyzej skonczonej
ich liczby.
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Przestrzenie metryczne Przestrzenie euklidesowe

Kula otwarta o $rodku x i promieniu ¢ w R:

( )
{ I ]
X+e X X—¢€
// \\
g ___93= \
: L’,”‘ s
oO—— F . _SSEEEe Y
€ I Ba. X .
X \ B Z /
\ 7/
AN 4

. . ~

Kula otwarta w R?  Kula otwarta w R3
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Metryki

Pare (X, d) nazywamy przestrzenig metryczng (a d nazywamy
metryka (funkcjg odlegtosci) w X), gdy X jest dowolnym zbiorem
niepustym, za$ d jest dwuargumentowg funkcjg okreslong na X i
przyjmujaca nieujemne wartosci rzeczywiste taka, ze:

@ Jd(x,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = y

Q d(x,y) = d(y, x) (warunek symetrii)

Q d(x,y) < d(x,z)+ d(z,y) (warunek tréjkata).

@ Kazda przestrzen euklidesowa (R", d), jest przestrzenig
metryczna.

@ Korzystajac z wyjsciowej metryki definiowa¢ mozna dalsze pojecia
metryczne, np. odlegto$¢ elementu od zbioru, lub odlegtos¢
miedzy zbiorami elementow.
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Przestrzenie metryczne Przestrzenie metryczne

Przyktad: metryka taksowkowa

Metryka taksowkowa. W zbiorze R" okresli¢ mozna wiele funkcji
odlegtosci roznych od metryki euklidesowej. Przez metryke
takséwkowg (metryke Manhattan) rozumiemy funkcje d okreslong
nastepujaco dla dowolnych x = (x1, Xz, ..., X») Oraz

n
y=W1Yo - ¥n):d(x,y) = k21 |Xx — yk|. Dla n = 2 mamy zatem:
d(x,y) =|x1 — y1| + |x2 — y=|. Metryka ta opisuje poruszanie sie w
miescie z prostokatng siatkg ulic, prowadzacych jedynie np. ze
wschodu na zachdd oraz z potudnia na pétnoc, przy zatozeniu, ze
poruszamy sie, dbajac o to, aby znalez¢ mozliwie najkrétsza droge
miedzy dwoma punktami. Zauwazmy, ze (inaczej niz w przypadku
metryki euklidesowej) w tej metryce istnieje wiele drog miedzy dwoma
punktami, ktére majg taka sama dtugos¢ w sensie metryki. Kule w tej
metryce wygladajg inaczej niz kule w metryce euklidesowej — czy
stuchacze potrafig wyobrazi¢ sobie kule, wyznaczone tg metryka?
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Przestrzenie metryczne Przestrzenie metryczne

Metryka Manhattan:

Xo @-cveeerneenaninnny

=

Y1 X1

Jeslix = (x1,x2) iy = (y1,¥2), to d(x,y) = |[x1 — y1| + X2 — yzl-
Wszystkie trzy zaznaczone drogi z x do y majg te samg dtugsc
euklidesowa.
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Przestrzenie metryczne Zbiory w przestrzeniach metrycznych

Kule i zbieznosc

@ Cigg punktow (x,) przestrzeni metrycznej (X, d) jest zbieZzny do
punktu x € X wtedy i tylko wtedy, gdy nILm d(xn, x) = 0. Piszemy
w takim przypadku nIi_)m Xp = X.

@ K(x,r)={y € X:d(x,y) < r} (kula otwarta).

K(x,r)={y € X : d(x,y) < r} (kula domknigta).

@ Zbidr A C X punktéw przestrzeni metrycznej (X, d) jest
ograniczony, gdy istnieje kula K(x, r) taka, ze A C K(x,r).

@ Ciag (xn) punktéw przestrzeni metrycznej (X, d) jest ciggiem
Cauchy’ego (spetnia warunek Cauchy’ego), gdy dla kazdej liczby
rzeczywistej ¢ > 0 istnieje liczba naturalna N taka, ze dla
wszystkich m > N oraz n > N zachodzi nierownos¢ d(xm, Xn) < ¢.

@ Przestrzen metryczna (X, d) jest zupetna, gdy kazdy ciag
Cauchy’ego elementow tej przestrzeni jest zbiezny do elementu
tej przestrzeni.
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Przestrzenie metryczne Zbiory w przestrzeniach metrycznych

Zbiory otwarte i domkniete

@ Punkt x nazywamy punktem wewnetrznym zbioru A w przestrzeni
metrycznej (X, d) gdy istnieje liczba rzeczywista r > 0 taka, ze
K(x,r) C A.

@ Punkt x nazywamy punktem skupienia zbioru A w przestrzeni
metrycznej (X, d), gdy x jest granicg co najmniej jednego ciggu
(xn) réznych od x punktéw przestrzeni (X, d). Te punkty zbioru A,
ktore nie sg jego punktami skupienia nazywamy punktami
izolowanymi zbioru A.

@ Kazdy zbidr A, ktory jest rowny zbiorowi swoich punktow
wewnetrznych, nazywamy zbiorem otwartym.

@ Te zbiory A, ktére zawierajg wszystkie swoje punkty skupienia,
nazywamy zbiorami domknietymi.

@ Rodzina A zbioréw otwartych w przestrzeni metrycznej (X, d) jest
pokryciem zbioru A, gdy A C |J A.
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Zbiory w przestrzeniach metrycznych
Domkniecie, wnetrze, brzeg

@ Domknieciem zbioru A nazywamy sume zbioru A oraz zbioru
wszystkich jego punktéw skupienia. Domknigcie A oznaczamy
przez cl(A) (lub A). Zbior A jest zatem domkniety doktadnie wtedy,
gdy A = cl(A).

@ Zbiér wszystkich punktéw wewnetrznych zbioru A oznaczamy
przez int(A) i nazywamy wnetrzem zbioru A.

@ Brzegiem zbioru A nazywamy zbiér fr(A) = cl(A) — int(A).

@ Zbior A jest gesty w przestrzeni metrycznej (X, d), gdy kazdy
punkt zbioru X jest granicg zbieznego ciggu punktow (x,)
nalezacych do zbioru A. A zatem A jest gesty z (X, d) doktadnie
wtedy, gdy cl(A) = X.

@ Przestrzen metryczng (X, d) nazywamy osrodkowa, gdy istnieje w
niej co najwyzej przeliczalny zbiér gesty (nazywany wtedy
osrodkiem tej przestrzeni).
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Przestrzenie metryczne Gestos¢, zwartos¢, spojnose

Zbior A w przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy zwartym, gdy
kazdy ciag (xn) jego punktéw zawiera podciag zbiezny do
pewnego punktu x € A. Tak wigc, zbior A nie jest zwarty w (X, d),
gdy istnieje co najmniej jeden cigg jego elementéw, ktéry nie ma
zadnego punktu skupienia nalezacego do A.

Twierdzenie Borela. Kazde pokrycie zbioru zwartego A w
przestrzeni metrycznej (X, d) zawiera podpokrycie skoriczone
zbioru A, czyli pokrycie zbioru A skonczong rodzing zbiorow
nalezacych do wyjsciowego pokrycia.

Zbior A w zupetnej przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy
spojnym, gdy nie istniejg zbiory otwarte B oraz C w przestrzeni
(X,d) takie,ze: ACBUC,BNC=0,AnB#0oraz AnC # .

Zbior A C R" jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety i
ograniczony (zob. nastepby slajd).

Niepusty zbiér otwarty A C R” jest sp6jny doktadnie wtedy, gdy
dowolne dwa jego punkty mozna potgczy¢ linig tamang w R".
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Przestrzenie metryczne Gestos¢, zwartos¢, spojnose

Twierdzenie. Kazdy zbiér zwarty w przestrzeni metrycznej (X, d) jest
domknigty i ograniczony w tej przestrzeni.

Szkic Dowodu. Niech A bedzie zbiorem zwartym w przestrzeni metryczne;j
(X, d). Trzeba pokazag, ze A jest: 1) domkniety oraz 2) ograniczony.

@ Wezmy dowolny ciag (x,) elementéw zbioru A, ktory jest zbiezny do
elementu x € X. Aby udowodni¢, ze A jest domkniety, trzeba pokazag¢,
ze x € A. Na mocy zwarto$ci A, ciag (x,) zawiera podciag (xm,) zbiezny
do jakiego$ y € A. Z definicji zbieznosci ciggu w przestrzeni metrycznej
musi zachodzi¢ lim x;, = x. Poniewaz cigg nie moze by¢ zbiezny do

I—o0

dwéch réznych granic, wiec x = y, a w konsekwencji x € A.

@ Rozumujemy nie wprost. Przypusémy, ze A nie jest ograniczony.
Oznacza to, ze w A mozna wybraé cigg punktéw tak, ze odlegtos¢
miedzy dowolnymi dwoma wyrazami tego ciggu jest niemniejsza od 1.
Witedy jednak zaden podcigg takiego ciggu nie moze spetniaé warunku
Cauchy’ego, a zatem zbiér A nie jest zwarty, co daje sprzecznos¢ z
zatozeniem twierdzenia i konczy dowdd nie wprost.
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Zacheta do refleks;ji

Mysl przekornie!

@ Jak wyrazi¢ fakt, ze jeden ciag jest zbiezny (np. do zera) szybciej
niz inny ciag?

@ lle elementéw ma czes¢ wspdlna rodziny wszystkich zbioréw o
postaci {x € R: x > n} gdzie n € N?

@ Jak klasyfikowac ksztatty? Czy np. wszystkie powierzchnie mozna
otrzymac przez sktadanie pewnych wzorcowych kawatkéw?

@ Czy powierzchnia zawsze ma dwie strony (umownie nazywane
wewnetrzng i zewnetrzng)?

@ Czym jest dziura?

@ Gdy z okregu usuniemy jeden punkt, dostaniemy odcinek otwarty.
Co dostaniemy, gdy do prostej dodamy jeden punkt?

@ Co dostaniemy, gdy ze sfery usuniemy jeden punkt?
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Co musisz ZZZ

@ Cigg zbiezny, granica ciggu, punkt skupienia ciggu.
@ Warunek Cauchy’ego.

@ Twierdzenie o trzech ciggach.

@ Twierdzenie Ascoliego.

@ Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa.

@ Szereg liczbowy, jego suma czesciowa, definicja zbieznosci
szeregu.

@ Przestrzen z metryka euklidesowa.
@ Metryka, przestrzen metryczna.

@ Zbiory: otwarte, domkniete, zwarte, geste, spdjne.
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