METODY DOWODZENIA TWIERDZEN
I AUTOMATYZACJA ROZUMOWAN
KONWERSATORIUM 2: PRELIMINARIA LOGICZNE

V rok kognitywistyki UAM

1 Indukcja strukturalna, operacje konsekwencji

1. Proste przyktady: drzewa syntaktyczne formul, obliczanie stopnia i rangi,
przektad z notacji infiksowej na prefiksowa (i na odwrét). Studenci podzie-
leni na grupy, nawzajem zadajq sobie pytania.

2. Udowodnié, ze dla dowolnej formuty ¢ jezyka KRZ liczba wystapien funk-
torow dwuargumentowych w i jest réwna liczbie wystapien lewych nawia-
sOw w ¢ (rozwiazanie: np. w materiatach dydaktycznych Pani dr Doroty
Leszczynskiej-Jasion).

3. Udowodnié¢ wiasnosci 1-10 ze slajdu 20, wyktad 2.

4. Ciekawostki: rozmieszczanie nawiasow, krata Timuriego, liczby Catalana.

2 Zdaniowe wlasnosci niesprzecznosci

Niech C bedzie rodzina zbioréw formut jezyka KRZ.Méwimy, ze C zdaniowq
wtasnosciq niesprzecznosci (propositional consistency property), jesli dla kazdego
zbioru S € C:

1. Dla kazdej zmiennej zdaniowej p: albo p ¢ S albo —p ¢ S
2. 1¢ Soraz—T ¢ S

3. Jesli~—p € S, to SU{} € S

4. Jeslia € S,to SU{a1,a0} €C

5. JeSli B €S, t0SU{B} €ClubSU{B} €C.

e Wiasno$¢ niesprzecznosci C jest domknigta na podzbiory, gdy dla kazdego
S € C oraz wszystkich T C S: T € C.



e Wiasnos$¢ niesprzecznosci C jest charakteru skoriczonego, gdy: S € C wtedy
i tylko wtedy, gdy kazdy skoficzony podzbidr zbioru S nalezy do C.

Studenci udowodnig teraz nastgpujace twierdzenia:

1. Kazda wtasno$¢ niesprzecznosci moze zostac rozszerzona do wlasnosci nie-
sprzecznosci domknigtej na podzbiory.

2. Kazda wiasnos¢ niesprzeczno$ci charakteru skonczonego jest domknigta na
podzbiory.

3. Kazda wilasno$¢ niesprzeczno$ci domknigta na podzbiory moze zostaé roz-
szerzona do wlasnosci niesprzecznosci charakteru skoriczonego.

Ponadto, udowodnimy nastgpujacy (zabawny) fakt. Niech P bedzie dowolna
whasnoscia zbioréw. Okreslamy wiasnosé P# nastgpujaco: P7(S) wtedy i tylko
wtedy, gdy P(7) dla wszystkich skoficzonych zbioréw 7" C S. Mamy wtedy:
P7#(S) wtedy i tylko wtedy, gdy P#(T") dla kazdego skoficzonego zbioru T' C S,

2.1 Dowoéd wiasnosci 1

Niech C bedzie zdaniowa wlasnoscia niesprzecznosci. Zdefiniujmy:
C*={T:35e¢C T CS}.

Pokazemy, ze C* jest zdaniowa wlasnos$cia niesprzecznosci.

Pierwsze dwa warunki definicji zdaniowej wtasnosci niesprzecznosci sa spet-
nione dla C*.

Zatézmy, ze T € C* oraz =) € T. Wtedy istnieje Sy € C taki, ze T" C 5.
Przypusémy, ze T'U {¢)} ¢ C*. Skoro T'U {t} ¢ C*, to nie istnieje S € C taki, ze
T U {y} C S.Jednak =) € Sy oraz Sy € C, wigc Sy U {¢} € C. Oczywiscie
T U{y} C SpU {t}. Otrzymujemy sprzecznos¢, a zatem 7' U {¢y} € C*.

Zatézmy, ze T € C* oraz o € T. Wtedy istnieje Sy € C taki, ze T" C 5.
Przypusémy, ze T'U {a1, a2} ¢ C*. Oznacza to, ze nie istnieje S € C taki, ze
T U {a1,a2} € S.Jednak a € Sy oraz Sy € C, a zatem Sy U {ag, 0} € C.
Oczywiscie T U {a1, a2} C Sy U {aq,as}. Otrzymujemy sprzecznosé, a wigc
TU {Oq, OZQ} e C*.

Zatézmy, ze T € C* oraz § € T. Wtedy istnieje Sg € C taki, ze T C S.
Przypusémy, ze: T'U {1} ¢ C* oraz T'U {B2} ¢ C*. Oznacza to, ze nie istnieja
S1 € Coraz Sy € C takie, ze: T U {f1} C Sy oraz T U {2} C Ss. Poniewaz
g eT C Sy wigc f € Sy. Skoro Sy € C oraz f € Sy, to: Sy U {51} € C lub



So U {52} € C. Oczywiscie T'U {51} C SpuU {51} oraz T'U {52} C Spu {,32}
Otrzymujemy sprzeczno$é, a zatem T'U {1} € C* lub T U {f2} € C*.

PokazaliSmy, ze C* jest zdaniowa wtasnoScia niesprzecznosci. Z definicji, jest
ona domknigta na podzbiory. Oczywiscie C C C*.

2.2 Dowoéd wlasnosci 2

Niech C bgdzie zdaniowa wtasnoscia niesprzeczno$ci charakteru skonczonego. To
oznacza, ze S € C wtedy i tylko wtedy, gdy T' € C dla wszystkich skoniczonych
podzbioréw zbioru S. Pokazemy, ze C jest domknigta na podzbiory.

Przeprowadzimy dowdd nie wprost: przypusémy, ze C nie jest domknigta na
podzbiory. Wtedy istnieja: S € C oraz T' C S takie, ze T' ¢ C. Oznacza to, ze T'
nie spetnia ktéregos$ z warunkéw definiujacych zdaniowa wiasnos¢ niesprzeczno-
Sci. Wprost z definicji widaé, ze nie moga to by¢ warunki dotyczace: zmiennych
zdaniowych, 1 oraz = T.

Rozwazy(¢ trzeba zatem pozostate przypadki:

1. Istnieje v taka, ze ~—1p € T oraz T' U {¢} ¢ C.
2. Istnieje o taka, ze o € T oraz T U {1, 2} ¢ C

3. Istnieje S taka, ze f € Toraz T U{p1} ¢ CiT U{pB} ¢ C.

Przypadek 1. Jesli istnieje 1 taka, ze ~—) € T oraz T'U{¢} ¢ C, to (poniewaz
C jest charakteru skoriczonego) istnieje skoriczony zbiér U C T U {¢} taki, ze
U ¢ C.Jednak U jest skoriczonym podzbiorem SU{v} i z zatozenia SU{¢} € C.
Na mocy definicji C mamy wigc U € C, czyli sprzecznos¢. A zatem T'U {1} € C.

Przypadek 2. Przypusémy, ze istnieje « taka, ze « € T oraz T U{a, 2} ¢ C.
Z zatozenia a € S, awigc S U {ay, a2} € C. Skoro T'U {a1, aa} ¢ C, to istnieje
skoficzony zbiér U taki, ze U C T'U {a, s} oraz U ¢ C. Jednak wtedy U C
SU{aq,ae} oraz SU{a1, a2} € C,awigc U € C i otrzymujemy sprzeczno$é. A
zatem 7' U {ag, as} € C.

Przypadek 3. Przypusémy, ze istnieje ( taka, ze 5 € T oraz: T U {f1} ¢ C i
T U{B2} ¢ C. Istnieja zatem skonczone zbiory Uj, Us takie, ze:

U CTuU {Bl} oraz Uy ¢ C
Us CTU{P2}oraz U, ¢ C.

Jednak U; € S U{B1} oraz Uy C S U {f2}, a poniewaz C jest charakteru
skoficzonego, wigc Uy € C oraz Us € C i otrzymujemy sprzeczno$¢. A zatem
TU{Bl} GClubTU{ﬁg} eC.



2.3 Dowdd wlasnosci 3

Niech C bgdzie zdaniowa wlasnos$cia niesprzecznosci domknigta na podzbiory. Po-
kazemy, ze C moze zosta¢ rozszerzona do wlasnosci niesprzecznosci charakteru
skorficzonego. Zdefiniujmy: C* = {S : VT' C S : (jesli T skoriczony, to T € C)}.

Pokazemy, ze C* jest wlasnoscia niesprzecznosci charakteru skoficzonego, czyli
ze S € C* wtedy i tylko wtedy, gdy T' € C* dla wszystkich skoriczonych T" C S.
Przeprowadzimy dowdd nie wprost.

Jak poprzednio, warunki dotyczace zmiennych zdaniowych oraz | oraz —T
nie sprawiaja zadnego ktopotu. Trzeba zajaé si¢ pozostatymi warunkami.

Przypadek 1. Zatézmy, ze S € C* oraz -— € S. Wtedy dla wszystkich
skoriczonych " C S mamy: T' € C. Przypusémy, ze S U {1} ¢ C*. Wtedy istnieje
skoniczony zbidr Tp € SU{¢} taki, ze Ty ¢ C.Jesli ¢ € Tp, to Ty C S, a wigc, na
mocy definicji C* mamy Tj € C, sprzeczno$¢. Jesli ¢ ¢ Tp, to Ty = 5, czyli S jest
skoficzony. Poniewaz ——) € S, wigc wynika z tego, ze Ty U {¢} = SU{¢} € C,
sprzecznos¢. Ostatecznie, S U {¢} € C*.

Przypadek 2. Zat6zmy, ze S € C* oraz o € S. Wtedy T € C dla wszystkich
skoficzonych T' C S. Przypusémy, ze SU{a1, as} ¢ C*. Wtedy istnieje skoriczony
To € SU {051,052} taki, ze Tj ¢ C. Jedli jednak a € Tp, to Ty U {041,042} e,
poniewaz Ty jest skoficzonym podzbiorem S, zas S € C*. Jesli natomiast o ¢
To, to Ty U {a} jest skoriczonym podzbiorem S, a wigc Ty U {a} € C. Z tego
wynika, ze Tp U {«, a1, aa} € C, a poniewaz C jest domknigta na podzbiory, wigc
To U{ai,as} € C, sprzecznosé. Ostatecznie, S U {1, as} € C*.

Przypadek 3. Zatézmy, ze S € C* oraz § € S. Wtedy T' € C dla wszystkich
skoficzonych ' C S. Przypusémy, ze S U {1} ¢ C* oraz S U {2} ¢ C*. Wtedy
istniejq skoniczone zbiory 77 i T5 takie, ze:

7, CSU {51} oraz T §é C
Ty CSU{P2}orazTh ¢ C.

Przypominamy, ze T' € C dla wszystkich skoficzonych T' C S. Dla dowolnego
takiego 1" rozwazmy dwa przypadki: § € T oraz 5 ¢ T.Jesli f € T,to: T U
{81} € ClubTU{B2} € C. Sprzecznos¢ (bo warunek taki musiatby tez zachodzi¢
dlaT =Ty orazT =T5). Jesli B ¢ T, to T'U {5} jest skoriczonym podzbiorem
S, a poniewaz S € C*, wigc: T U {1} € Club T U {f2} € C. Sprzecznos¢
(bo warunek taki musiatby tez zachodzi¢ dla T" = T3 oraz T' = T3). Ostatecznie,
SU{p1} €C*lub SU{pB} €C"

PokazaliSmy wigc, ze C* jest zdaniowa wtasno$cig niesprzecznosci. Do zakon-
czenia dowodu wtasnosci 3 uzyjemy teraz wspomnianego zabawnego faktu.



2.4 Dowdd zabawnego faktu

Korzystamy z dowodu przedstawionego w ksigzce Raymonda Smullyana Logical
Labyrinths (rozdziat 16, strona 188; ttumaczenie: JP).

Mamy pokazaé, ze dla dowolnego zbioru S, S ma whasnosé P# wtedy
i tylko wtedy, gdy wszystkie skoniczone podzbiory zbioru S maja wta-
snosé P#,

(1) Przypusémy, ze S ma wihasnos¢ P#. Wtedy nie tylko wszystkie
skoficzone podzbiory zbioru S maja wasnosé P#, ale wszystkie pod-
zbiory zbioru S musza mie¢ wtasnosé P7. Aby to zobaczy¢, niech A
bedzie dowolnym podzbiorem zbioru S. Wtedy kazdy skoriczony pod-
zbidr zbioru A jest takze skonczonym podzbiorem zbioru S, a wigc
ma wilasno$¢ P (poniewaz .S ma wlasnosc¢ P#). Tak wiec, wszystkie
skorniczone podzbiory zbioru A maja wtasnos$é P, co oznacza, ze A ma
wihasno$é P7. A zatem wszystkie podzbiory zbioru S maja wtasnosé
P7,iw szczegblnosci, wszystkie skoficzone podzbiory zbioru S maja
wlasnosé P#.

(2) Na odwrét, przypusémy, ze wszystkie skoficzone podzbiory zbioru
S maja wtasnos¢ P#. Niech F' bedzie dowolnym skoficzonym pod-
zbiorem zbioru S. Wtedy F ma wtasno$é P#, co oznacza, ze wszyst-
kie skoriczone podzbiory zbioru F' maja wtasnos¢ P. C6z, F jest skon-
czonym podzbiorem siebie samego, a wigc F' ma wilasnos¢ P. A za-
tem wszystkie skoriczone podzbiory zbioru S maja wtasno$¢ P, co
oznacza, ze S ma wlasnosé P#. Tak wiec, jesli wszystkie skoriczone
podzbiory zbioru S maja wasnosé P#, to S réwniez.

Namocy (1)1 (2) S ma wtasnosé P# wtedy i tylko wtedy, gdy wszyst-
kie skoriczone podzbiory zbioru S maja wlasnosé P#, a zatem P7 jest
warta.

Teraz zabawny fakt wykorzysta¢ mozemy w dokoniczeniu dowodu wtasnosci
3: wystarczy przyjaé, ze P(S) wtedy i tylko wtedy, gdy S € C*.

3 Reguly dowodowe a pelne drzewo dwdjkowe

Za monografia Kaye 2007 podamy pewna ogélng reprezentacje regut dowodo-
wych. Pozwoli ona, jak sadzimy, oswoic si¢ z reprezentacjami konstrukcji syntak-
tycznych w postaci drzew. Zacznijmy od metafory. Przypusémy, ze D jest drzewem
dwéjkowym rzedu skoniczonego (inny termin: skoriczenie generowanym). Ogladaé
je mozna z dwéch perspektyw:



1. Perspektywa Demona. Widzi on cate drzewo D. Ma petna informacje o D.
Uzna, ze D jest nieskoriczone, gdy ma ono nieskoriczong liczbe wierzchot-
kéw (lub, co na to samo wychodzi, nieskoiczona liczbe krawedzi).

2. Perspektywa Mrowki. Mréwka moze wedrowaé po drzewie D, startujac z
jego korzenia i dokonujac wyboréw (lewo-prawo) w kazdym z krokow (i nie
zawracajac). Ma niepelng informacje o D. Moze osiagnaé kres swojej we-
dréwki, docierajac do liscia. Dla Mrowki drzewo bedzie nieskoriczone, jesli
da jej ono gwarancje¢ (koszmarnej) nieSmiertelnosci, czyli gdy Mréwka znaj-
dzie gataZ nieskoriczona w D, po ktdrej bedzie dreptaé, dreptaé, dreptac. . .

Pamigtacie Lemat Koniga z pierwszego wyktadu? Gtosit on, ze jesli skoiiczenie
generowane (czyli rzgdu skoniczonego) drzewo D jest nieskonczone, to istnieje w
nim gataZ nieskoficzona. Dowdd nie byl konstruktywny: dokonywaliSmy wyboru
kolejnych elementéw konstruowanej gatezi nieskonczonej, bez podania wyraznego
przepisu, ktéry element wybieramy.

Na gruncie logiki klasycznej przez kontrapozycje Lematu Koniga otrzymu-
jemy:

TWIERDZENIE BROUWERA O WACHLARZU. Jesli wszystkie galezie skoficzenie
generowanego drzewa D sa skoriczone, to D jest skonczone.

Niektdre subtelnosci dotyczace Lematu Koniga, Twierdzenia Brouwera o Wa-
chlarzu, Pewnika Wyboru, Zasady Wyboréw Zaleznych, a nadto ich zwiazkéw z
metodami dowodowymi oméwimy w wykltadzie Teoria rekursji a metody dowo-
dowe.

Przypomnijmy (poczatkowy fragment) pelnego drzewa dwdjkowego:

o) o]
L) L0 L3N ®]
*000 *001 €010 011 ey ®01 ®110 ®i11

Niech 2* oznacza zbidr wszystkich skoriczonych ciagéw o wyrazach 0 lub 1.
Ciag pusty oznaczmy przez L. Elementy zbioru 2* traktowa¢ mozemy jako stowa



(lub zdania) w jezyku o alfabecie dwuelementowym. Opiszemy teraz pewien ro-
dzaj gier, wykorzystujacych formalne reguly przeksztalcania ciagéw symboli. P6Z-
niej okaze si¢, ze omawiane w dalszych wyktadach metody dowodowe sa wilasnie
tego typu grami.

Na pierwszym wykladzie podano og6lng definicje drzewa. W matematyce uzy-

wamy réznych charakterystyk pojecia drzewa, w zaleznosci od potrzeb danej dys-
cypliny matematycznej. Dzisiaj bedziemy mysle¢ o drzewach jako zbiorach cia-
g6éw symboli z ustalonego alfabetu. Pojecia: dfugosci ciagu oraz konkatenacji cia-
g6w sa stuchaczom znane z kursu Matematycznych podstaw kognitywistyki. Dla
ciagu o oraz liczby naturalnej n przez o | n oznaczamy ciag o n elementach, be-
dacy podciagiem poczatkowym ciagu o. Zbiér T' ciagéw jest drzewem, jesli dla
wszystkich ¢ € T o dlugosci n, jesli m < n, to o | m € T. Drzewo jest nie-
skoriczone, jesli ma nieskoniczenie wiele elementéw. Poddrzewem drzewa 1" jest
kazdy podzbiér T, ktéry jest drzewem. Sciezkq w drzewie T nazywamy kazdy
zbiér P C 7T taki, ze dla dowolnych o, 7 € P, jesli o ma dtugosé n, 7 ma dlugos¢
morazn < m,to o = 7 | n.Jesli P jest Sciezka oraz o € p, to méwimy, ze P
przechodzi przez o.
UWAGA. Prosze nie Igkaé si¢ podanego nizej formalizmu. W koficu zabawa ze-
rami i jedynkami jest niegrozna, prawda? Mréwka drepczaca po (skoriczenie gene-
rowanym) drzewie dwdjkowym robi to dzielnie, bez trwogi. Jesli dotrze do liscia
drzewa, to moze spokojnie przejs¢ do (szczesliwego) Niebytu. Jesli ma pecha zyé
w drzewie nieskoficzonym i w dodatku ma Prawdziwego Pecha, poniewaz wybrata
galaz nieskonczona, to c6z — musi hardo znosi¢ Koszmar NieSmiertelnosci. Badz-
cie dzielni, co najmniej tak samo, jak Mréwka.

3.1 Syntaktyczne aspekty gry dowodowej

Gra polega na tym, ze: startujac od jakiego$ ustalonego zbioru ciggdéw > C 2* i
stosujac pewne operacje syntaktyczne na ciggach mamy otrzymac ustalony ciag
T € 2*. Zabawa moze tez polegaé na tym, zeby pokazaé, iz z punktu wyjscia X,
stosujac dozwolone regutly, nie mozna otrzymac ciagu okreslonej postaci (np. ciagu
pustego ).

Reguly gry (dla ustalonego ) maja postac nastgpujaca:

1. Reguty Bazowe. Mozesz zapisa¢ dowolny ciag o € 3.

2. Reguty Wydtuzania. Jesli zapisany zostal ciag o, to mozna zapisaé jeden lub
oba z ciagéw: ¢0 lub o1.

3. Reguty Skracania. Dla dowolnego ciagu o, jesli zapisates$ ciagi 00 oraz o1,
to mozesz zapisac ciag o.



Oto podstawowe pojecie, ktérym bedziemy si¢ zajmowali:

DEFINICJA. Niech ¥ C 2* oraz 7 € 2*. Piszemy Y I 7 na oznaczenie
tego, ze mozna w skoficzonej liczbie krokéw otrzymac ciag 7, stosujac
reguty gry dla X.

Jesli wige X C 2%, to istnieje skoriczona lista ciagdw, ktdrej elementy two-
rzymy wedle regut gry i ktorej ostatnim elementem jest 7. Zgadta$ juz, prawda?
Kazda taka skoriczong liste¢ nazywaé bedziemy wyprowadzeniem 7 z 3. (lub dowo-
dem Tz ).

Przyktady:

1. {00,01} F 0
2. {00,01} F 00100
3. Czy z {00,01} mozna wyprowadzié 1?

Udowodnimy, ze odpowiedZ na powyzsze pytanie jest negatywna. Ogdlniej,
jesli 7 € 2* oraz {00,01} + 7, to ciag 7 musi rozpoczyna¢ si¢ od 1. Dowéd
przeprowadzimy przez indukcje wzgledem dlugosci dowodu.

Niech H(n) oznacza, ze jesli 7 ma dowdd z {00, 01}, to 7 musi rozpoczynac
sie od 0.

H (1) zachodzi, bo dowody o jednym kroku musza mieé postaé uzycia reguty
bazowej, a oba ciagi z {00, 01} rozpoczynaja si¢ od 0.

Zat6zmy, ze H (n) zachodzi oraz ze 7 ma dowdd z {00,01} o n + 1 krokach.
Jesli ostatni krok jest zastosowaniem reguly bazowej, to 7 musi zaczynaé si¢ od
0. Jesli ostatnim krokiem jest uzycie reguly skracania (akceptujemy 7, poniewaz
T = o1 i wezesniej otrzymaliSmy o, gdzie ¢ € {0,1}), to zalozenie indukcyjne
zachodzi dla o, co oznacza, ze o rozpoczyna si¢ od 0, a wigc takze 7 = o4 rozpo-
czyna si¢ od 0. Jesli ostatnim krokiem jest uzycie regulty wydtuzania (akceptujemy
T, poniewaz otrzymaliSmy wczesniej 70 oraz 71), to, poniewaz 70 oraz 71 maja
dowody o co najwyzej n krokach, wigc zachodzi dla nich zalozenie indukcyjne.
Wtedy oczywiscie réwniez T rozpoczyna si¢ od 0.

Nieskoriczone zbiory ¥ w naszej grze nie sprawiaja klopotu, poniewaz: jesli
> C 2* oraz X - 7, to istnieje skorficzony zbidr ¥ C X taki, ze X F 7 (widzisz
dlaczego tak jest?). Oczywiscie ten zbior zalezy od 7.

O grach tego typu udowodni¢ mozna wiele twierdzen, ktére uzyskuja potem
interpretacje w przypadku konkretnych metod dowodowych. Dla przyktadu:

1. Zalézmy, ze 3 C 2* jest skonczony oraz 3 - 7. Wtedy istnieje dowod 7 z
> 0 nastgpujacej postaci:



(a) Najpierw stosowane sa reguly bazowe.
(b) Potem stosowane sa (wymagane w dowodzie) reguty skracania.

(c) Na koniec stosowane sa (o ile sa wymagane) reguty wydtuzania.

2. Zatézmy, ze ¥ C 2%, 0,7 € 2% i zachodza: XU{70} - 0 oraz X U{71} I 0.
Wtedy X F o.

3. Zalézmy, ze 3 C 2* oraz X L. Wtedy istnieje dowdd L z 3, ktéry korzysta
jedynie z regut bazowych oraz regut skracania.

4. Zatézmy, ze ¥ C 2* oraz X L. Wtedy istnieje skoniczony podzbidr ¥g C X
oraz n € N takie, ze dla wszystkich ciagéw o € 2* o dlugosci n, ¥g F
o, przy czym w dowodzie uzywane sa jedynie reguty bazowe oraz reguly
wydtuzania.

DowOD 1. Przez indukcjg po liczbie krokéw (=dtugosci) dowodu. Jesli dowdd ma
dtugosc 1, to oznacza to, ze uzyto jedynie reguly bazowe;.

Przypu$émy, ze 7 ma dowdd dtugosci n+1 i ze ostatnim krokiem dowodowym
bylo otrzymanie 7 z p przez uzycie reguty wydtuzania. Z zatozenia indukcyjnego, p
ma dowdd opisanej w twierdzeniu postaci, gdzie ciag p jest otrzymany w ostatnim
kroku. Wtedy dowdd T powstaje z dowodu p przez zastosowanie reguty wydtuzania
w ostatnim kroku, a wigc ma postac opisang w twierdzeniu.

Przypusémy, ze 7 otrzymano w ostatnim kroku dowodowym z 70 oraz 71 po-
przez uzycie reguty skracania. Na mocy zalozenia indukcyjnego, istnieje dowod
70 z %, ktérego kroki mozna podzieli¢ na trzy grupy: B; (tylko reguly bazowe),
B> (tylko reguty skracania) oraz Bs (tylko reguty wydluzania). Podobnie, istnieje
dowéd 71 z ¥, ktérego kroki mozna podzieli¢ na trzy grupy: Bj (tylko reguty ba-
zowe), B (tylko reguty skracania) oraz Bf (tylko reguty wydtuzania). Jesli ostat-
nim krokiem w ktéryms z tych dowodéw dla 70 oraz 71 jest uzycie reguly wydtu-
Zania, to istnieje dowdd 7¢ z samego 7, a wigc istnieje dowdd 7 o postaci opisanej
w twierdzeniu. W przeciwnym przypadku reguty wydtuzania nie sa uzywane w do-
wodach 70 oraz 71, czyli grupy B3 i Bj sa puste. Wtedy dowodem 7 w pozadanej
postaci jest dowdd ztozony z krokéw nalezacych kolejno do: By, Bj, Ba, Bj.

DOWOD 2. Przypusémy, ze nie zachodzi ¥ - o (co zapiszemy: X ¥ ¢). Mozemy
uwazaé, ze kroki dowodu o z 3 U {70} sa uporzadkowane na sposéb podany w
poprzednim twierdzeniu. Poniewaz ¥ ¥ o, wigc w w dowodzie ¥ U {70} + o
musial zosta¢ uzyty ciag 70. Rozwazmy pierwsze miejsce, w ktérym zostat on
uzyty. Jesli byt on zalozeniem w regule skracania, to > ~ 71, poniewaz 71 jest
wymagany jako drugie zalozenie takiej reguly (a wczesniej nie korzystano z 70).
Oznaczato, ze ¥ + o, poniewaz X U{71} F 0. Tak wigc, 70 nie mégt zostaé uzyty



w regule skracania, czyli byl uzyty w regule wydtuzania, a to oznacza, ze 70 jest
podciagiem poczatkowym ciagu o. Tak samo (zamieniajac role 0 i 1) pokazujemy,
ze 11 jest podciagiem poczatkowym ciagu o. To jednak niemozliwe. Ostatecznie,
Yo

DowOD 3. Niech X C X bedzie zbiorem skonczonym takim, ze Y9 L (po-
kazaliSmy juz, ze taki skoriczony zbior istnieje). Wtedy istnieje dowdd L z Y,
w ktérym uzycia regul wydtuzania znajdujg si¢ na konicu dowodu. Jednak reguty
wydtuzania zwigkszaja dtugos¢ ciagu, a ciag 1, jako pusty, ma dlugosé zero. Tak
wigc, w rozwazanym dowodzie nie moga wystapic reguty wydtuzania.

DowOD 4. Niech ¥y C ¥ bedzie zbiorem skoriczonym takim, ze ¥ L, przy
czym stosowane sg tylko reguty bazowe oraz reguly skracania. Niech X; bedzie
zbiorem wszystkich ciagéw, ktére udowodni¢ mozna z 39 przy uzyciu jedynie
regut bazowych oraz regut skracania. Niech n bedzie maksimum dtugosci ciagéw
z Yo 1 niech o ma dlugo$¢ n. Wtedy oczywiscie kazdy ciag z > jest dtugosci
co najwyzej n. Mamy pokazac, ze o z jakiego§ 7 € X (jako pierwszego kroku
derywacji) przy uzyciu jedynie regut wydtuzania.

Niech 7 € ¥; bedzie najdluzszym ciagiem takim, ze 7 jest réwny o lub 7 jest
podciagiem poczatkowym o (taki 7 istnieje, bo L€ X1). Jedli 7 € g, to dowdd
jest zakoniczony. W przeciwnym przypadku, 7 zostat otrzymany z 70 oraz 71 po-
przez regute skracania, a wigc dtugos¢ 7 jest mniejsza od n. Wtedy jednak 70 Iub
71 musi byé podciagiem poczatkowym o, poniewaz juz 7 byl podciagiem poczat-
kowym o o dlugosci mniejszej od n. To jednak przeczy maksymalnoSci ciagu 7.
Zachodzi zatem teza twierdzenia.

3.2 Gry dowodowe: aspekty semantyczne

Jak dotad, nasza gra byta zabawg ciagami znakéw, pozbawionymi znaczenia. Na-
damy jej teraz interpretacje semantyczna, a potem pokazemy, ze gra jest trafna i
petna, ze zachodzi precyzyjna odpowiednio$§¢ migdzy operacjami na symbolach, a
obiektywnymi zaleznoSciami w §wiecie (matematycznym).

DEFINICJA. Niech ¥ C 2* oraz o € 2*. Piszemy ¥ = o, gdy: kazda
nieskoficzona $ciezka przechodzaca przez o przechodzi tez przez co
najmniej jeden ciag 7 € .

Dla uniknigcia nieporozumien, zapiszmy to w formie symbolicznej (przy zato-
zeniu, ze P jest $ciezka nieskoriczona):

. ¥Fo =VP(ceP—-3Ir(reXATEP))
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2.XFo = 3AP(c e PAVT(T€eX =T ¢P))
PRZYKLADY.

1. Jesli ¥ = 2* oraz o € 2%, to oczywiscie kazda $ciezka nieskoriczona prze-
chodzaca przez o przechodzi przez pewien 7 € X (a mianowicie 7 = o).
Ogdlniej, jesli o € X, to ¥ |= o, dla dowolnych ¥, o.

2. Wszystkie $ciezki nieskoficzone przechodza przez L. A zatem ¥ =1 wtedy
i tylko wtedy, gdy kazda nieskoiczona Sciezka przechodzi przez jakis 7 € 3.

Podana wyzej definicja ¥ |= o moze by¢, na pierwszy rzut oka, mato czytelna.
Uzupetnijmy ja kilkoma intuicyjnymi uwagami.

Mozna na wiele r6znych sposobéw reprezentowad semantyke gry. Niech pg,
P1, D2, D3, -..bedzie nieskoficzong lista zmiennych zdaniowych, ktérym nada-
waé mozemy wartoSci O lub 1 (mozesz o tych wartoSciach mySle¢ jako o fat-
szu 1 prawdzie, a o owych zmiennych, ze opisuja jakie§ sytuacje). Kazdy ciag
0 = $0S152...Sk_1 € 2* reprezentuje sytuacje, w ktorej s; jest warto$cia zmien-
nej p; dla ¢ < k oraz nieznanych wartoSciach zmiennych p; dla 7 > k. MySlmy
o takiej sytuacji jako niemozliwej: sytuacje¢ opisang takimi zmiennymi p; (¢ < k)
uwazamy (z jakich§ powodéw) za niemozliwa, niezaleznie od tego, jakie wartoSci
maja p; dla ¢ > k. Wtedy X reprezentuje zbidr sytuacji, z ktérych kazda jest nie-
mozliwa. Zauwazmy, ze jeSli 0 = sgs159...Sp_1 € 2* reprezentuje sytuacje nie-
mozliwa, to 00 oraz o1 tez reprezentuja sytuacje niemozliwe. To stanowi rozsadne
uzasadnienie dla reguly wydtuzania. Jesli sgs1S2 ... 8,10 oraz sgsi1sa...Sp_11
oba reprezentuja sytuacje niemozliwe, to sgS1S2 . . . Sx—1 tez reprezentuje sytuacje
niemozliwa, z oczywistych powodoéw (sa tylko dwie wartosci dla py). To z kolei
stanowi rozsadne uzasadnienie dla reguty skracania.

Niech teraz X reprezentuje wszystkie sytuacje niemozliwe (dla problemu, ktéry
badamy). Jaka$ sytuacja jest mozliwa, gdy jest opisana przez przypisanie konkret-
nej warto$ci do kazdej zmiennej p; oraz zaden skonficzony ciag takich wartosci nie
nalezy do Y. Tak wigc, sytuacja jest mozliwa, gdy opisana jest przez nieskoniczona
Sciezke, ktéra nie przechodzi przez zaden element zbioru .

A zatem w tej interpretacji ¥ | o oznacza, ze jeSli kazdy element 7 € X
reprezentuje sytuacj¢ niemozliwa, to réwniez o reprezentuje sytuacj¢ niemozliwa.
A kiedy X # 0? Dokladnie wtedy, gdy istnieje nieskoriczona Sciezka przechodzaca
przez o, ktéra nie przechodzi przez zaden element 7 € >: Sciezka taka podaje
zatem przyktad wartoSciowania, przy ktérym sytuacja reprezentowana przez o jest
niemozliwa, a wszystkie sytuacje reprezentowane przez elementy zbioru X nie sg
niemozliwe.
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TWIERDZENIE O TRAFNOSCI. Niech ¥ C 2* oraz o € 2*. Je§li X F o, to ¥ = 0.

DOWOD. Przeprowadzimy dowdd przez indukcje po dtugosci wyprowadzen o.
Niech H(n) oznacza, ze jesli X + o, przy czym dowéd o z 3 ma co najwyzej
n krokéw, to X = o.

Widaé, ze zachodzi H (1), poniewaz jeslio € ¥, to ¥ = o.

Przypusémy, ze ¥ - o i ze dowdd o z ¥ ma n + 1 krokéw, przy czym ostatni
z nich polega na uzyciu reguly wydtuzania, a wigc o = ¢, gdzie T wyprowadzono
w co najwyzej n krokach oraz i € {0,1}. Dalej, przypusémy, ze P C 2* — %
jest $ciezka nieskonczona przechodzaca przez o. Wtedy P musi przechodzié takze
przez T, poniewaz dlugos¢ 7 jest o jeden mniejsza od dlugosci o, a wigc na mocy
zatozenia indukcyjnego H (n), Sciezka P przechodzi przez jakis element zbioru 3.

Przypusémy, ze > - o i ze dowdd o z 32 ma n + 1 krokéw, przy czym ostatni z
nich polega na uzyciu reguty skracania, a wigc o0 oraz o1 maja dowody o dlugosci
co najwyzej n. Niech P bgdzie nieskorficzona $ciezka przechodzaca przez o. Wtedy
P musi przechodzi¢ przez ¢0 lub o1, a wigc na mocy zatozenia indukcyjnego
H (n), Sciezka P przechodzi przez jaki$ element zbioru .

Zanim sformulujemy twierdzenie o pelnosci, przypomnimy jeszcze fakt, ktéry
powinien by¢ znany stuchaczom z kursu Matematyczne podstawy kognitywistyki.
Niech (X, <) bgdzie zbiorem czes$ciowo uporzadkowanym. Jesli kazdy <-taricuch
Y C X ma ograniczenie gérne x € X, to w X istnieje element <-maksymalny.
Fakt ten znamy jako Lemat Zorna (takze: Lemat Kuratowskiego-Zorna).

TWIERDZENIE O PELNOSCI. Niech ¥ C 2* oraz o € 2*. Jesli ¥ =0, t0o X | 0.

DoOwOD. Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Przypusémy, ze X ¥ 0. Znajdziemy
Sciezke nieskonczong P C 2* — Y przechodzaca przez o. To bedzie oznaczato, ze
3 ¥ o, z wigc zakoniczy dowdd twierdzenia.

Niech X bedzie rodzing wszystkich zbioréw Y’ takich, ze ¥ C ¥/ oraz ¥’ ¥ o.
Wtedy (X, C) jest zbiorem czgsSciowo uporzadkowanym, w ktérym kazdy taricuch
ma ograniczenie gérne (ograniczeniem gérnym faicucha zbioréw jest suma tan-
cucha). Wida¢ bowiem, ze suma kazdego taicucha w (X, C) zawiera zbiér X.
Ponadto, jesli C jest taiicuchem w (X, C) oraz | JC F o, to istnieje dowdd o z
pewnego skoriczonego zbioru Xy C | J C. Skoro Xy jest skoriczony, a C' jest taficu-
chem, to ¥y musi by¢ catkowicie zawarty w jakim§ elemencie tego taficucha.

Na mocy lematu Zorna, w X istnieje element maksymalny 7. Pokazemy, ze
YT jest dopelnieniem nieskoriczonej $ciezki przechodzacej przez o. Wtedy P =
2* — YT bedzie Sciezka nieskoficzona, przechodzaca przez o, ale nie przechodzaca
przez zaden element 3., co bgdzie oznaczalo, ze > ¥ o.

Poniewaz X" U {0} - o na mocy regut bazowych oraz X" U {0} &€ X, wiec
Yt £33t U{o} azatemo ¢ X,
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Z maksymalnos$ci X wynika nastepujaca réwnowazno$é, dla dowolnego 7:
T € ¥ wtedy i tylko wtedy, gdy X7 U {7} ¥ 0. Jesli bowiem 7 € X7, to
Stu{r} =T, askoro 2T ¥ o,t0 ST U{7r} ¥ 0. Naodwrét, jesli ST U {7} ¥ o,
to poniewaz X C ¥ U {7} oraz 7 jest elementem maksymalnym w X, wigc
Stu{r}=X",astad7 € X7 .

2* — ¥ jest drzewem. Przypusémy bowiem, ze 7i ¢ YT, gdzie i € {0,1}.
Pokazemy, ze wtedy 7 ¢ ¥ 7. Na mocy poczynionego przypuszczenia oraz mak-
symalno$ci ©1 mamy: X1 U {7i} - 0. Ale wtedy X" U {7} I &, na mocy tego
samego wyprowadzenia plus jeden krok, polegajacy na uzyciu reguly wydtuzania.
Tak wiec, 7 ¢ B+,

2* — ¥ jest nieskoficzong Sciezka. Przypusémy bowiem, ze 7 ¢ YT, Poka-
zemy, ze 7i ¢ LT dla dokladnie jednego i € {0,1}. Na mocy maksymalnosci
¥+t mamy ¥ U {7} I 0. Gdyby 70 oraz 71 oba nalezaty do ¥, to mielibySmy
YT I o na mocy tego samego wyprowadzenia oraz jednego uzycia reguly skra-
cania. To jednak jest niemozliwe, poniewaz X € X (przypomnij sobie definicje
zbioru X). Gdyby zaden z ciagéw 70 oraz 71 nie nalezat do ¥, to — na mocy mak-
symalnosci X — mieliby§Smy X+ U {70} F o oraz ¥ U {71} - 0. Wtedy jednak
(na mocy udowodnionego wczesniej faktu) mielibySmy X7 - o, w sprzecznosci z
definicja X1 Ostatecznie, doktadnie jeden z ciagéw 70 oraz 71 nalezy do X1, a
zatem 7T ma jednoznaczne rozszerzenie 71 takie, ze 77 ¢ N,

Tym samym, dowdd twierdzenia o pelnosci zostat zakoniczony.

4 Ciekawostka: gra Smullyana

Przypusémy, ze masz nieskoriczenie wiele kul, ponumerowanych dodatnimi licz-
bami catkowitymi, przy czym kazda taka liczba jest umieszczona na nieskoiczenie
wielu kulach (masz wigc nieskoniczenie wiele kul z jedynka, nieskoficzenie wiele z
dwdjka, nieskonczenie wiele z tréjka, itd.). Masz tez pudetko, ktére zawiera skon-
czenie wiele ponumerowanych kul. Celem zabawy jest opréznienie pudetka, we-
dle nastgpujacej reguty. W kazdym kroku wyjmujesz pewna kulg, a na jej miejsce
wkladasz catkiem dowolna liczbe kul o mniejszych numerach. Poniewaz nie ma
mniejszych od jedynki dodatnich liczb catkowitych, wigc kuli z jedynka niczym
nie zastepujesz. Rozwiazanie wyglada prosto: wystarczy, ze zastapisz kazda kule
w pudetku kula z jedynka, a potem wyjmiesz te wszystkie kule z jedynka po ko-
lei. Ciekawe w tej zabawie jest jednak to, ze nie mozna z géry ograniczy¢ liczby
krokéw potrzebnych to opréznienia pudetka — pamigtajmy, ze mozna ,,utrudniac”
poprzez doktadanie dowolnej skoniczonej liczby kul, byle o numerze mniejszym
niz numer kuli zastgpowanej. Czy potrafisz uzasadnié, ze zabawa musi zakoniczy¢
si¢ po skonczonej liczbie krok6w?
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Zabawe t¢ przedstawi¢ mozna w postaci drzewa o ponumerowanych wierz-
chotkach. Poczatkowa zawarto§¢ pudetka reprezentuja wierzchotki wychodzace
bezposrednio z korzenia drzewa. Zastgpowanie jakiejs kuli (liScia drzewa) zbiorem
innych polega na dotaczeniu, w miejsce usuwanego liScia, catego zbioru nowych
lisci, reprezentujacych kule, zastgpujace usuwang kulg. Drzewo ,,ro$nie w goére”
w miarg jak zastgpujemy usuwane kule nowymi. Zauwazmy, ze na kazdej gatezi
drzewa wystepuja kule o coraz mniejszych numerach. Ponadto, kazdy wierzcho-
tek drzewa ma tylko skoriczenie wielu bezpoSrednich potomkéw. Gdyby drzewo
miato nieskoriczong liczbg wierzchotkdw, to (na mocy lematu Koniga) musialoby
mie¢ gataz nieskonczona. To jednak jest niemozliwe, ze wzglgdu na wspomniany
juz fakt, ze numery na kazdej galezi maleja, w miar¢ oddalania si¢ od korzenia
drzewa. Tak wigc, zabawa w opréznianie pudetka musi zakonczy¢ si¢ w skoniczo-
nej liczbie krokéw.

Jedna z prac Heraklesa polegata na uSmierceniu hydry lernejskiej, potwora o
wielu gtowach, przy tym o tyle trudnym do zabicia, ze w miejsce odcigtej gtowy
wyrastaty natychmiast nastgpne. Jak pamigtamy, Herakles praktycznie rozwiazat
ten problem, znany byt zreszta z wielu praktycznych rozwiazan trudnych proble-
méw. Z matematycznego punktu widzenia hydra jest drzewem: korzeniem tego
drzewa jest jej kadtubek, lisémi poszczegblne glowy, pozostate wierzchotki drzewa
odpowiadaja segmentom szyi, (ktére same moga staé si¢ glowami, po odcigciu in-
nych gtéw). Zabicie hydry polega na takim jej okaleczeniu, iz pozostaje z niej jedy-
nie tutéw-kadtubek (korzen drzewa). Odcinamy gltowy hydry (czyli liScie drzewa)
w pojedynczych krokach (cigciach mieczem). Odcigcie glowy w n-tym kroku po-
ciaga za soba nastgpujace konsekwencje:

1. Znika krawedZ drzewa prowadzaca do tej glowy, pozostawiajac zatem wierz-
chotek, ktéry nazwiemy, powiedzmy, krwawiqcym kikutem.

2. W wierzchotku bedacym bezposrednim poprzednikiem krwawiacego kikuta
wyrasta hydrze dodatkowo n kopii tej czgsci hydry, ktéra po odcigciu gtowy
znajduje si¢ powyzej wezta poprzedzajacego krwawiacy kikut.

3. Jesli krwawiacym kikutem wta$nie odcigtej gtowy jest kadtub hydry, to zadna
nowa glowa nie wyrasta.

Proponujemy wykonac rysunek srednio skomplikowanej hydry i przekonac sig,
jak wyglada jej utarczka z Heraklesem.

Zdawacé by si¢ mogto, ze uSmiercenie hydry robi si¢ coraz trudniejszym zada-
niem, w miarg stopniowego ucinania jej gléw (wszak z kazdym cigciem odrasta
nie jedna gtowa, ale wiele kopii calego fragmentu hydry, a liczba dodawanych ko-
pii ro$nie wraz z liczba kolejnych cigé). Mamy jednak zte wiadomosci dla hydry,
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a dobre dla Heraklesa. Ot6z niezaleznie od tego, jaka przyjmie on strategie (czyli
niezaleznie od tego, ktére kolejne glowy hydry bedzie odcinat), to po skoriczonej
liczbie cig¢ z biednej hydry zostanie jedynie bezglowy kadlubek, czyli zostanie
ona u$miercona. Zagadka polega wtasnie na udowodnieniu tego faktu. Nie jest to
przy tym problem banalny: okazuje si¢, ze twierdzenie gwarantujace zwycigstwo
Heraklesa jest prawdziwe w standardowej dziedzinie liczb naturalnych, lecz nie
Jjest dowodliwe w arytmetyce. Jego dowdd wykorzystuje Srodki infinitarne, niedo-
stepne w zwyklej arytmetyce. Moze znajdziemy chwile na wykladzie Teoria re-
kursji a metody dowodowe, aby opowiedzie¢ o ciggach Goodsteina, zwiazanych z
omawiang wyzej problematyka.
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