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Plan na dzis$

@ Notacja Smullyana dla formut z kwantyfikatorami
e Metoda tablicowa dla KRZ

Metoda tablicowa dla logiki pierwszego rzedu

Przypomnienie: semantyka logiki pierwszego rzedu
Zbiory Hintikki i Lemat Hintikki (dla logiki pierwszego rzedu)

Whasnosci niesprzecznosci (dla logiki pierwszego rzedu)

Twierdzenie o Istnieniu Modelu (dla logiki pierwszego rzedu)

Twierdzenia o trafnosci i petnosci metody tablicowe]

@ Przyktady dowoddéw tablicowych poznamy tez na konwersatorium

Jerzy Pogonowski (MEG) Tablice analityczne MDTiAR 10xi2015 2 /43



Notacja Smullyana dla formut z kwantyfikatorami

Notacja

Notacja Smullyana dla jezykéw pierwszego rzedu oprécz podanych

wczesniej konwencji dla funktoréw prawdziwosciowych uwzglednia jeszcze
notacje dla formut skwantyfikowanych oraz ich negacji. Rozréznia sie dwa

typy: y-formuty, ktére ,dziataja” uniwersalnie (czyli formuty z
kwantyfikatorem generalnym lub z zaprzeczeniem kwantyfikatora

egzystencjalnego) oraz d-formuty, ktére ,dziataja” egzystencjalnie (czyli

formuty z kwantyfikatorem egzystencjalnym lub z zaprzeczeniem
kwantyfikatora generalnego). Dla kazdego z tych typéw formut oraz
dowolnego termu t okresla sie ich instancje w sposéb nastepujacy:

v v(t) J 6(t)
Vxp | o(x/t) || Ixe | p(x/t)
—Ixp | —p(x/t) || 2Vxe | p(x/t)
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O metodzie TA

Metoda tablic analitycznych jest metoda nie wprost. Aby udowodnié
formute ¢ budujemy tablice analityczna dla formuty —¢. Jesli ta tablica
jest zamknieta (prowadzi do sprzecznosci), to uznajemy, ze formuta ¢ jest
tezg systemu tablicowego.

W trakcie budowania tablicy analitycznej korzystamy z regut redukgji,
nazywanych regufami rozszerzania tablic. Pozwalaja one przechodzi¢ od
formut ztozonych do ich skfadnikéw (w sensie Smullyana). Wykonanie
wszystkich regut rozszerzania tablic doprowadza do uzyskania literatéw.

Tablice analityczne s3 drzewami — mozna o nich mysle¢ jako o
alternatywach pewnych koniunkgji.
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Metoda tablicowa Reguty TA w KRZ

Reguty

Reguty rozszerzania tablic analitycznych dla formut bez kwantyfikatoréw
(dla jezyka KRZ) zapisanych w notacji Smullyana sa nastepujace:
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Metoda tablicowa Reguty TA w KRZ

Reguty

Stosowanie regut redukcji nalezy rozumieé nastepujaco. Jesli T jest
drzewem znakowanym formutfami, to zastosowanie reguty redukcji do
formuty (nie bedacej literatem) w ktéryms z wierzchotkéw tego drzewa
skutkuje utworzeniem nowego drzewa T*, poprzez przedtuzenie gatezi
drzewa T na ktérej znajduje sie rozwazana formuta (bez rozgateziania w
przypadku =T, = |, podwdjnie zanegowanych formut oraz a-formut,
natomiast z rozgatezieniem w przypadku S-formut).
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ey TR v (KR
Reguty

Q Jesli {¢1,p2,...,¢n} jest skonczonym zbiorem formut, to tablica
analityczna dla tego zbioru jest drzewo ztozone z jednej gatezi:

P1
\
P2
\

|
©n

@ Jesli T jest tablica analityczna dla {¢1,2,...,¢n} oraz T* powstaje

z T poprzez zastosowanie ktdrej$ reguty rozszerzania tablic
analitycznych, to T* jest tablica analityczng dla {¢1,p2,...,¢n}.
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Py i ey Gekbilizane w (G2
Dowody i tezy tablicowe

Gataz 0 tablicy analitycznej T jest zamknieta, jesli zawiera ona L lub
formuty o oraz -, dla pewnej . Tablica, ktérej wszystkie gatezie s3
zamkniete jest zamknieta (sprzeczna).

Dowodem tablicowym formuty ¢ jest zamknieta tablica analityczna dla
zbioru {—p}. Formuta ¢ jest teza systemu tablic analitycznych, gdy ma
dowdd tablicowy.

Gataz 6 tablicy analityczne] T jest spefnialna, gdy zbiér formut tej gatezi
jest spetnialny. Tablica analityczna T jest spefnialna (otwarta), gdy co
najmniej jedna jej gataz jest spetnialna.

Skonczony zbiér formut S jest tablicowo niesprzeczny, jesli nie istnieje
zamknieta tablica analityczna dla S.
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Metoda tablicowa Reguty dla formut z kwantyfikatorami
Reguty

W przypadku jezykéw pierwszego rzedu, dodajemy nastepujace reguty
rozszerzania tablic analitycznych (w notacji Smullyana):
vy (dla dowolnego termu domknietego jezyka LP?")

v(t)

) (dla dowolnego nowego parametru a)

d(a)

Pojecia wprowadzone dla metody tablic analitycznych w KRZ (gataz
zamknieta, tablica zamknieta, gataz spetnialna, tablica spetnialna, zbiér
tablicowo niesprzeczny, itd.) maja swoje odpowiedniki w przypadku jezyka
logiki pierwszego rzedu, z oczywistymi modyfikacjami syntaktycznymi.
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Pty
Propozycja notacji

W korzeniu drzewa znajduje sie formuta, ktérej tablice budujemy.
Numerujemy poszczegélne kroki tworzenia tablicy (z prawej strony
odpowiednich formut, z zaznaczeniem uzytej reguty). Wyniki
zastosowanych regut numerowane s3 z lewej strony odpowiednich formut.
Oznaczenia (gérna, dolna oraz lewa, prawa) sa oczywiste. Gataz zamknieta
konczymy lisciem x, gataz otwarta np. lisciem o (z indeksem, jesli chcemy
sie do niej odwotywac) lub nie dodajemy takich ozdéb.

Woprowadzanie nowej statej (parametru) a zaznaczamy z prawej strony
odpowiedniej formuty znaczkiem \/a. Zastosowanie reguty dla ~-formut i
termu domknietego t zaznaczamy z prawej strony odpowiedniej formuty
znaczkiem xt.
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Pty
Tablica analityczna formuty (p — g) A (p V q):

(P=aq)A(pVvag)t”
(1g) p ‘—> g%
(1g)pvag?®”

—
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TA dla =(((p = q) A (=P = q)) = q):

=(((p = q) /‘\ (p—=q)—aq)t
(1) (p— q) A‘ (-p—q) 2"

-

(14) ~q
L
(2g) p—q*
L.
(24) P —aq*
(31) =p (3p) <‘7
/\ X
(4) =—p & (4,) q L3
\ \
(5) I‘) ><]-d>4P
X4,.5
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Pty
TA dla (3x Px — 3y Qy) — 3Ix (Px — Qx):

(3x P(x) = 3y Q(y)) = I (P(x) = Q(x))

(1) —(3x P(X)Tay Q) ¥ (1) 3x(P(x) = Q(x)) Vb
\

(2¢) IxP(x) 32 (5) P(b) = Q(b) &~
|
2 -3y Q 4.%a
o) (3; P((y)) 6) -P(6)  (65) Qb)
a
|
*) -Q(a)
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Metoda tablicowa Przyktady

TA dla IxVyVz (R(x,y,z) V Q(x,y)):

IxVyVz (R(x,y,2) V Q(x,y)) 1

(1) VyVz (R(a,y,2) ‘v Q(a, y)) 22

(2) Vz (R(a, a, 2) \‘/ Q(a,a)) 32
(3) R(a, a, a) ‘v Q(a,a)

TN

(4/) R(a,a,a) (4P) Q(a,a)
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Pty
TA dla =(3xVy P(x,y) — 3z P(z, 2)):

-

=(3xVy P(x,y) — 3z P(z,z)) *
\
(1) 3IxVy P(x,y) 2.Va

\
(1) —3z P(z‘,z) 3.%a
(2) Vy P(a,y) e

(3) —~P(a a)

|
(4) P(a,a)

X3,4

Jerzy Pogonowski (MEQG) Tablice analityczne MDTiAR 10xi2015 15 / 43



Metoda tablicowa Przyktady

TA dla zbioru { =3x (P(x) A Q(x)), Vx (P(x) — Q(x)), 3x P(x) }: J

-3x (P(x) A Q(x)) 272
Vx (P(x) = Q(x)) *"2

Ix P(x) 1.Va

|
(1) P(a)

\
(2) ~(P(a)AQa) *7"

\
(3) P(a) > Q(a) *~

(41) ﬂl"(a) (4p) —Q(a)
X1,4,
(51) ﬂF"(a) (55) C\‘)(a)

X1,5; X4p,5,
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Metoda tablicowa Przyktady

TA dla zbioru { Ix (P(x) A =Q(x)), Vx (P(x) = R(x)), Vx (Q(x) = R(x)) }: J

Ix (P(x) A ~Q(x)) 1V

Vx (P(x) 7 R(x)) 2*2
Vx (Q(x) T R(x)) 3"2
1) P(a) A-Q(a) *"

) P(a)—LR(a) >
\
(3) Qa) > R(a) &~
\
(4¢) P(a)

\
(44) —Q(a)

(51) ﬁ"’(a) (50) R(a)

Xag 5

(61) ~Q(a) (6p) R(a)

o1 02
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Semantyka logiki pierwszego rzedu Przypomnienie podstawowych pojeé

Przez model jezyka pierwszego rzedu L o sygnaturze ztozonej ze zbioru
predykatéw R, symboli funkcyjnych F oraz statych indywidualnych C
rozumiemy pare M = (D, I), gdzie:

© D jest niepustym zbiorem (dziedzing M)
@ | jest odwzorowaniem (interpretacja), ktére przyporzadkowuje:

® kazdemu n-argumentowemu predykatowi P € R relacje P' C D"

® kazdemu n-argumentowemu symbolowi funkcyjnemu f € F funkcje
fl:D"—>D

© kazdej statej ¢ € C element c' € D.

Zaktadamy, ze stuchacze pamigtaja definicje nastepujacych pojec:
© Wartosciowanie (w dziedzinie modelu)
@ Podstawienie (termu za zmienng w termie lub formule)
© Wartos¢ termu/formuty w modelu dla danego wartoSciowania
© Spetnianie i prawdziwos¢ formut w modelu

© Wynikanie logiczne
Tablice analityczne MDTIAR 10xi2015 18 / 43



Semantyka logiki pierwszego rzedu Przypomnienie podstawowych pojeé

W notacji proponowanej przez Fittinga:

© Podstawienie 0 : V — T (funkcja ze zbioru zmiennych w zbiér
terméw).

@ Jedli o jest podstawieniem, to oy jest podstawieniem, ktdre przyjmuje
warto$¢ x dla argumentu x, a pozostate wartoéci ma takie same, jak
podstawienie o.

@ Operacje podstawiania rozszerzamy w znany sposéb na zbiér formut.

© Wartoé¢ podstawienia o dla formuty ® oznaczamy przez $o.

@ Wartosciowanie A : V — D (funkcja ze zbioru zmiennych w dziedzine
modelu). Niech x? oznacza wartos¢ A dla argumentu x.

© Wartoséciowania rozszerzamy w znany sposéb na zbiory: terméw oraz
formut.

@ Wartos¢ termu t w modelu M = (D, ) przy wartosciowaniu A
oznaczamy przez t'A.

© Wartos¢ formuty @ w modelu M = (D, ) przy wartosciowaniu A
oznaczamy przez d'A.
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Semantyka logiki pierwszego rzedu Przypomnienie podstawowych pojeé

Znany Fakt. Zatézmy, ze t jest termem domknietym, ® formuta jezyka
pierwszego rzedu L, a M = (D, 1) modelem dla L. Niech x bedzie zmienng,
za$ A wartoéciowaniem takim, ze x® = t'. Wtedy: (®(x/t))'A = oA,

Uwaga. Pierwsza cze$¢ tej prezentacji nie jest systematycznym wyktadem
semantyki jezykéw pierwszego rzedu.

Przywotujemy jedynie te pojecia i fakty, ktére zostana wykorzystane w
omawianiu metody tablic analitycznych (a takze metody rezolucji, p6zniej).
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Semantyka logiki pierwszego rzedu Modele Herbranda

Model M = (D, 1) dla jezyka L nazywamy modelem Herbranda, gdy:

© D jest zbiorem wszystkich terméw domknietych (bazowych) jezyka L.
@ t' =t dla kazdego termu domknietego t.
Zauwazmy, ze w modelu Herbranda wartosciowania pokrywaja sie z

podstawieniami. W konsekwencji (co tatwo dowies¢ przez indukcje
strukturalng; zob. Fitting 1990, 108):

Q Jesli M = (D, 1) jest modelem Herbranda dla L, to t"A = (tA)! dla
kazdego termu jezyka L.
© Jesli M = (D, 1) jest modelem Herbranda dla L, to ®'"A = (¢A)'.

Warunki prawdziwosci dla kwantyfikatoréw w modelu Herbranda:

O M = Vx® wtedy i tylko wtedy, gdy M = ®[x/d] dla wszystkich
d € D.
Q@ M | 3x® wtedy i tylko wtedy, gdy M = ®[x/d] dla pewnego d € D.
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Semantyka logiki pierwszego rzedu Bardzo Uzyteczny Lemat

Uzyteczny Lemat. Niech S bedzie zbiorem zdan, a v, § zdaniami. Wtedy:

Q Jesli SU{y} jest spetnialny, to spetnialny jest S U {~,~(t)} dla
dowolnego termu domknietego t.

@ Jesli SU {4} jest spetnialny, to spetnialny jest S U {0,d(a)} dla
dowolnej statej a, ktéra nie wystepuje ani w S ani w 6.

Dowéd punktu 1. Zatézmy, ze S U {v} jest spetnialny w modelu

M = (D, 1). Pokazemy, ze w tym samym modelu spetnialny jest
SU{y,v(t)} dla dowolnego termu domknietego t¢.

Poniewaz w modelu M prawdziwe jest -y, wiec w modelu tym prawdziwe
jest takze Vxv(x), gdzie x jest zmienng nie wystepujaca w 7.

Tak wiec, dla kazdego wartosciowania A, w M prawdziwe jest (7(x))
Niech A bedzie wartosciowaniem takim, ze x® = t'. Na mocy przywotanego
wczesniej Znanego Faktu, mamy: (y())"A = (y(x/t))"A = (v(x))"A =1

LA
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Semantyka logiki pierwszego rzedu Bardzo Uzyteczny Lemat

Dowéd punktu 2. Zatézmy, ze S U {4} jest spetnialny w modelu

M = (D, 1) oraz ze a jest stata nie wystepujaca ani w S ani w .
Pokazemy, ze S U {4,d(a)} jest spetnialny w pewnym modelu dla L.
Poniewaz w modelu M prawdziwe jest §, wiec w modelu tym prawdziwe
jest takze Ixd(x), gdzie x jest zmienna nie wystepujaca w 0.

Tak wiec, (0(x))" =1 dla pewnego wartosciowania A. Nie mozna jednak
dogmatycznie zatozy¢, ze x* = a'. Mimo to, damy rade, wPiSujac sie w
deklaracje powszechnego optymizmu.

Budujemy nowy model M* = (D, J) o tej samej dziedzinie D co model M
oraz interpretacji J, ktéra nie rdzni sie od | dla wszystkich symboli réznych
od a, natomiast a’ = xA.

Zdania nie zawierajace statej a maja te same wartosci w modelach M oraz
M*.

A zatem S U {5} jest spetnialny w modelu M* oraz (§(x/a))? = 1.
Poniewaz a’ = xA, wiec mamy: (6(a))** = (§(x/a))A = (6(x))IA =1
A zatem S U {0,0(a)} jest spetnialny w modelu M*.
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Semantyka logiki pierwszego rzedu Bardzo Uzyteczny Lemat

Szczegdlny przypadek powyzszego lematu to:
Fakt. Jesli M = (D, 1) jest modelem Herbranda dla L, to:

O M E v wtedy i tylko wtedy, gdy M |= v(d) dla wszystkich d € D.
@ M E 0 wtedy i tylko wtedy, gdy M |= 6(d) dla pewnego d € D.

W jezykach pierwszego rzedu zachodza twierdzenia: o indukcji
strukturalnej oraz rekursji strukturalnej (zob. Fitting 1990, 111-112).
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Semantyka logiki pierwszego rzedu Lemat Hintikki

Lemat Hintikki

Zbior zdan H jezyka pierwszego rzedu L jest zbiorem Hintikki pierwszego
rzedu (dla L), gdy H jest zdaniowym zbiorem Hintikki (zob.: wyktad drugi)
oraz:

Q Jesli v € H, to y(t) € H, dla kazdego termu domknietego jezyka L.
@ Jesli § € H, to 6(t) € H, dla pewnego termu domknietego jezyka L.

Lemat Hintikki. Zatézmy, ze zbiér terméw domknietych jezyka pierwszego
rzedu L jest niepusty. Jesli H zbiorem Hintikki pierwszego rzedu dla L, to
H jest spetnialny w modelu Herbranda dla L.

Dowéd Lematu Hintikki. Niech H bedzie zbiorem Hintikki pierwszego
rzedu dla L. Skonstruujemy model Herbranda M = (D, I) dla L, a potem
pokazemy, ze H jest spetnialny w M.
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Semantyka logiki pierwszego rzedu Lemat Hintikki

Dowéd Lematu Hintikki

Niech D bedzie zbiorem terméw domknietych jezyka L. Z zatozenia:
D # (). Okreslamy interpretacje I:

@ Jesli ¢ jest staty jezyka L, to ¢' = c.

@ Jedli f jest n-argumentowym symbolem funkcyjnym w L oraz
ti,to, ..., t, s3 elementami D, to f(t1, to, ..., t,) jest termem
domknietym f(t, ta, ..., t)-

@ Jesli R jest n-argumentowym predykatem w L oraz ty, tp, ..., t, S3
elementami D, to (t1, to, ..., t,) € R' wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie
R(t1, ta, ..., ty) nalezy do H.

Przez indukcje strukturalng pokazemy teraz, ze dla kazdego zdania ®
jezyka L: jesli @ € H, to M = &.
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Semantyka logiki pierwszego rzedu Lemat Hintikki

Dowéd Lematu Hintikki

@ Zatézmy, ze zdanie atomowe R(t1,t, ..., t,;) nalezy do H. Trzeba
pokaza¢, ze (R(t1, t,...,t,))"™ = 1 dla kazdego wartosciowania A.
Poniewaz R(t1, tp, ..., t,) jest zdaniem, kazdy t; jest termem
domknietym, a wiec tl!’A = t,! = t;. Z zatozenia, ze R(t1,t2,...,ty)
nalezy do H i z definicji zbioru Hintikki mamy: (t;,t,...,t,) € R".
Ostatecznie:

(e, ah . ) e R
czyli (R(t1, t2, ..., ta))"™ = 1 dla wszystkich wartosciowan A, a wiec
pokazalismy, ze M = R(t1, ta, ..., ts).

o Kroki dotyczace L, T s3 oczywiste (definicja relacji |=).

@ Kroki indukcyjne dla funktoréw prawdziwosciowych s3 takze oczywiste
(definicja relacji ).
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Semantyka logiki pierwszego rzedu Lemat Hintikki

Dowéd Lematu Hintikki

o Zatézmy, ze «y jest zdaniem w L oraz v € H. Pokazemy, ze M |= ~.
Poniewaz v € H, wiec (t) € H dla kazdego termu domknietego t (na
mocy definicji zbioru Hintikki). Na mocy zatozenia indukcyjnego oraz
faktu, ze D jest zbiorem wszystkich terméw domknietych mamy:

M = ~(t) dla kazdego termu domknietego t. Na mocy Uzytecznego
Lematu, M = .

o Zatézmy, ze 0 jest zdaniem w L oraz § € H. Pokazemy, ze M |= §.
Poniewaz ¢ € H, wiec §(t) € H dla pewnego termu domknietego t (na
mocy definicji zbioru Hintikki). Na mocy zatozenia indukcyjnego oraz
faktu, ze D jest zbiorem wszystkich terméw domknietych mamy:

M = §(t) dla pewnego termu domknietego t. Na mocy Uzytecznego
Lematu, M = 4.
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Semantyka logiki pierwszego rzedu Lemat Hintikki

Parametry

o W dalszej czesci wykorzystywac bedziemy czesto nowe symbole (state)
dodawane do rozwazanego jezyka pierwszego rzedu L.

e Jesli L(R,F,C) jest jezykiem ze zbiorem predykatéw R, zbiorem
symboli funkcyjnych F oraz zbiorem statych C, za$ par jest
przeliczalnym zbiorem statych takim, ze C N par = (), to przez LP?"
rozumiemy jezyk L(R,F,C U par).

o Elementy zbioru par nazywamy nowymi statymi albo parametrami.
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Semantyka logiki pierwszego rzedu Whtasnosci niesprzecznosci

WHtasnosci niesprzecznosci

Jesli C jest rodzing zbioréw zdan jezyka LP?, to C nazywamy wfasnoscig
niesprzecznosci pierwszego rzedu (dla jezyka L), gdy C jest zdaniowa
wtasnoscia niesprzecznosci (zob. wyktad drugi) oraz dla kazdego S € C:

Q Jesliy e S, to SU{r(t)} € C dla kazdego termu domknietego jezyka
Lpar,

Q Jeslig € S, to SU{d(a)} € C dla pewnego parametru a jezyka LP?".

Przez alternatywng wtasnos¢ niesprzecznosci pierwszego rzedu rozumiemy
rodzine C spetniajaca warunki naktadane na wtasnosci niesprzecznosci
pierwszego rzedu ale przy zastapieniu warunku dla d-formut przez warunek:

o Jeslio € S, to SU{d(a)} € C dla kazdego parametru a, ktdry nie
wystepuje w S.
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Semantyka logiki pierwszego rzedu Whtasnosci niesprzecznosci

Przez podstawienie parametru rozumiemy dowolne odwzorowanie zbioru
par w siebie. Jesli 7 jest takim odwzorowaniem, ® jest formuta, a S
zbiorem formut, to:

QO &7 jest formuta powstajacg z ¢ przez dokonanie podstawienia 7.
@ St jest zbiorem formut {&7 : ¢ € S}.

Fakt. Niech C bedzie wtasnoscig niesprzecznosci pierwszego rzedu
domknieta na podzbiory. Definiujemy C*: S € C™ wtedy i tylko wtedy, gdy
S € C dla pewnego podstawienia parametréw 7. Wtedy:

@ccct

@ C™ jest domknieta na podzbiory.

© C™ jest alternatywna wtasnoscia niesprzecznosci pierwszego rzedu.
Kazda alternatywna wtasno$¢ niesprzecznosci pierwszego rzedu, ktéra jest

domknieta na podzbiory moze zostaé rozszerzona do wtasnosci
niesprzecznosci charakteru skonczonego.
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Twierdzenie o istnieniu modelu

Twierdzenie o Istnieniu Modelu. Jesli C jest wtasnoscig niesprzecznosci
pierwszego rzedu dla L, a S jest zbiorem zdan z L oraz S € C, to S jest
spetnialny (w modelu Herbranda dla jezyka LP2").

Dowéd. Zatézmy, C jest wtasnoscia niesprzecznosci pierwszego rzedu dla
L, a S jest zbiorem zdan z L oraz § € C. Zbudujemy model, w ktérym
prawdziwe beda wszystkie zdania z S.

Rozszerzamy C do alternatywnej wtasnosci niesprzecznosci pierwszego
rzedu charakteru skonczonego C*. Wtedy oczywiscie S € C*.
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Dowdd twierdzenia o istnieniu modelu

Poniewaz jezyk LP® ma przeliczalng liczbe symboli, wiec ma tez
przeliczalnie wiele zdan. Niech ®1, 5, @3, ... bedzie wyliczeniem tych
wszystkich zdan w ustalonym porzadku. Zdefiniujemy teraz ciag
51,55,53, ... zbioréw nalezacych do C* w ten sposéb, ze dla kazdego
takiego zbioru S, liczba dotad nieuzywanych w tych zbiorach parametréw
bedzie nieskonczona (jest tak oczywiscie dla S, poniewaz w S nie ma
zadnych parametréw). Niech mianowicie:

Q S5 =5
Q Jesli S, U {P,} ¢ C*, to niech Sp11 = S,,.
Q Je&sli S, U {d,} € C* oraz , nie jest J-zdaniem, to niech
5n+1 = Sn U {(Dn}'
Q Jesli S, U {P,} € C* oraz ®, jest zdaniem J, to nieskoriczona liczba

parametréw bedzie nowa dla S, U {®,}; wybieramy jeden z nich,
powiedzmy a i definiujemy: S,11 = S, U{P,} U{d(a)}.
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Semantyka logiki pierwszego rzedu Twierdzenie o istnieniu modelu

Dowdd twierdzenia o istnieniu modelu

Na mocy powyzszej konstrukeji, dla kazdego n: S, € C* oraz 5, C S,41.
Niech H = |J S,. Wtedy S C H. Tak, jak w przypadku zdaniowych

n
zbioréw Hintikki (zob.: wyktad drugi) dowodzimy, ze:

Q@ He(Cr
@ H jest elementem maksymalnym w C*

© H jest zbiorem Hintikki pierwszego rzedu dla jezyka LP?.

Na mocy Lematu Hintikki H jest spetnialny, a poniewaz S C H, wiec takze
S jest spetnialny w modelu Herbranda dla P2,
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Zastosowania twierdzenia o istnieniu modelu

Fitting 1990 (117-119) podaje kilka bezposrednich zastosowar Twierdzenia
o Istnieniu Modelu:

O Twierdzenie o Zwartosci. Niech S bedzie zbiorem zdan jezyka
pierwszego rzedu L. Jesli kazdy skonczony podzbiér zbioru S jest
spetnialny, to S jest spetnialny.

© Whiosek. Jesli S jest zbiorem zdan jezyka pierwszego rzedu i S jest
spetnialny w dowolnie duzych modelach skoniczonych, to S jest
spetnialny w modelu nieskonczonym.

© Twierdzenie Lowenheima-Skolema. Niech S bedzie zbiorem zdah
jezyka pierwszego rzedu L. Jedli S jest spetnialny, to S jest spetnialny
w modelu przeliczalnym.
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Zastosowania twierdzenia o istnieniu modelu

Dodajmy na marginesie, ze na mocy powyzszych wynikéw widoczne jest
m.in., ze:

@ Pojecie skorficzonosci nie jest wyrazalne w logice pierwszego rzedu.

@ Jesli teoria mnogosci pierwszego rzedu jest niesprzeczna, to ma model
przeliczalny. Nie stoi to w sprzecznosci z faktem, iz w teorii mnogosci
dowodzimy istnienia zbioréw nieprzeliczalnych. Ujmujac rzecz w
wielkim skrécie, przeliczalny model dla teorii mnogosci nie zawiera
wystarczajacej liczby bijekgji.
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Fakty metalogiczne o metodzie TA Trafnoséé i petnosé¢ metody TA w KRZ

o

4

Fakt Zachowawczy. Zastosowanie reguty rozszerzania tablic
analitycznych do tablicy spetnialnej daje tablice spetnialna.

Fakt. Jesli istnieje tablica zamknieta dla zbioru formut S, to S nie jest
spetnialny.

Trafno$¢ metody TA w KRZ. Jesli ¢ ma dowdd tablicowy, to ¢ jest
tautologia KRZ. Dowéd. Dowéd tablicowy dla ¢ jest zamknieta
tablica analityczng dla {—p}. Jesli tablica analityczna dla {—p} jest
zamknieta, to {—p} nie jest spetnialny. W konsekwencji, ¢ jest
tautologia KRZ.

Fakt. Rodzina wszystkich tablicowo niesprzecznych zbioréw formut
jest zdaniowa wtasnoscig niesprzecznosci.

Petno$¢ metody TA w KRZ. Jedli ¢ jest tautologia KRZ, to ¢ ma
dowdd tablicowy. Dowdd. Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Jesli ¢
nie ma dowodu tablicowego, to nie istnieje zamknieta tablica
analityczna dla {—p}. Wtedy {—p} jest tablicowo niesprzeczny, a
zatem jest spetnialny (na mocy Faktu poprzedzajacego niniejsze
twierdzenie oraz Twierdzenia o Istnieniu Modelu dla KRZ). Tak wiec,
© nie jest tautologia.
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Webfitd  pefieds mosedy TR w (62
Konsekwencja tablicowa w KRZ

Mozemy przeprowadza¢ dowody tablicowe z dowolnych zbioréw przestanek.
Niech S bedzie dowolnym zbiorem formut (jezyka KRZ). Regufa
wprowadzania przestanek (dla zbioru S) gtosi, ze mozemy dotaczyé
dowolny element zbioru S na koricu dowolnej gatezi tablicy analitycznej.
Piszemy S -, ¢, gdy istnieje zamknieta tablica analityczna dla =, w
ktérej stosowano regute wprowadzania przestanek dla zbioru S. Jedli

S Fpt ¢, to méwimy, ze ¢ wynika tablicowo z S.

Silna Trafno$¢ i Petno$¢ Metody TA w KRZ. Dla dowolnego zbioru
formut S oraz formuty ¢ jezyka KRZ nastepujace warunki s3 réwnowazne:

Q S Ekz ¢ (¢ wynika logicznie z S)
@ S Fpt v (¢ wynika tablicowo z S)

Nietrudny dowdd tego faktu znajda stuchacze w Fitting 1990, 67-68:
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Konsekwencja tablicowa w KRZ

Trafnod¢. (Jesli Sty ¢, to S =iz )

Nazwiemy gataz tablicy analitycznej S-spetnialng, gdy istnieje
wartosciowanie v, przy ktérym wszystkie formuty na tej gatezi przyjmuja
wartos$¢ 1, a ponadto wszystkie formuty ze zbioru S przyjmuja wartos¢ 1
przy wartosciowaniu v. Nazwiemy tablice analityczng S-spefnialng, gdy
pewna jej gataz jest S-spetnialna. Tak wiec, (-spetnialnosé tablicy
analitycznej to po prostu jej spetnialnosé w sensie podanym uprzednio.
Reguty rozszerzania tablic analitycznych oraz reguty dotaczania przestanek
prowadzg od tablic S-spetnialnych do tablic S-spetnialnych. Oczywiscie nie
istniejg zamkniete tablice S-spetnialne. Jesli zatem istnieje tablica
zamknieta dla —p, w ktérej uzyto przestanek z S, to takze tablica
analityczna dla = nie moze by¢ S-spetnialna. Wynika z tego, ze SU {—¢}
nie jest spetnialny, a zatem S =y, .
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Konsekwencja tablicowa w KRZ

Petnos¢. (Jesli S =i, ¢, to S Fpr )

Dla dowolnej formuty ¢ zbiér S nazwiemy -tablicowo sprzecznym, gdy

S Fpt . Zbiory, ktére nie sg p-tablicowo sprzeczne, nazwiemy -tablicowo
niesprzecznymi. Tak wiec, S jest (-tablicowo niesprzeczny, gdy ¢ nie
wynika tablicowo z §. Zauwazmy tez, ze L-tablicowa niesprzeczno$¢ to po
prostu tablicowa niesprzecznos¢ w sensie podanym uprzednio. Podobnie jak
w przypadku omawianej wczesniej Hilbertowskiej -niesprzecznosci, fatwo
pokaza¢, ze:

O Dla kazdej formuty ¢ rodzina wszystkich zbioréw (-tablicowo
niesprzecznych jest zdaniowa wtasnoscig niesprzecznosci.

@ Jesli S jest p-tablicowo niesprzeczny, to réwniez S U {—p} jest
-tablicowo niesprzeczny.
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Konsekwencja tablicowa w KRZ

Przypus¢my, ze nie zachodzi S Fp . Wtedy S jest o-tablicowo
niesprzeczny, a wiec réwniez S U {—p} jest ¢-tablicowo niesprzeczny.
Wtedy jednak, na mocy Twierdzenia o Istnieniu Modelu, S U {—p} jest
spetnialny, co oznacza, ze ¢ nie wynika logicznie z S.

Uwaga. W przypadku skoiczonego zbioru przestanek S mamy oczywiscie:
S Fiap o wiedy i tylko wtedy, gdy istnieje zamknieta tablica analityczna dla
S U{~p}.

Uwaga. Silng trafnos¢ i petnos¢ metody tablicowej w KRZ mozna
wykorzysta¢ w dowodzie twierdzenia gtoszacego, iz dla dowolnej zbioru
formut S i formuty ¢ jezyka KRZ: S |=y,, ¢ wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
skoficzony zbiér So C S taki, ze So =k . (zob. Fitting 1990, 66-68.)

Jerzy Pogonowski (MEG) Tablice analityczne MDTiAR 10xi2015 41 / 43



Fakty metalogiczne o metodzie TA Trafnosé¢ i petnosé metody TA w logice pierwszego rzedu
Trafnosc¢

e Trafnos¢ metody TA dla logiki pierwszego rzedu. Jesli ® ma
dowdd tablicowy, to jest tautologia jezyka pierwszego rzedu L.

o Dowdd. Przypus¢my, ze ® ma dowdd tablicowy, ale nie jest
tautologig. Istnieje zatem model jezyka L, w ktérym —® jest
prawdziwa. Konstrukcja dowodu tablicowego dla @ rozpoczyna sie od
tablicy o jednym wierzchotku: —®. Ta tablica jest zatem spetnialna.
Na mocy Faktu Zachowawczego, kazde rozszerzenie tej tablicy
(poprzez zastosowanie ktérejs z regut rozszerzania tablic
analitycznych) takze jest tablica spetnialna. W szczegélnosci,
ostateczna zamknieta tablica analityczna, bedaca tablicowym
dowodem @ jest spetnialna. Otrzymujemy sprzecznosé¢, poniewaz
tablica zamknieta nie jest spetnialna.
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Fakty metalogiczne o metodzie TA Trafnosé¢ i petnosé metody TA w logice pierwszego rzedu
Petnos¢

o Lemat. Rodzina wszystkich zbioréw tablicowo niesprzecznych jest
wtasnoscia niesprzecznosci pierwszego rzedu (prosty dowdd: Fitting
1990, 132).

o Petnos¢ metody TA dla logiki pierwszego rzedu. Jesli zdanie ¢
jezyka L jest tautologia, to ® ma dowdd tablicowy.

@ Dowdd. Jesli ® nie ma dowodu tablicowego, to nie istnieje zamknieta
tablica analityczna dla {—®}. Wtedy {—®} jest tablicowo
niesprzeczny, a zatem (na mocy Lematu poprzedzajacego niniejsze
twierdzenie oraz Twierdzenia o Istnieniu Modelu), {—®} jest
spetnialny. Oznacza to, ze ® nie jest tautologia.
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