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Notacja Smullyana dla formuª z kwanty�katorami

Notacja

Notacja Smullyana dla j¦zyków pierwszego rz¦du oprócz podanych
wcze±niej konwencji dla funktorów prawdziwo±ciowych uwzgl¦dnia jeszcze
notacj¦ dla formuª skwanty�kowanych oraz ich negacji. Rozró»nia si¦ dwa
typy: γ-formuªy, które �dziaªaj¡� uniwersalnie (czyli formuªy z
kwanty�katorem generalnym lub z zaprzeczeniem kwanty�katora
egzystencjalnego) oraz δ-formuªy, które �dziaªaj¡� egzystencjalnie (czyli
formuªy z kwanty�katorem egzystencjalnym lub z zaprzeczeniem
kwanty�katora generalnego). Dla ka»dego z tych typów formuª oraz
dowolnego termu t okre±la si¦ ich instancje w sposób nast¦puj¡cy:

γ γ(t) δ δ(t)

∀xϕ ϕ(x/t) ∃xϕ ϕ(x/t)
¬∃xϕ ¬ϕ(x/t) ¬∀xϕ ¬ϕ(x/t)

Jerzy Pogonowski (MEG) Tablice analityczne MDTiAR 10xi2015 3 / 43



Metoda tablicowa

O metodzie TA

Metoda tablic analitycznych jest metod¡ nie wprost. Aby udowodni¢
formuª¦ ϕ budujemy tablic¦ analityczn¡ dla formuªy ¬ϕ. Je±li ta tablica
jest zamkni¦ta (prowadzi do sprzeczno±ci), to uznajemy, »e formuªa ϕ jest
tez¡ systemu tablicowego.

W trakcie budowania tablicy analitycznej korzystamy z reguª redukcji,
nazywanych reguªami rozszerzania tablic. Pozwalaj¡ one przechodzi¢ od
formuª zªo»onych do ich skªadników (w sensie Smullyana). Wykonanie
wszystkich reguª rozszerzania tablic doprowadza do uzyskania literaªów.

Tablice analityczne s¡ drzewami � mo»na o nich my±le¢ jako o
alternatywach pewnych koniunkcji.
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Metoda tablicowa Reguªy TA w KRZ

Reguªy

Reguªy rozszerzania tablic analitycznych dla formuª bez kwanty�katorów
(dla j¦zyka KRZ) zapisanych w notacji Smullyana s¡ nast¦puj¡ce:

¬¬ψ
ψ

¬>
⊥

¬ ⊥
>

α

α1

α2

β
��HH
β1 β2
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Metoda tablicowa Reguªy TA w KRZ

Reguªy

Stosowanie reguª redukcji nale»y rozumie¢ nast¦puj¡co. Je±li T jest
drzewem znakowanym formuªami, to zastosowanie reguªy redukcji do
formuªy (nie b¦d¡cej literaªem) w którym± z wierzchoªków tego drzewa
skutkuje utworzeniem nowego drzewa T ∗, poprzez przedªu»enie gaª¦zi
drzewa T na której znajduje si¦ rozwa»ana formuªa (bez rozgaª¦ziania w
przypadku ¬>, ¬ ⊥, podwójnie zanegowanych formuª oraz α-formuª,
natomiast z rozgaª¦zieniem w przypadku β-formuª).
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Metoda tablicowa Reguªy TA w KRZ

Reguªy

1 Je±li {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn} jest sko«czonym zbiorem formuª, to tablic¡
analityczn¡ dla tego zbioru jest drzewo zªo»one z jednej gaª¦zi:

ϕ1

ϕ2

...

ϕn

2 Je±li T jest tablic¡ analityczn¡ dla {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn} oraz T ∗ powstaje
z T poprzez zastosowanie której± reguªy rozszerzania tablic
analitycznych, to T ∗ jest tablic¡ analityczn¡ dla {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn}.
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Metoda tablicowa Dowody i tezy tablicowe w KRZ

Dowody i tezy tablicowe

Gaª¡¹ θ tablicy analitycznej T jest zamkni¦ta, je±li zawiera ona ⊥ lub
formuªy ϕ oraz ¬ϕ, dla pewnej ϕ. Tablica, której wszystkie gaª¦zie s¡
zamkni¦te jest zamkni¦ta (sprzeczna).

Dowodem tablicowym formuªy ϕ jest zamkni¦ta tablica analityczna dla
zbioru {¬ϕ}. Formuªa ϕ jest tez¡ systemu tablic analitycznych, gdy ma
dowód tablicowy.

Gaª¡¹ θ tablicy analitycznej T jest speªnialna, gdy zbiór formuª tej gaª¦zi
jest speªnialny. Tablica analityczna T jest speªnialna (otwarta), gdy co
najmniej jedna jej gaª¡¹ jest speªnialna.

Sko«czony zbiór formuª S jest tablicowo niesprzeczny, je±li nie istnieje
zamkni¦ta tablica analityczna dla S .
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Metoda tablicowa Reguªy dla formuª z kwanty�katorami

Reguªy

W przypadku j¦zyków pierwszego rz¦du, dodajemy nast¦puj¡ce reguªy
rozszerzania tablic analitycznych (w notacji Smullyana):

γ

γ(t)

(dla dowolnego termu domkni¦tego j¦zyka Lpar)

δ

δ(a)

(dla dowolnego nowego parametru a)

Poj¦cia wprowadzone dla metody tablic analitycznych w KRZ (gaª¡¹
zamkni¦ta, tablica zamkni¦ta, gaª¡¹ speªnialna, tablica speªnialna, zbiór
tablicowo niesprzeczny, itd.) maj¡ swoje odpowiedniki w przypadku j¦zyka
logiki pierwszego rz¦du, z oczywistymi mody�kacjami syntaktycznymi.
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Metoda tablicowa Przykªady

Propozycja notacji

W korzeniu drzewa znajduje si¦ formuªa, której tablic¦ budujemy.
Numerujemy poszczególne kroki tworzenia tablicy (z prawej strony
odpowiednich formuª, z zaznaczeniem u»ytej reguªy). Wyniki
zastosowanych reguª numerowane s¡ z lewej strony odpowiednich formuª.
Oznaczenia (górna, dolna oraz lewa, prawa) s¡ oczywiste. Gaª¡¹ zamkni¦t¡
ko«czymy li±ciem ×, gaª¡¹ otwart¡ np. li±ciem ◦ (z indeksem, je±li chcemy
si¦ do niej odwoªywa¢) lub nie dodajemy takich ozdób.

Wprowadzanie nowej staªej (parametru) a zaznaczamy z prawej strony
odpowiedniej formuªy znaczkiem

√
a. Zastosowanie reguªy dla γ-formuª i

termu domkni¦tego t zaznaczamy z prawej strony odpowiedniej formuªy
znaczkiem ?t.
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Metoda tablicowa Przykªady

Tablica analityczna formuªy (p → q) ∧ (p ∨ q):

(p → q) ∧ (p ∨ q) 1.∧

(1g ) p → q 2.→

(1d ) p ∨ q 3.∨

�
��

�
��
�

H
HH

H
HH

H

(2l ) ¬p

�
��
�

H
HH

H

(3l ) p

×2l ,3l

(3p) q

◦1

(2p) q

��
��

HH
HH

(3l ) p

◦2

(3p) q

◦3
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Metoda tablicowa Przykªady

TA dla ¬(((p → q) ∧ (¬p → q))→ q):

¬(((p → q) ∧ (¬p → q))→ q) 1.¬→

(1g ) (p → q) ∧ (¬p → q) 2.∧

(1d) ¬q

(2g ) p → q 3.→

(2d) ¬p → q 4.→

��
��
�

HH
HH

H

(3l) ¬p

��
��

HH
HH

(4l) ¬¬p 5.¬¬

(5) p

×4l ,5

(4p) q

×1d ,4p

(3p) q

×1d ,3p
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Metoda tablicowa Przykªady

TA dla (∃x Px → ∃y Qy)→ ∃x (Px → Qx):

(∃x P(x)→ ∃y Q(y))→ ∃x (P(x)→ Q(x)) 1.→

��
�
��

��

HH
H

HH
HH

(1l ) ¬(∃x P(x)→ ∃y Q(y)) 2.¬→

(2g ) ∃x P(x) 3.
√
a

(2d ) ¬∃y Q(y) 4.?a

(3) P(a)

(4) ¬Q(a)

(1p) ∃x (P(x)→ Q(x)) 5.
√
b

(5) P(b)→ Q(b) 6.→

�
��
�

H
HH

H

(6l ) ¬P(b) (6p) Q(b)
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Metoda tablicowa Przykªady

TA dla ∃x∀y∀z (R(x , y , z) ∨ Q(x , y)):

∃x∀y∀z (R(x , y , z) ∨ Q(x , y)) 1.
√
a

(1) ∀y∀z (R(a, y , z) ∨ Q(a, y)) 2.?a

(2) ∀z (R(a, a, z) ∨ Q(a, a)) 3.?a

(3) R(a, a, a) ∨ Q(a, a) 4.∨

�
��

��

H
HH

HH

(4l ) R(a, a, a) (4p) Q(a, a)
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Metoda tablicowa Przykªady

TA dla ¬(∃x∀y P(x , y)→ ∃z P(z , z)):

¬(∃x∀y P(x , y)→ ∃z P(z , z)) 1.¬→

(1g ) ∃x∀y P(x , y) 2.
√
a

(1d) ¬∃z P(z , z) 3.?a

(2) ∀y P(a, y) 4.?a

(3) ¬P(a, a)

(4) P(a, a)

×3,4
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Metoda tablicowa Przykªady

TA dla zbioru { ¬∃x (P(x) ∧ Q(x)), ∀x (P(x)→ Q(x)), ∃x P(x) }:

¬∃x (P(x) ∧ Q(x)) 2.?a

∀x (P(x)→ Q(x)) 3.?a

∃x P(x) 1.
√
a

(1) P(a)

(2) ¬(P(a) ∧ Q(a)) 4.¬∧

(3) P(a)→ Q(a) 5.→

��
��
�

HH
HH

H

(4l ) ¬P(a)

×1,4l

(4p) ¬Q(a)

��
��

HH
HH

(5l ) ¬P(a)

×1,5l

(5p) Q(a)

×4p ,5p

Jerzy Pogonowski (MEG) Tablice analityczne MDTiAR 10xi2015 16 / 43



Metoda tablicowa Przykªady

TA dla zbioru { ∃x (P(x) ∧ ¬Q(x)), ∀x (P(x)→ R(x)), ∀x (Q(x)→ R(x)) }:

∃x (P(x) ∧ ¬Q(x)) 1.
√
a

∀x (P(x)→ R(x)) 2.?a

∀x (Q(x)→ R(x)) 3.?a

(1) P(a) ∧ ¬Q(a) 4.∧

(2) P(a)→ R(a) 5.→

(3) Q(a)→ R(a) 6.→

(4g ) P(a)

(4d ) ¬Q(a)

�
��

��

H
HH

HH

(5l ) ¬P(a)

×4g ,5l

(5p) R(a)

��
��

HH
HH

(6l ) ¬Q(a)

◦1

(6p) R(a)

◦2
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Semantyka logiki pierwszego rz¦du Przypomnienie podstawowych poj¦¢

Przez model j¦zyka pierwszego rz¦du L o sygnaturze zªo»onej ze zbioru
predykatów R, symboli funkcyjnych F oraz staªych indywidualnych C
rozumiemy par¦ M = (D, I), gdzie:

1 D jest niepustym zbiorem (dziedzin¡ M)

2 I jest odwzorowaniem (interpretacj¡), które przyporz¡dkowuje:

1 ka»demu n-argumentowemu predykatowi P ∈ R relacj¦ P I ⊆ Dn

2 ka»demu n-argumentowemu symbolowi funkcyjnemu f ∈ F funkcj¦

f I : Dn → D

3 ka»dej staªej c ∈ C element c I ∈ D.

Zakªadamy, »e sªuchacze pami¦taj¡ de�nicje nast¦puj¡cych poj¦¢:

1 Warto±ciowanie (w dziedzinie modelu)

2 Podstawienie (termu za zmienn¡ w termie lub formule)

3 Warto±¢ termu/formuªy w modelu dla danego warto±ciowania

4 Speªnianie i prawdziwo±¢ formuª w modelu

5 Wynikanie logiczne
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Semantyka logiki pierwszego rz¦du Przypomnienie podstawowych poj¦¢

W notacji proponowanej przez Fittinga:

1 Podstawienie σ : V→ T (funkcja ze zbioru zmiennych w zbiór
termów).

1 Je±li σ jest podstawieniem, to σx jest podstawieniem, które przyjmuje

warto±¢ x dla argumentu x , a pozostaªe warto±ci ma takie same, jak

podstawienie σ.
2 Operacj¦ podstawiania rozszerzamy w znany sposób na zbiór formuª.
3 Warto±¢ podstawienia σ dla formuªy Φ oznaczamy przez Φσ.

2 Warto±ciowanie A : V→ D (funkcja ze zbioru zmiennych w dziedzin¦
modelu). Niech xA oznacza warto±¢ A dla argumentu x .

1 Warto±ciowania rozszerzamy w znany sposób na zbiory: termów oraz

formuª.
2 Warto±¢ termu t w modelu M = (D, I) przy warto±ciowaniu A

oznaczamy przez t I,A.
3 Warto±¢ formuªy Φ w modelu M = (D, I) przy warto±ciowaniu A

oznaczamy przez ΦI,A.
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Semantyka logiki pierwszego rz¦du Przypomnienie podstawowych poj¦¢

Znany Fakt. Zaªó»my, »e t jest termem domkni¦tym, Φ formuª¡ j¦zyka
pierwszego rz¦du L, a M = (D, I) modelem dla L. Niech x b¦dzie zmienn¡,
za± A warto±ciowaniem takim, »e xA = tI. Wtedy: (Φ(x/t))I,A = ΦI,A.

Uwaga. Pierwsza cz¦±¢ tej prezentacji nie jest systematycznym wykªadem
semantyki j¦zyków pierwszego rz¦du.
Przywoªujemy jedynie te poj¦cia i fakty, które zostan¡ wykorzystane w
omawianiu metody tablic analitycznych (a tak»e metody rezolucji, pó¹niej).
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Semantyka logiki pierwszego rz¦du Modele Herbranda

Model M = (D, I) dla j¦zyka L nazywamy modelem Herbranda, gdy:

1 D jest zbiorem wszystkich termów domkni¦tych (bazowych) j¦zyka L.

2 tI = t dla ka»dego termu domkni¦tego t.

Zauwa»my, »e w modelu Herbranda warto±ciowania pokrywaj¡ si¦ z
podstawieniami. W konsekwencji (co ªatwo dowie±¢ przez indukcj¦
strukturaln¡; zob. Fitting 1990, 108):

1 Je±li M = (D, I) jest modelem Herbranda dla L, to tI,A = (tA)I dla
ka»dego termu j¦zyka L.

2 Je±li M = (D, I) jest modelem Herbranda dla L, to ΦI,A = (ΦA)I.

Warunki prawdziwo±ci dla kwanty�katorów w modelu Herbranda:

1 M |= ∀xΦ wtedy i tylko wtedy, gdy M |= Φ[x/d ] dla wszystkich
d ∈ D.

2 M |= ∃xΦ wtedy i tylko wtedy, gdy M |= Φ[x/d ] dla pewnego d ∈ D.

Jerzy Pogonowski (MEG) Tablice analityczne MDTiAR 10xi2015 21 / 43



Semantyka logiki pierwszego rz¦du Bardzo U»yteczny Lemat

U»yteczny Lemat. Niech S b¦dzie zbiorem zda«, a γ, δ zdaniami. Wtedy:

1 Je±li S ∪ {γ} jest speªnialny, to speªnialny jest S ∪ {γ, γ(t)} dla
dowolnego termu domkni¦tego t.

2 Je±li S ∪ {δ} jest speªnialny, to speªnialny jest S ∪ {δ, δ(a)} dla
dowolnej staªej a, która nie wyst¦puje ani w S ani w δ.

Dowód punktu 1. Zaªó»my, »e S ∪ {γ} jest speªnialny w modelu
M = (D, I). Poka»emy, »e w tym samym modelu speªnialny jest
S ∪ {γ, γ(t)} dla dowolnego termu domkni¦tego t.
Poniewa» w modelu M prawdziwe jest γ, wi¦c w modelu tym prawdziwe
jest tak»e ∀xγ(x), gdzie x jest zmienn¡ nie wyst¦puj¡c¡ w γ.
Tak wi¦c, dla ka»dego warto±ciowania A, w M prawdziwe jest (γ(x))I,A.
Niech A b¦dzie warto±ciowaniem takim, »e xA = tI. Na mocy przywoªanego
wcze±niej Znanego Faktu, mamy: (γ(t))I,A = (γ(x/t))I,A = (γ(x))I,A = 1

Jerzy Pogonowski (MEG) Tablice analityczne MDTiAR 10xi2015 22 / 43



Semantyka logiki pierwszego rz¦du Bardzo U»yteczny Lemat

Dowód punktu 2. Zaªó»my, »e S ∪ {δ} jest speªnialny w modelu
M = (D, I) oraz »e a jest staª¡ nie wyst¦puj¡c¡ ani w S ani w δ.
Poka»emy, »e S ∪ {δ, δ(a)} jest speªnialny w pewnym modelu dla L.
Poniewa» w modelu M prawdziwe jest δ, wi¦c w modelu tym prawdziwe
jest tak»e ∃xδ(x), gdzie x jest zmienn¡ nie wyst¦puj¡c¡ w δ.
Tak wi¦c, (δ(x))I,A = 1 dla pewnego warto±ciowania A. Nie mo»na jednak
dogmatycznie zaªo»y¢, »e xA = aI. Mimo to, damy rad¦, wPiSuj¡c si¦ w
deklaracj¦ powszechnego optymizmu.
Budujemy nowy model M∗ = (D, J) o tej samej dziedzinie D co model M
oraz interpretacji J, która nie ró»ni si¦ od I dla wszystkich symboli ró»nych
od a, natomiast aJ = xA.
Zdania nie zawieraj¡ce staªej a maj¡ te same warto±ci w modelach M oraz
M∗.
A zatem S ∪ {δ} jest speªnialny w modelu M∗ oraz (δ(x/a))J,A = 1.
Poniewa» aJ = xA, wi¦c mamy: (δ(a))J,A = (δ(x/a))J,A = (δ(x))J,A = 1
A zatem S ∪ {δ, δ(a)} jest speªnialny w modelu M∗.
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Semantyka logiki pierwszego rz¦du Bardzo U»yteczny Lemat

Szczególny przypadek powy»szego lematu to:
Fakt. Je±li M = (D, I) jest modelem Herbranda dla L, to:

1 M |= γ wtedy i tylko wtedy, gdy M |= γ(d) dla wszystkich d ∈ D.

2 M |= δ wtedy i tylko wtedy, gdy M |= δ(d) dla pewnego d ∈ D.

W j¦zykach pierwszego rz¦du zachodz¡ twierdzenia: o indukcji
strukturalnej oraz rekursji strukturalnej (zob. Fitting 1990, 111-112).
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Semantyka logiki pierwszego rz¦du Lemat Hintikki

Lemat Hintikki

Zbiór zda« H j¦zyka pierwszego rz¦du L jest zbiorem Hintikki pierwszego

rz¦du (dla L), gdy H jest zdaniowym zbiorem Hintikki (zob.: wykªad drugi)
oraz:

1 Je±li γ ∈ H, to γ(t) ∈ H, dla ka»dego termu domkni¦tego j¦zyka L.

2 Je±li δ ∈ H, to δ(t) ∈ H, dla pewnego termu domkni¦tego j¦zyka L.

Lemat Hintikki. Zaªó»my, »e zbiór termów domkni¦tych j¦zyka pierwszego
rz¦du L jest niepusty. Je±li H zbiorem Hintikki pierwszego rz¦du dla L, to
H jest speªnialny w modelu Herbranda dla L.

Dowód Lematu Hintikki. Niech H b¦dzie zbiorem Hintikki pierwszego
rz¦du dla L. Skonstruujemy model Herbranda M = (D, I) dla L, a potem
poka»emy, »e H jest speªnialny w M.
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Semantyka logiki pierwszego rz¦du Lemat Hintikki

Dowód Lematu Hintikki

Niech D b¦dzie zbiorem termów domkni¦tych j¦zyka L. Z zaªo»enia:
D 6= ∅. Okre±lamy interpretacj¦ I:

1 Je±li c jest staª¡ j¦zyka L, to c I = c .

2 Je±li f jest n-argumentowym symbolem funkcyjnym w L oraz
t1, t2, . . . , tn s¡ elementami D, to f I(t1, t2, . . . , tn) jest termem
domkni¦tym f (t1, t2, . . . , tn).

3 Je±li R jest n-argumentowym predykatem w L oraz t1, t2, . . . , tn s¡
elementami D, to (t1, t2, . . . , tn) ∈ R I wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie
R(t1, t2, . . . , tn) nale»y do H.

Przez indukcj¦ strukturaln¡ poka»emy teraz, »e dla ka»dego zdania Φ
j¦zyka L: je±li Φ ∈ H, to M |= Φ.
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Semantyka logiki pierwszego rz¦du Lemat Hintikki

Dowód Lematu Hintikki

Zaªó»my, »e zdanie atomowe R(t1, t2, . . . , tn) nale»y do H. Trzeba
pokaza¢, »e (R(t1, t2, . . . , tn))I,A = 1 dla ka»dego warto±ciowania A.
Poniewa» R(t1, t2, . . . , tn) jest zdaniem, ka»dy ti jest termem

domkni¦tym, a wi¦c t
I,A
i = tIi = ti . Z zaªo»enia, »e R(t1, t2, . . . , tn)

nale»y do H i z de�nicji zbioru Hintikki mamy: (t1, t2, . . . , tn) ∈ R I.
Ostatecznie:

(tI,A1 , tI,A2 , . . . , tI,An ) ∈ R I,

czyli (R(t1, t2, . . . , tn))I,A = 1 dla wszystkich warto±ciowa« A, a wi¦c
pokazali±my, »e M |= R(t1, t2, . . . , tn).

Kroki dotycz¡ce ⊥, > s¡ oczywiste (de�nicja relacji |=).

Kroki indukcyjne dla funktorów prawdziwo±ciowych s¡ tak»e oczywiste
(de�nicja relacji |=).
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Dowód Lematu Hintikki

Zaªó»my, »e γ jest zdaniem w L oraz γ ∈ H. Poka»emy, »e M |= γ.
Poniewa» γ ∈ H, wi¦c γ(t) ∈ H dla ka»dego termu domkni¦tego t (na
mocy de�nicji zbioru Hintikki). Na mocy zaªo»enia indukcyjnego oraz
faktu, »e D jest zbiorem wszystkich termów domkni¦tych mamy:
M |= γ(t) dla ka»dego termu domkni¦tego t. Na mocy U»ytecznego
Lematu, M |= γ.

Zaªó»my, »e δ jest zdaniem w L oraz δ ∈ H. Poka»emy, »e M |= δ.
Poniewa» δ ∈ H, wi¦c δ(t) ∈ H dla pewnego termu domkni¦tego t (na
mocy de�nicji zbioru Hintikki). Na mocy zaªo»enia indukcyjnego oraz
faktu, »e D jest zbiorem wszystkich termów domkni¦tych mamy:
M |= δ(t) dla pewnego termu domkni¦tego t. Na mocy U»ytecznego
Lematu, M |= δ.
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Parametry

W dalszej cz¦±ci wykorzystywa¢ b¦dziemy cz¦sto nowe symbole (staªe)
dodawane do rozwa»anego j¦zyka pierwszego rz¦du L.

Je±li L(R,F,C) jest j¦zykiem ze zbiorem predykatów R, zbiorem
symboli funkcyjnych F oraz zbiorem staªych C, za± par jest
przeliczalnym zbiorem staªych takim, »e C ∩ par = ∅, to przez Lpar

rozumiemy j¦zyk L(R,F,C ∪ par).
Elementy zbioru par nazywamy nowymi staªymi albo parametrami.
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Wªasno±ci niesprzeczno±ci

Je±li C jest rodzin¡ zbiorów zda« j¦zyka Lpar, to C nazywamy wªasno±ci¡

niesprzeczno±ci pierwszego rz¦du (dla j¦zyka L), gdy C jest zdaniow¡
wªasno±ci¡ niesprzeczno±ci (zob. wykªad drugi) oraz dla ka»dego S ∈ C:

1 Je±li γ ∈ S , to S ∪ {γ(t)} ∈ C dla ka»dego termu domkni¦tego j¦zyka
Lpar.

2 Je±li δ ∈ S , to S ∪ {δ(a)} ∈ C dla pewnego parametru a j¦zyka Lpar.

Przez alternatywn¡ wªasno±¢ niesprzeczno±ci pierwszego rz¦du rozumiemy
rodzin¦ C speªniaj¡c¡ warunki nakªadane na wªasno±ci niesprzeczno±ci
pierwszego rz¦du ale przy zast¡pieniu warunku dla δ-formuª przez warunek:

Je±li δ ∈ S , to S ∪ {δ(a)} ∈ C dla ka»dego parametru a, który nie
wyst¦puje w S .
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Przez podstawienie parametru rozumiemy dowolne odwzorowanie zbioru
par w siebie. Je±li π jest takim odwzorowaniem, Φ jest formuª¡, a S

zbiorem formuª, to:

1 Φπ jest formuª¡ powstaj¡c¡ z Φ przez dokonanie podstawienia π.

2 Sπ jest zbiorem formuª {Φπ : Φ ∈ S}.

Fakt. Niech C b¦dzie wªasno±ci¡ niesprzeczno±ci pierwszego rz¦du
domkni¦t¡ na podzbiory. De�niujemy C+: S ∈ C+ wtedy i tylko wtedy, gdy
Sπ ∈ C dla pewnego podstawienia parametrów π. Wtedy:

1 C ⊆ C+

2 C+ jest domkni¦ta na podzbiory.

3 C+ jest alternatywn¡ wªasno±ci¡ niesprzeczno±ci pierwszego rz¦du.

Ka»da alternatywna wªasno±¢ niesprzeczno±ci pierwszego rz¦du, która jest
domkni¦ta na podzbiory mo»e zosta¢ rozszerzona do wªasno±ci
niesprzeczno±ci charakteru sko«czonego.
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Twierdzenie o istnieniu modelu

Twierdzenie o Istnieniu Modelu. Je±li C jest wªasno±ci¡ niesprzeczno±ci
pierwszego rz¦du dla L, a S jest zbiorem zda« z L oraz S ∈ C, to S jest
speªnialny (w modelu Herbranda dla j¦zyka Lpar).

Dowód. Zaªó»my, C jest wªasno±ci¡ niesprzeczno±ci pierwszego rz¦du dla
L, a S jest zbiorem zda« z L oraz S ∈ C. Zbudujemy model, w którym
prawdziwe b¦d¡ wszystkie zdania z S .

Rozszerzamy C do alternatywnej wªasno±ci niesprzeczno±ci pierwszego
rz¦du charakteru sko«czonego C∗. Wtedy oczywi±cie S ∈ C∗.
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Dowód twierdzenia o istnieniu modelu

Poniewa» j¦zyk Lpar ma przeliczaln¡ liczb¦ symboli, wi¦c ma te»
przeliczalnie wiele zda«. Niech Φ1,Φ2,Φ3, . . . b¦dzie wyliczeniem tych
wszystkich zda« w ustalonym porz¡dku. Zde�niujemy teraz ci¡g
S1, S2, S3, . . . zbiorów nale»¡cych do C∗ w ten sposób, »e dla ka»dego
takiego zbioru Sn liczba dot¡d nieu»ywanych w tych zbiorach parametrów
b¦dzie niesko«czona (jest tak oczywi±cie dla S , poniewa» w S nie ma
»adnych parametrów). Niech mianowicie:

1 S1 = S .

2 Je±li Sn ∪ {Φn} /∈ C∗, to niech Sn+1 = Sn.

3 Je±li Sn ∪ {Φn} ∈ C∗ oraz Φn nie jest δ-zdaniem, to niech
Sn+1 = Sn ∪ {Φn}.

4 Je±li Sn ∪ {Φn} ∈ C∗ oraz Φn jest zdaniem δ, to niesko«czona liczba
parametrów b¦dzie nowa dla Sn ∪ {Φn}; wybieramy jeden z nich,
powiedzmy a i de�niujemy: Sn+1 = Sn ∪ {Φn} ∪ {δ(a)}.
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Dowód twierdzenia o istnieniu modelu

Na mocy powy»szej konstrukcji, dla ka»dego n: Sn ∈ C∗ oraz Sn ⊆ Sn+1.
Niech H =

⋃
n
Sn. Wtedy S ⊆ H. Tak, jak w przypadku zdaniowych

zbiorów Hintikki (zob.: wykªad drugi) dowodzimy, »e:

1 H ∈ C∗

2 H jest elementem maksymalnym w C∗

3 H jest zbiorem Hintikki pierwszego rz¦du dla j¦zyka Lpar.

Na mocy Lematu Hintikki H jest speªnialny, a poniewa» S ⊆ H, wi¦c tak»e
S jest speªnialny w modelu Herbranda dla Lpar.
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Zastosowania twierdzenia o istnieniu modelu

Fitting 1990 (117�119) podaje kilka bezpo±rednich zastosowa« Twierdzenia
o Istnieniu Modelu:

1 Twierdzenie o Zwarto±ci. Niech S b¦dzie zbiorem zda« j¦zyka
pierwszego rz¦du L. Je±li ka»dy sko«czony podzbiór zbioru S jest
speªnialny, to S jest speªnialny.

2 Wniosek. Je±li S jest zbiorem zda« j¦zyka pierwszego rz¦du i S jest
speªnialny w dowolnie du»ych modelach sko«czonych, to S jest
speªnialny w modelu niesko«czonym.

3 Twierdzenie Löwenheima-Skolema. Niech S b¦dzie zbiorem zda«
j¦zyka pierwszego rz¦du L. Je±li S jest speªnialny, to S jest speªnialny
w modelu przeliczalnym.
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Zastosowania twierdzenia o istnieniu modelu

Dodajmy na marginesie, »e na mocy powy»szych wyników widoczne jest
m.in., »e:

1 Poj¦cie sko«czono±ci nie jest wyra»alne w logice pierwszego rz¦du.

2 Je±li teoria mnogo±ci pierwszego rz¦du jest niesprzeczna, to ma model
przeliczalny. Nie stoi to w sprzeczno±ci z faktem, i» w teorii mnogo±ci
dowodzimy istnienia zbiorów nieprzeliczalnych. Ujmuj¡c rzecz w
wielkim skrócie, przeliczalny model dla teorii mnogo±ci nie zawiera
wystarczaj¡cej liczby bijekcji.
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Fakty metalogiczne o metodzie TA Trafno±¢ i peªno±¢ metody TA w KRZ

Fakt Zachowawczy. Zastosowanie reguªy rozszerzania tablic
analitycznych do tablicy speªnialnej daje tablic¦ speªnialn¡.
Fakt. Je±li istnieje tablica zamkni¦ta dla zbioru formuª S , to S nie jest
speªnialny.
Trafno±¢ metody TA w KRZ. Je±li ϕ ma dowód tablicowy, to ϕ jest
tautologi¡ KRZ. Dowód. Dowód tablicowy dla ϕ jest zamkni¦t¡
tablic¡ analityczn¡ dla {¬ϕ}. Je±li tablica analityczna dla {¬ϕ} jest
zamkni¦ta, to {¬ϕ} nie jest speªnialny. W konsekwencji, ϕ jest
tautologi¡ KRZ.
Fakt. Rodzina wszystkich tablicowo niesprzecznych zbiorów formuª
jest zdaniow¡ wªasno±ci¡ niesprzeczno±ci.
Peªno±¢ metody TA w KRZ. Je±li ϕ jest tautologi¡ KRZ, to ϕ ma
dowód tablicowy. Dowód. Przeprowadzimy dowód nie wprost. Je±li ϕ
nie ma dowodu tablicowego, to nie istnieje zamkni¦ta tablica
analityczna dla {¬ϕ}. Wtedy {¬ϕ} jest tablicowo niesprzeczny, a
zatem jest speªnialny (na mocy Faktu poprzedzaj¡cego niniejsze
twierdzenie oraz Twierdzenia o Istnieniu Modelu dla KRZ). Tak wi¦c,
ϕ nie jest tautologi¡.
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Konsekwencja tablicowa w KRZ

Mo»emy przeprowadza¢ dowody tablicowe z dowolnych zbiorów przesªanek.
Niech S b¦dzie dowolnym zbiorem formuª (j¦zyka KRZ). Reguªa
wprowadzania przesªanek (dla zbioru S) gªosi, »e mo»emy doª¡czy¢
dowolny element zbioru S na ko«cu dowolnej gaª¦zi tablicy analitycznej.
Piszemy S `pt ϕ, gdy istnieje zamkni¦ta tablica analityczna dla ¬ϕ, w
której stosowano reguª¦ wprowadzania przesªanek dla zbioru S . Je±li
S `pt ϕ, to mówimy, »e ϕ wynika tablicowo z S .

Silna Trafno±¢ i Peªno±¢ Metody TA w KRZ. Dla dowolnego zbioru
formuª S oraz formuªy ϕ j¦zyka KRZ nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1 S |=krz ϕ (ϕ wynika logicznie z S)

2 S `pt ϕ (ϕ wynika tablicowo z S)

Nietrudny dowód tego faktu znajd¡ sªuchacze w Fitting 1990, 67�68:
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Konsekwencja tablicowa w KRZ

Trafno±¢. (Je±li S `pt ϕ, to S |=krz ϕ.)
Nazwiemy gaª¡¹ tablicy analitycznej S-speªnialn¡, gdy istnieje
warto±ciowanie v , przy którym wszystkie formuªy na tej gaª¦zi przyjmuj¡
warto±¢ 1, a ponadto wszystkie formuªy ze zbioru S przyjmuj¡ warto±¢ 1
przy warto±ciowaniu v . Nazwiemy tablic¦ analityczn¡ S-speªnialn¡, gdy
pewna jej gaª¡¹ jest S-speªnialna. Tak wi¦c, ∅-speªnialno±¢ tablicy
analitycznej to po prostu jej speªnialno±¢ w sensie podanym uprzednio.
Reguªy rozszerzania tablic analitycznych oraz reguªy doª¡czania przesªanek
prowadz¡ od tablic S-speªnialnych do tablic S-speªnialnych. Oczywi±cie nie
istniej¡ zamkni¦te tablice S-speªnialne. Je±li zatem istnieje tablica
zamkni¦ta dla ¬ϕ, w której u»yto przesªanek z S , to tak»e tablica
analityczna dla ¬ϕ nie mo»e by¢ S-speªnialna. Wynika z tego, »e S ∪ {¬ϕ}
nie jest speªnialny, a zatem S |=krz ϕ.
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Konsekwencja tablicowa w KRZ

Peªno±¢. (Je±li S |=krz ϕ, to S `pt ϕ.)
Dla dowolnej formuªy ϕ zbiór S nazwiemy ϕ-tablicowo sprzecznym, gdy
S `pt ϕ. Zbiory, które nie s¡ ϕ-tablicowo sprzeczne, nazwiemy ϕ-tablicowo
niesprzecznymi. Tak wi¦c, S jest ϕ-tablicowo niesprzeczny, gdy ϕ nie
wynika tablicowo z S . Zauwa»my te», »e ⊥-tablicowa niesprzeczno±¢ to po
prostu tablicowa niesprzeczno±¢ w sensie podanym uprzednio. Podobnie jak
w przypadku omawianej wcze±niej Hilbertowskiej ϕ-niesprzeczno±ci, ªatwo
pokaza¢, »e:

1 Dla ka»dej formuªy ϕ rodzina wszystkich zbiorów ϕ-tablicowo
niesprzecznych jest zdaniow¡ wªasno±ci¡ niesprzeczno±ci.

2 Je±li S jest ϕ-tablicowo niesprzeczny, to równie» S ∪ {¬ϕ} jest
ϕ-tablicowo niesprzeczny.
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Konsekwencja tablicowa w KRZ

Przypu±¢my, »e nie zachodzi S `pt ϕ. Wtedy S jest ϕ-tablicowo
niesprzeczny, a wi¦c równie» S ∪ {¬ϕ} jest ϕ-tablicowo niesprzeczny.
Wtedy jednak, na mocy Twierdzenia o Istnieniu Modelu, S ∪ {¬ϕ} jest
speªnialny, co oznacza, »e ϕ nie wynika logicznie z S .

Uwaga. W przypadku sko«czonego zbioru przesªanek S mamy oczywi±cie:
S `tab ϕ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zamkni¦ta tablica analityczna dla
S ∪ {¬ϕ}.
Uwaga. Siln¡ trafno±¢ i peªno±¢ metody tablicowej w KRZ mo»na
wykorzysta¢ w dowodzie twierdzenia gªosz¡cego, i» dla dowolnej zbioru
formuª S i formuªy ϕ j¦zyka KRZ: S |=krz ϕ wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
sko«czony zbiór S0 ⊆ S taki, »e S0 |=krz ϕ. (zob. Fitting 1990, 66�68.)
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Trafno±¢

Trafno±¢ metody TA dla logiki pierwszego rz¦du. Je±li Φ ma
dowód tablicowy, to jest tautologi¡ j¦zyka pierwszego rz¦du L.

Dowód. Przypu±¢my, »e Φ ma dowód tablicowy, ale nie jest
tautologi¡. Istnieje zatem model j¦zyka L, w którym ¬Φ jest
prawdziwa. Konstrukcja dowodu tablicowego dla Φ rozpoczyna si¦ od
tablicy o jednym wierzchoªku: ¬Φ. Ta tablica jest zatem speªnialna.
Na mocy Faktu Zachowawczego, ka»de rozszerzenie tej tablicy
(poprzez zastosowanie której± z reguª rozszerzania tablic
analitycznych) tak»e jest tablic¡ speªnialn¡. W szczególno±ci,
ostateczna zamkni¦ta tablica analityczna, b¦d¡ca tablicowym
dowodem Φ jest speªnialna. Otrzymujemy sprzeczno±¢, poniewa»
tablica zamkni¦ta nie jest speªnialna.
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Peªno±¢

Lemat. Rodzina wszystkich zbiorów tablicowo niesprzecznych jest
wªasno±ci¡ niesprzeczno±ci pierwszego rz¦du (prosty dowód: Fitting
1990, 132).

Peªno±¢ metody TA dla logiki pierwszego rz¦du. Je±li zdanie Φ
j¦zyka L jest tautologi¡, to Φ ma dowód tablicowy.

Dowód. Je±li Φ nie ma dowodu tablicowego, to nie istnieje zamkni¦ta
tablica analityczna dla {¬Φ}. Wtedy {¬Φ} jest tablicowo
niesprzeczny, a zatem (na mocy Lematu poprzedzaj¡cego niniejsze
twierdzenie oraz Twierdzenia o Istnieniu Modelu), {¬Φ} jest
speªnialny. Oznacza to, »e Φ nie jest tautologi¡.
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