METALOGIKA

DODATEK 2:
DowoDY NIEKTORYCH TWIERDZEN

DOTYCZACYCH

OPERACIJI KONSEKWENCIJI
W JEZYKACH ZDANIOWYCH

DEFINICJA 1. Operacja konsekwencji wyznaczona przez reguly wnioskowania.

Niech S bedzie zbiorem wszystkich wyrazen poprawnych (formut) jezyka zdanio-
wego J. Niech R bgdzie dowolna rodzing regut wnioskowania w .J. Przez operacje
konsekwencji w J wyznaczona przez R rozumiemy kazda funkcje C' : 2% — 25,
zdefiniowana indukcyjnie nastgpujacymi warunkami dla dowolnego zbioru formut X
jezyka J:

e (NCY(X)=X

e 2)CETN(X)=Ck(X)U{a€S: (3R R)(3P C CL(X)) (P,a) € R}

o 3) Cr(X) = U{CR(X) : k € N}

Wyrazenie o« € Cgr(X) czytamy: « jest wyprowadzalna z X za pomocy regut
nalezacych do R.

Niech Cld(R, X) oznacza, ze zbiér formut X jezyka J jest domknigty na wszyst-
kie reguty ze zbioru R: Cld(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy

(VR e R)(VP C S)(Va e S)(((P,a) e RAPC X) = ac X).

UWAGA. Proszg odréznia¢ symbol implikacji — w KRZ od uzywanego tu metajezy-
kowego symbolu =-.

Twierdzenie A. Operacja konsekwencji wyznaczona przez reguty R ma nastgpujace
wlasnosci:

o (1) Jeslin < m,to CF(X) C CR(X).

e (2) a € Cr(X) wtedy i tylko wtedy, gdy o € Y dla kazdego zbioru Y takiego,
ze X CYoraz Cld(R,Y).



e 3)((P,a) e RAReR)= ac Cr(P).
e W) ((P,a)eRARERAPCCr(X)) = acCr(X).

e 5 X CCr(X) (zwrotnosé).
e () X CY = (Cr(X) CCr(Y) (monotonicznos¢).
e MR CRe = Cr,(X) CCgr,(X) (monotonicznosé).
e 8) Cr(Cr(X)) =Cr(X) (idempotencja).
o 9)Cr(X)=J{Cr(Y): Y CXAY < Ry} (finitystycznosé).
e (10) Cr(X) = {Cr/ (X) : R CRATR < No} (finitystycznosd).

e (11) Jesli dla dowolnych elementéw X, Y niepustej rodziny X zachodzi alter-
natywa X CY VY C X, to: Cr(I{X: X € X}) = J{Cr(X): X € X}.

DowOD.

(1). Dowdd przeprowadzimy przez indukcje. Zatézmy, ze n < m.

Jeslin =m — 1, to CZ(X) € CF(X) na mocy punktu (2) definicji 1. Zatézmy
teraz, ze teza twierdzenia zachodzi dla n = m — k, gdzie k < m. Pokazemy, ze
zachodzi ona takze dlan = m — (k + 1).

Zaktadamy zatem, ze Cjp~*(X) C Cr(X). Niech a € Cgf(kﬂ)(X). Oznacza
to, ze o € C’%m_k)_l)(X), a wigc, na mocy punktu (2) definicji 1., a € C’;g_k(X). Z
zalozenia indukcyjnego otrzymujemy wtedy o € CF(X).

(2). Trzeba dowies¢ implikacje: prosta i odwrotna.

Dowdd <. Zalézmy, ze a € Y dla kazdego zbioru Y takiego, ze X C Y oraz
Cld(R,Y). Wprost z definicji 1. widaé, ze X C Cr(X). Pokazemy, ze Cr (X) jest
domkniety na wszystkie reguty ze zbioru R.

Jesli R € R, (P,a) € Roraz P C Cr(X), gdzie P = {f1,...,0.}, to dla
wszystkich i < n: §; € C’% (X) . Niech k = max(kq, ..., k,). Na mocy udowodnio-
nego przed chwila punktu (1) twierdzenia A., P C C;%(X ), a stad, zgodnie z punktem
(2) definicji 1., « € CR(X). Poniewaz Cit(X) C Or(X), wiec a € Cr(X).

Dowdd =. Zatézmy, ze oo € Cr(X) oraz niech X C i Cld(Y'). Otrzymujemy stad,
ze v € Cr(Y). Skoro Cld(R,Y),toa €Y.

(3). Wynika wprost z definicji 1. oraz z udowodnionego przed chwila punktu (1)
twierdzenia A.

(4). Wynika wprost z definicji 1. oraz z udowodnionego przed chwila punktu (1)
twierdzenia A.

(5). Wynika wprost z definicji 1.



(6). Wynika wprost z definicji 5.1.
(7). Wynika wprost z definicji 1.

(8). Inkluzja Cr(X) C Cr(Cr(X)) jest konsekwencja monotonicznosci operatora
Cr.

Dla dowodu inkluzji Cr(Cr (X)) C Cgr(X) zatézmy, ze o € Cr(Cr(X)).
Istnieja wtedy S31,...,B, € Cr(X) takie, ze a« € CE({f1,...,0n}), dla pewnej
liczby h.

Z kolei, dla kazdej formuty 3;, gdzie 1 < i < n istnieja formuty +%, . .. ’yf,” eX
takie, ze:

o BreCH({M, . D)
o Bn€ R ({p ... vm ).

Niech k = max(ky, ..., k,). Wtedy:
a € CEF s A0 WY -
A zatem o € Cr(X). Ostatecznie, mamy: Cr (Cr (X)) = Cr(X).
(9). Wynika z faktu, ze rozwazane zbiory przestanek sa skoniczone.
(10). Wynika z faktu, ze rozwazane zbiory przestanek sa skoriczone.

(11). Inkluzja | J{Cr(X) : X € X} C Cr(U{X : X € X}) wynika z monotonicz-
nosci operatora C'g.

Dla dowodu inkluzji Cr(I{X : X € X}) C U{Cr(X) : X € X} niech
a € Cr(U{X : X € X}). Musimy pokazaé, ze a € Cr(X) dla pewnego X € X.

Skoro v € Cr(IU{X : X € X}), to istnieja 31,...,03, € U{X : X € X}
takie, ze &« € Cr({f1,--.,0n}). Z zalozenia, rodzina X jest liniowo uporzadkowana
przez inkluzje. Poniewaz zbidr {1, . . ., 8, } jest skoficzony, wigc istnieje najmniejszy
(wzglgdem inkluzji) zbiér X € X taki, ze {f1,...,0,} € X. Z monotonicznosci
operatora Cg otrzymujemy: o € Cr(X).

Ostatecznie, mamy: Cr (IU{X : X € X}) = J{Cr(X): X € X}.

DEFINICJA 2. Reguty dopuszczalne i reguly wyprowadzalne.

Zbiér Perm(R, X ) wszystkich regut dopuszczalnych ze wzgledu na X i R defi-
niujemy nastgpujaco:

R € Perm(R,X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego P C S oraz kazdej
a€ S:jesli (P,a) e RiP C Cr(X),t0a € Cr(X).

Zbiér Der(R, X) wszystkich regut wyprowadzalnych ze wzglgdu na X i R defi-
niujemy nastgpujaco:

R € Der(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego P C S oraz kazdej o € S:
jesli (P,a) € R, toa € Cr(X U P).



Twierdzenie B.
R € Perm(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy Cruqr} (X) € Cr(X).

DOwOD. Trzeba dowies¢ implikacje: prosta i odwrotna.

Dowod =

Zatézmy, ze R € Perm(R, X). Niech a € Crygry(X). Na mocy punktu (2)
twierdzenia A. mamy wtedy: jesli Cld(R U {R}, X), to a € Cr(X). Stad i z zaloze-
nia, ze R € Perm(R, X) mamy: a € Cr(X).

Dowdéd <.

Niech (P, o) € Roraz P C C'gr(X). Na mocy monotonicznosci (wzgledem regut)
operatora Cg mamy: P C Cryqry(X). Stad, na mocy punktu (4) twierdzenia A.
otrzymujemy: o € Cruqry(X) = Cr(X).

Twierdzenie C.

e (1) R € Der(R,X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zbioru Y C S oraz
kazdej rodziny regut R": Crur/ugry(X UY) C Crur (X UY).

e (2) Der(R,X) C Perm(R, X).
e (3) Istnieja: R oraz X takie, ze Perm(R,X) — Der(R, X) # 0.

DowOD.

(1). Dowdd implikacji < otrzymujemy bezposrednio z punktu (3) twierdzenia A.

Dla dowodu implikacji = zauwazmy, ze jesli R € Der(R, X), to, na mocy punk-
tow (5)—~(10), zbiér Crur/ugry (X UY) jest domknigty na regule R, dla dowolnego
zbioru Y.

Z powyzszego, jesli o € Crur/u{R) (X UY), to, na mocy punktu (2) twierdzenia
A, ae€ CRUR/(X U Y)

(2). Wynika bezposrednio z definicji pojeé reguly dopuszczalnej oraz reguty wypro-
wadzalne;j.

(3). Niech Ry,;, bgdzie regulg o schemacie % Niech R, bedzie reguta podstawiania
(formut za zmienne zdaniowe, okreslona w wyktadach 5-7). Wtedy:

Rsub S Perm({Rtriv}a {p - p}) - Der({Rtriv}a {p - p})

Zanotujmy jeszcze, bez dowoddéw, pewne dalsze fakty dotyczace dopuszczalnosci
oraz wyprowadzalnosci regut:

e ()R C Perm(R,X).
e (5) Perm(Perm(R,X),X) = Perm(R, X).



e (6) Funkcja Perm nie jest finitystyczna wzgledem argumentu X. Nie jest mo-
notoniczna ani wzgledem argumentu R, ani wzgledem argumentu X .

e (7) Der(R,X) =N{Perm(R, X') : RCR' AX C X'}.
o (8) R C Der(R, X).

e (9)JesiR C R, to Der(R,X) C Der(R', X).

e (10)Jesli X C Y, to Der(R,X) C Der(R,Y).

e (11) Der(Der(R,X),X) = Der(R, X).

e (12) Funkcja Der nie jest finitystyczna ani wzgledem argumentu R, ani wzgle-
dem argumentu X.

EE

UWAGA. Twierdzenia dotyczace wielu dalszych wtasnosci operatoréw i relacji konse-
kwencji w jezykach zdaniowych znaleZ¢ mozna np. w cytowanych nizej pracach.

W wyktadach LOGIKA MATEMATYCZNA om6wili§my nastgpujace tego typu rela-
cje i operacje dla KRZ:

e relacja konsekwencji ., oraz operacja C..,, wyznaczone przez aksjomatyke
KRZ i regute odrywania RO;

e relacja konsekwencji s, oraz operacja C'y,, Wyznaczone przez matrycg B,
(tu przez X b5, o rozumiemy, ze o € Cis, (X))

e relacja konsekwencji 4, oraz operacja C'j.s, Wyznaczone przez reguly pier-
wotne systemu zatozeniowego KRZ;

e relacja konsekwencji ., oraz operacja C,.,, Wyznaczone przez regute rezolu-
cji w KRZ;

e relacja konsekwencji F,;, oraz operacja Cl,p, Wyznaczone przez tablice anali-
tyczne dla KRZ.

PokazaliSmy, ze wszystkie te relacje konsekwencji sg réwne:

Flcrz = F’Bz - Fjas = Frez = Ftab .

Wszystkie wymienione wyzej operacje konsekwencji dla KRZ spelniaja warunki
(C1)—(C4) omoéwione w wyktadach 5-7.
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UWAGA. Przytoczone wyzej szkice dowodéw wzorowano na dowodach przedstawio-
nych w cytowanej na wyktadzie monografii W.A. Pogorzelskiego: Klasyczny Rachunek
Zdani. Zarys teorii., PWN, Warszawa 19753,

Ogodlne wlasnosci pojecia konsekwencji przedstawione zostaty w pracach Alfreda
Tarskiego:

Tarski, A. 1930. Fundamentale Begriffe der Methodologie der deduktiven Wissen-
schaften. Monatshefte fiir Mathematik und Physik Bd XXXVII, 361-404.

Tarski, A. 1934. Z badan metodologicznych nad definiowalnoscia terminéw. Prze-
glad Filozoficzny. 37, 438-460. Zob. tez: Alfred Tarski: Pisma logiczno-
filozoficzne. Tom 2. Metalogika. (Redakcja naukowa: Jan Zygmunt), Wydaw-
nictwo Naukowe PWN, Warszawa 2001.

Wymienmy kilka dalszych prac o fundamentalnym znaczeniu dla tej problematyki:

Czelakowski, J. 2001. Protoalgebraic logics. Kluwer Academic Publishers, Do-
rdrecht Boston London.

Los, J., Suszko, R. 1956. Remarks on sentential logics. Indagationes Mathematicae
XX, 177-183.

Pogorzelski, W.A., Wojtylak, P. 2008. Elements of the theory of completeness in
propositional logic. Birkhiuser, Basel Boston Berlin.

Wojcicki, R. 1984. Lectures on propositional calculi. Ossolineum, Wroclaw.
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