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Wprowadzenie

W niniejszej, drugiej prezentacji dotyczacej metody TA w KRP omawiamy: )

prefiksowe postacie normalne formut i skolemizacje
niektére twierdzenia metalogiczne dotyczace KRP

metode TA w KRP z identycznosciag

metode TA w KRP z symbolami funkcyjnymi.

Do metody TA w KRP powrécimy jeszcze pézniej, po omdwieniu
konsekwencji rezolucyjnej w KRP oraz pojecia unifikacji.
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TA w KRP a wtasnosci metalogiczne KRP

Wykorzystamy metode TA w dowodach kilku twierdzen metalogicznych
dotyczacych KRP.

Najpierw pokazemy, ze formuty jezyka KRP mozna przeksztatca¢ na
réwnowazne im (w Scisle okreslonym sensie) formuty w tzw. prefiksowych
postaciach normalnych.

Przedstawimy tez kilka waznych twierdzen metalogicznych dotyczacych
KRP, ktérych dowody otrzymaé¢ mozna przy uzyciu metody tablic
analitycznych.
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TA w KRP a wtasnosci metalogiczne KRP Prefiksowe postacie normalne i skolemizacja

Prefiksowe postacie normalne i skolemizacja

W KRZ kazda formuta jest inferencyjnie réwnowazna pewnej formule w
koniunkcyjnej postaci normalnej (KPN), a takze pewnej formule w
alternatywnej postaci normalnej (APN). Fakt ten moze by¢ wykorzystany w
dowodzie twierdzenia o petnosci KRZ, ma takze inne zastosowania.

W KRP réwniez dysponujemy metoda sprowadzania dowolnej formuty
jezyka tego rachunku do pewnej standardowej postaci normalne;j.
Pokazemy mianowicie, ze dowolna formuta jezyka KRP jest réwnowazna
(tablicowo) formule, ktéra rozpoczyna sie ciagiem kwantyfikatoréw, po
ktérym nastepuje formuta bez kwantyfikatoréw. Podobne twierdzenie o
réwnowaznosci inferencyjnej zachodzi dla aksjomatycznego ujecia KRP
(zob. wyktady 20-21). Nadto, pokazemy, ze poprzez wprowadzenie nowych
symboli funkcyjnych mozna wyeliminowa¢ wszystkie kwantyfikatory
egzystencjalne z owego ciagu.
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TA w KRP a wtasnosci metalogiczne KRP Prefiksowe postacie normalne i skolemizacja

Prefiksowe postacie normalne i skolemizacja

Moéwimy, ze formuty a i 3 jezyka KRP s3 inferencyjnie rownowazne, gdy
tablica analityczna formuty =(a = f3) jest zamknieta.

Mowimy, ze formuty v i 3 jezyka KRP sa réwnospetnialne, gdy zbiér {a}
jest semantycznie niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér {3} jest
semantycznie niesprzeczny.

Moéwimy, ze formuta « jezyka KRP jest w prefiksowej postaci normalnej,
gdy jest ona postaci Q1x1 ... Qnx, B, gdzie 3 jest formuta bez
kwantyfikatoréw, a kazdy symbol Q; jest jednym z kwantyfikatoréw: V lub
3. Jesli w dodatku 8 jest w KPN, to méwimy, ze « jest w koniunkcyjnej
prefiksowej postaci normalnej. Ciag Q1x1 ... Qpx, nazywamy prefiksem
formuty «, a formute (3 jej matryca.

v

Przez formute uniwersalng rozumiemy kazda formute w prefiksowej postaci
normalnej, w ktérej prefiksie wystepuja jedynie kwantyfikatory generalne.
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Prefiksowe postacie normalne i skolemizacja
Prefiksowe postacie normalne i skolemizacja

Twierdzenie 1. .
Dla dowolnego ciggu kwantyfikatoréw Qx = Q1x1 ... Qnx, oraz dowolnych
formut « i 8 zachodza nastepujace réwnowaznosci:

— —

o x—Vya = QxJdy—a.
— —

o Qx—dya = QxVyﬁa

° (’?;(Vya\/ﬁ) QXVZ(@(Y/Z)Vﬁ)-
° (—?;(oz/\Vyﬁ) Z(aAﬁ(Y/Z))-
° —)><(E|yoz/\5) Z(O‘(Y/Z)/\ﬂ)-
° _)><(a/\3yﬁ) Jz(a A B(y/2)).
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TA w KRP a wtasnosci metalogiczne KRP Prefiksowe postacie normalne i skolemizacja

Prefiksowe postacie normalne i skolemizacja

Rl ;l LRI ‘;31 I el 2l

We wszystkich tych réwnowaznosciach z jest zmienna nie wystepujaca po
lewej stronie réwnowaznosci.

v
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TA w KRP a wtasnosci metalogiczne KRP Prefiksowe postacie normalne i skolemizacja

Prefiksowe postacie normalne i skolemizacja

Twierdzenie 2.

Dla dowolnej formuty a jezyka KRP istnieje réwnowazna jej formuta o/ w
prefiksowej postaci normalnej, o tych samych zmiennych wolnych co a.
Kazda taka formute o/ nazywamy prefiksowa postacia normalna formuty
a.

v

Twierdzenie 3.
Dla dowolnego zdania a = Vx ... Vx,3y3 jezyka KRP sygnatury o zdanie

o =Vxg . VxB(F(xa, -0 xn)),

gdzie f jest nowym symbolem funkcyjnym spoza o, jest réwnospetnialne z
.
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TA w KRP a wtasnosci metalogiczne KRP Prefiksowe postacie normalne i skolemizacja

Prefiksowe postacie normalne i skolemizacja

Twierdzenie 4.

Dla dowolnego zdania « jezyka KRP sygnatury o istnieje formuta
uniwersalna o/ w jezyku KRP sygnatury o rozszerzonej o nowe symbole
funkcyjne taka, ze a oraz o' sa réwnospetnialne.

Kazda formute o’ spetniajacy teze powyzszego twierdzenia nazywamy
skolemowa postacig normalng formuty .

Na mocy powyzszego twierdzenia tworzenie tablic analitycznych dla
(negacji) dowolnych formut jezyka KRP mozna sprowadzi¢ do tworzenia
tablic analitycznych dla (negacji) formut uniwersalnych.
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TA w KRP a wtasnosci metalogiczne KRP Prefiksowe postacie normalne i skolemizacja
Przyktady

Formute w prefiksowej postaci normalnej réwnowazna inferencyjnie z (1):

o (1) ¥xIyP(x, y) V ~3x#yQ(x,y)

mozemy znalez¢ np. w nastepujacy sposéb:

e Vx3yP(x,y) V -3IxVyQ(x,y)
o Yu(IyP(u,y) V =3xVyQ(x, y)
e Yu3v(P(u,v)V —3xVyQ(x,y)
o Yu3v(P(u,v)V Vx=VyQ(x,y)
e Yuav(P(u,v) VvV VxIy-Q(x,y))

u,v) vV 3y=Q(w,y))
P(u,v)V =Q(w,z)).

)
)

e Yudvvw(P
o YuidvVwiz

—_ o~
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TA w KRP a wtasnosci metalogiczne KRP Prefiksowe postacie normalne i skolemizacja
Przyktady

Formute w prefiksowej postaci normalnej réwnowazng inferencyjnie z (2):
° (2) VxVy(3z(P(x,2) A Py, 2)) = FuQ(x,y, u))

mozemy znalez¢ np. w nastepujacy sposob:

e VxVy(3z(P(x,z) A P(y,z)) — JuQ(x,y, u))
o VxVyVw((P(x,w) A P(y,w)) — JuQ(x,y, u))
o VxVyVw3z((P(x,w) A P(y,w)) — Q(x,y,z)).
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TA w KRP a wtasnosci metalogiczne KRP Prefiksowe postacie normalne i skolemizacja
Przyktady

Mozliwymi postaciami skolemowymi formut (1) oraz (2) sa np.: ]
o (1) Vuvw(P(u,f(u))V-Q(w,g(u,w)))
o (2) VxVyVw((P(x,w) A P(y,w)) — Q(x,y, f(x,y,w))).
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TA w KRP a wtasnosci metalogiczne KRP Zwartos¢

/wartosé

Twierdzenie 5. Twierdzenie o zwartosci.
Zbiér zdan S jezyka KRP jest spetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
skonczony podzbiér S jest spetnialny.

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze zbiér zdan S jezyka KRP nie jest
spetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy pewien skonczony podzbiér S nie jest
spetnialny.
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Tt i Lenilicine-Selkie
Twierdzenie Lowenheima-Skolema

Twierdzenie 6. Twierdzenie Léwenheima-Skolema.
Jesli przeliczalny zbiér zdan S jezyka KRP jest spetnialny (tj. ma model),
to S ma model przeliczalny.

Dowdd.

Rozwazmy systematyczng tablice analityczna D z zatozen S i o korzeniu
—(a A =) dla dowolnego wybranego zdania a. Na mocy twierdzenia o
trafnosci metody tablic analitycznych w KRP, D nie moze by¢ dowodem
tablicowym formuty a A -« (gdyz to oznaczatoby, ze o A -« jest
tautologia KRP, co nie jest prawda). Tablica D nie jest zatem sprzeczna,
czyli zawiera gataz otwartg P. Wtedy struktura 9" zdefiniowana w
dowodzie twierdzenia o petnosci metody TA w KRP jest modelem zbioru S.
Poniewaz istnieje przeliczalnie wiele terméw bazowych jezyka KRP, wiec
9P jest przeliczalnym modelem S.

v
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TA w KRP a wtasnosci metalogiczne KRP Twierdzenie Herbranda

Twierdzenie Herbranda

Nastepujace twierdzenie wzmacnia twierdzenie o petnosci metody TA w
KRP, w tym sensie, ze pozwala przechodzi¢ od niespetnialnosci zbioru
formut uniwersalnych (lub nawet formut ze zmiennymi wolnymi) jezyka
KRP do niespetnialnosci pewnego zbioru formut KRZ.

Twierdzenie 7. Twierdzenie Herbranda.
Niech S bedzie zbiorem formut otwartych jezyka KRP. Wtedy zachodzi
alternatywa:

e (a) S ma model Herbranda;

@ (b) S nie jest spetnialny. W szczegélnosci, istnieje skonczenie wiele
podstawien (terméw bazowych za zmienne wolne) formut z S takich,
ze koniunkcja formut otrzymanych w wyniku tych podstawien nie jest
spetnialna.
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TA w KRP a wtasnosci metalogiczne KRP Twierdzenie Herbranda

Twierdzenie Herbranda

Warunek (b) powyzej jest réwnowazny warunkowi:

@ (c) Istnieje skonczenie wiele podstawien (terméw bazowych za zmienne
wolne) negacji formut z S takich, ze alternatywa formut otrzymanych
w wyniku tych podstawien jest tautologia KRP. Zauwazmy, ze w tym
przypadku mozemy tak dobra¢ zmienne zdaniowe (z jezyka KRZ), ze
odpowiednia alternatywa tych zmiennych jest tautologia KRZ.

Waznym whnioskiem z twierdzenia Herbranda jest nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 8.

Jesli a(X) jest formuta bez kwantyfikatoréw w jezyku KRP z co najmnie;]
jedna stata indywiduowa, to 3 a(X) jest tautologia wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja termy bazowe t; takie, ze alternatywa a(t;) V...V a(t_,;) jest
tautologiq.iWyraz'enie X oznacza ciag zmiennych wolnych. Podobnie,

wyrazenie t oznacza cigg terméw bazowych.]
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TA w KRP a wtasnosci metalogiczne KRP Twierdzenie Herbranda

Twierdzenie Herbranda

Twierdzenie powyzsze mozna réwniez wzmocni¢ do twierdzenia
nastepujacego.

Twierdzenie 9.

Niech « bedzie zdaniem w prefiksowej postaci normalnej (w jezyku L), a 3
formuta w prefiksowej postaci normalnej réwnowazng inferencyjnie
(tablicowo) zdaniu —a oraz niech v(X") bedzie otwarta skolemizacja
formuty 8 (w jezyku L', tworzong wedle konstrukgji podanej w twierdzeniu
3). Wtedy « jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja termy bazowe
..., t, jezyka L' takie, ze alternatywa ﬂfy(t_f) V...V —vy(t_,:) jest
tautologia.

(Formuta jest otwarta, jesli zawiera zmienne wolne. W przeciwnym
przypadku jest zamknieta.)
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Tt Eeine Chudie
Twierdzenie Churcha

Precyzyjne sformutowanie twierdzenia Churcha wymagatoby wprowadzenia
catego szeregu pojec i twierdzen zwigzanych z matematyczng reprezentacja
pojecia obliczalnosci. Na to w niniejszym elementarzu nie mozemy sobie

pozwoli¢.

W dotychczasowym programie studiéw Jezykoznawstwa i Informacji
Naukowej przewiduje sie (na roku trzecim) osobne konwersatorium Funkcje
Rekurencyjne, poswiecone tej problematyce.

v

W planie studiéw Jezykoznawstwa i Nauk o Informacji przewiduje sie,
réwniez na roku trzecim, kurs Algorytmy i Obliczanie, gdzie takze
planuje sie omawianie tej problematyki.
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Tt Eeine Chudie
Twierdzenie Churcha

Metoda tablic analitycznych jest jedynie péfalgorytmem, t;j.:

o Jesli a jest tautologia KRP, to isnieje tablicowy dowdd «.

e Jesli v nie jest tautologia KRP, to (systematyczna) tablica
analityczna dla @ moze zawiera¢ gataz, ktéra nalezy przedtuza¢ w
nieskonczonos$¢; w konsekwencji, nie mozna w skoriczonej liczbie
krokéw wykaza¢ z pomoca tablic analitycznych, ze dana formuta nie
Jest tautologia KRP.

Powyzsze ograniczenie nie dotyczy jedynie metody tablic analitycznych.
Twierdzenie Churcha stwierdza, ze nie istnieje metoda algorytmiczna
ustalania, czy dowolna formuta a jezyka KRP jest, czy tez nie jest
tautologia tego rachunku.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (2) 19 / 76



TA w KRP a wtasnosci metalogiczne KRP Twierdzenie Churcha

Twierdzenie Churcha

Nie ma zatem efektywnej metody, tj. wykorzystujacej jedynie z géry
okreslone, mechaniczne kroki, ktéra w skonczonej liczbie takich krokéw
pozwolitaby rozstrzygnad, dla dowolnej formuty a jezyka KRP, czy « jest,
czy tez nie jest tautologia tego rachunku. Rachunek predykatéw jest
nierozstrzygalny.

Jak dowiemy sie z nastepnych wyktadéw, istnieja metody syntaktyczne (np.
metoda aksjomatyczna) takie, ze ogét tez KRP pokrywa sie ze zbiorem
wszystkich tautologii KRP. Nie jest to zadna sprzeczno$¢ z wypowiedzianym
przed chwila twierdzeniem Churcha. W metodzie aksjomatycznej méwimy,
ze « jest tezg KRP, gdy istnieje dowdd « z aksjomatéw tego rachunku. |
chociaz zbidr aksjomatéw jest obliczalny (efektywnie podany), a takze
reguty wnioskowania s3 obliczalne, czego konsekwencja jest to, ze pojecie
dowodu réwniez jest obliczalne, to nie istnieje zadna efektywna metoda
ograniczenia ztozonosci (np. dtugosci) dowodu danej tezy.
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Tt Eeine Chudie
Twierdzenie Churcha

Tak wiec, chociaz wiemy, ze dla dowolnej formuty a jezyka KRP, ze: )

@ « jest tezag KRP wtedy i tylko wtedy, gdy « jest tautologia KRP, )

to nie mozemy z gory okresli¢ dtugosci dowodéw tez KRP. | to whasnie
kryje sie za nierozstrzygalnoscia KRP.

Wiecej na ten temat dowiedza sie ci studenci, ktérzy dobrna do trzeciego
roku studiéw, od tych wyktadowcéw, ktérzy momentu tego dozyja.

Na razie zyczmy sobie nawzajem, aby obu stronom udato sie ten program
zrealizowac.
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Metoda TA dla KRP z identycznoscia

Jesli pracujemy w jezyku KRP z identycznoscia, to identycznosé jest
traktowana w metodzie TA jako stafa logiczna. Trzeba zatem podac
dodatkowe reguty dotyczace tablic atomowych zawierajacych predykat
identycznosci. Ponadto, twierdzenia o trafnosci oraz o petnosci tablic
analitycznych dla jezyka KRP z identycznoscia wymagaja osobnych
dowodéw.

Identycznos¢ jest relacja réwnowaznosci, czyli jest zwrotna, symetryczna
oraz przechodnia. Nadto, przedmioty identyczne s3 nieodréznialne, ani
przez zadng wtasno$¢, ani poprzez pozostawanie w zaleznosciach z innymi
przedmiotami.

Zauwazmy, ze bez relacji identycznosci praktycznie niewyobrazalne jest uprawianie
wiekszosci dyscyplin matematycznych — wspétczesne rozumienie pojecia funkcji,
jednego z najistotniejszych poje¢ matematycznych, wykorzystuje relacje
identycznosci.
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Metoda TA dla KRP z identycznoscia Definicje

ldentycznosé

Dla predykatu identycznosci tradycyjnie uzywanym symbolem jest = i
tradycja ta zostanie tu uszanowana. To, ze relacje identycznosci
oznaczamy tym samym symbolem, nie powinno prowadzi¢ do
nieporozumien — z kontekstu zawsze bedzie jasno wynikaé, czy odnosimy
sie do predykatu (jezyk), czy do relacji (odniesienie przedmiotowe jezyka,
interpretacje).

Tak wiec, identyczno$¢ terméw t; oraz tp zapisywaé bedziemy formuta:
t; = tp. Formute —t; = t, bedziemy (takze zgodnie z tradycja), zapisywac
tez czasem w postaci t; # to.
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Metoda TA dla KRP z identycznoscia Definicje

ldentycznosé

O predykacie identycznosci zaktada sie nastepujace aksjomaty:
o (1) Vx (x =x)
o () Vx1..VxoVy1 .. Vyn (i =y1 Ao AXnp=yn) —
(FOas-- %) = fy1,-- -, ¥n)))
e B)Vx1... VX Vy1..Vyn (i =y1 Aec. AXn=yn) —
('D(Xla e ,X,,) = Q(YL s a}/n)))'

dla wszystkich n-argumentowych symboli funkcyjnych f oraz wszystkich
predykatéw n-argumentowych, dla wszystkich n.

Zwrotnos¢ predykatu identycznosci wyraza warunek (1). Wtasnosci:
symetrycznosci oraz przechodniosci predykatu identycznosci, czyli:

o VxVy (x=y =y =x)
@ VxVyWz ((x=yAy=2z)—> x=2)

sa konsekwencja powyzszych aksjomatéw.
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Bt
Tablice atomowe w jezyku KRP z identycznoscia

Tablicami atomowymi s3, oprécz wymienionych w definicji TA dla KRP,
réwniez wszystkie drzewa postaci:

[0 «

1 =1 =1

\ \
ot/ /t1) a(t2//t)

gdzie « jest dowolnym zdaniem jezyka KRP z identycznoscia, a t; oraz t»
dowolnymi termami bazowymi tego jezyka, oraz gdzie a(t»//t1) jest
formuta powstajaca z o poprzez zastapienie pewnych wystapien termu t;
wystapieniami termu t.
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Bt
Tablice analityczne w jezyku KRP z identycznoscia

Definicja tablic analitycznych w jezyku KRP z identycznoscia jest taka
sama, jak definicja TA w KRP, przy czym tablice atomowe s3 teraz
oczywiscie rozumiane w sensie definicji podanej powyzej.

@ Gataz P tablicy analitycznej D jest sprzeczna, jesli:
e « oraz —« wystepuja w P, dla pewnego zdania «, lub
o —(t =t) wystepuje w P, dla pewnego termu t.

@ Tablica D jest sprzeczna, jesli kazda gataz w D jest sprzeczna.

Wszystkie pozostate definicje z czesci (1) (tablice systematyczne, tablice
zakonczone, dowody tablicowe, itd.) przenosza sie automatycznie na
przypadek jezyka KRP z identycznoscia.
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Metoda TA dla KRP z identycznoscia Definicje

Reguty tworzenia tablic analitycznych

Reguty dotyczace predykatu identycznosci w metodzie tablic analitycznych
mozna sprowadzi¢ np. do nastepujacych dwdch:

o Jesli t; oraz tp s3 dowolnymi termami, « zawiera jakie$ wystapienia
termu t1, to gataz tablicy zawierajaca formuty o oraz t; = t»
przedtuzamy dodajac formute a(ta//t1):

Ri2(=) .

|
th =1t
|
a(t2//t1)
gdzie a(tz//t1) jest formuta powstajaca z o poprzez zastapienie
pewnych wystapien termu t; wystapieniami termu tp.
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Metoda TA dla KRP z identycznoscia Definicje

Reguty tworzenia tablic analitycznych

o Jesli t oraz tp s3 dowolnymi termami, o zawiera jakie$ wystapienia
termu t1, to gataz drzewa zawierajaca formuty o oraz t, = ty
przedtuzamy dodajac formute a(t2//t1):

Ro1(=)

th =11

|
a(tz//t1)
gdzie a(ta//t1) jest formuta powstajaca z o poprzez zastapienie
pewnych wystapien termu t; wystapieniami termu tp.

Umowa notacyjna. Zastosowanie reguty Rjj(=) w kroku ™ do formuty o
numerze (m) z wykorzystaniem identycznosci terméw t; oraz tp wyrazonej w
formule o numerze (k) zaznaczaé¢ bedziemy umieszczonym z prawej strony

k,ta//t:
formuty o numerze (m) komentarzem: """
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Metoda TA dla KRP z identycznoscia Poprawnoéé metody TA w KRP z identycznoscia

Poprawnos$¢ metody TA w KRP z identycznoscig

Chociaz nie mozemy zagwarantowa¢ srodkami czysto syntaktycznymi, ze
interpretacja predykatu identycznosci jest relacja identycznosci, to mozemy
mimo to zagwarantowa¢, ze metoda tablic analitycznych w jezyku KRP z
identycznoscia jest trafna i petna.

Zachodzi Twierdzenie o trafnosci metody tablic analitycznych w
KRP z identycznoscia i jego dowdd jest natychmiastowy.

Dla dowodu twierdzenia o petnosci metody TA w KRP z identycznoscia
trzeba wprowadzi¢ pojecie modelu ilorazowego.
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Metoda TA dla KRP z identycznoscia Poprawnoéé metody TA w KRP z identycznoscia

Model ilorazowy

Niech 91 bedzie struktura otrzymana w twierdzeniu o petnosci metody TA
w KRP (pomijamy indeks odnoszacy sie do gatezi, gdyz nie jest on tu
istotny), dla systematycznej tablicy analitycznej D ze zbioru zatozen S.
Przypominamy, ze elementami uniwersum 90t s termy bazowe.

Definiujemy relacje = w uniwersum modelu 9t:
o t; X tp wtedy i tylko wtedy, gdy I = t; = to.

Whtedy £ jest relacja réwnowaznosci w uniwersum modelu 9t. Niech [¢]
oznacza klase réwnowaznosci termu t wzgledem tej relacji.

Budujemy model ilorazowy 9/~ w sposéb nastepujacy: J
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Metoda TA dla KRP z identycznoscia Poprawnoéé metody TA w KRP z identycznoscia

Model ilorazowy

@ uniwersum modelu 9%/~ to rodzina wszystkich klas réwnowaznosci

~Y

relacji =.

o F=([ts],...,[ta]) = [F™(t1, ..., ts)], dla kazdego symbolu
funkcyjnego f.

e M/~ = R([t1], - .., [tn]) wtedy i tylko wtedy, gdy I = R(t1, ..., t,),
dla kazdego predykatu (réznego od predykatu identycznosci).

W standardowy sposéb pokazuje sie, ze jest to poprawna definicja, tj., ze
nie zalezy ona od wyboru reprezentantéw z poszczegélnych klas
réwnowaznosci =,

Interpretacja predykatu identycznosci w modelu 901/~ jest relacja
identycznosci (a nie jakakolwiek inna relacja réwnowaznosci spetniajaca
aksjomaty identycznosci).
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Poprawnoéé metody TA w KRP z identycznoscia
Petnos¢ metody TA w KRP z identycznoscia

Twierdzenie 10. Petnos¢ metody tablic analitycznych w KRP z
identycznoscia.

Dla dowolnego zbioru zdan S zawierajacego aksjomaty identycznosci
zachodzi alternatywa:

@ S jest tablicowo sprzeczny.

@ Istnieje model dla S, w ktérym predykat identycznosci interpretowany
jest jako relacja identycznosci.

Twierdzenia o trafnosci i petnosci metody TA w KRP z identycznoscia
gwarantuja, ze mozna poprawnie uzywac tej metody do rozwigzywania
takich samych probleméw, jak w KRP.
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Fezbitcly
Przyktad 1

Pokazemy, ze nastepujace formuty tworza zbiér semantycznie niesprzeczny: J

Przypuszczamy zatem, ze podane wyzej formuty sa prawdziwe w co
najmniej jednej interpretacji. Przypuszczenie to zostanie potwierdzone, o ile
tablica analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy te formuty
bedzie miato co najmniej jedna gataz otwarta. Budujemy tablice:
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Fezbitcly
Przyktad 1

(0.1) ¥x (P(x) — x = a) 17a2"b
(0.2) ‘P(b)
(03) a L b
(1) P(a) L a=a 4"

(2) P(b) L b=a3"

(31) —P(b) (3p) b=a

(4) ~P(a) 3%/ (4p) e
\
(5) —P(b) °
\
X0.2,5
Tablica ma gataz otwarta. Zbiér semantycznie niesprzeczny.
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Metoda TA dla KRP z identycznoscia Przyktady

Przyktad 2

Pokazemy, ze kazda relacja, ktéra jest jednoczesnie symetryczna oraz
antysymetryczna jest zawarta w relacji identycznosci.

W tym celu wystarczy pokaza¢, ze nastepujaca reguta wnioskowania jest
niezawodna:

VxVy (P(x,y) — P(y,x)
VxVy (P(x,y) A P(y,x) = x=y)
VxVy (P(x,y) — x =)

Budujemy tablice analityczng, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy
przestanki oraz zaprzeczenie wniosku badanej reguty [poniewaz tablica nie
miesci sie na jednym slajdzie, przedstawiamy ja w dwéch czesciach]:
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Fezbitcly
Przyktad 2

(0.1) VxWy (P(x,y) — P(y.x)) *'2
(0.2) VxVy (P(x,y) AP(y,x) = x=y) &2
(0.3) —x¥y (P(x,y) > x=y) -V2
(1) Yy (P(a,y) L. y) 2Ve
(2) —(P(a,b) —‘> a=b)
(35) P(a,b)
(34) a#b
(4) Yy (P(a,y) L yPa) 5"b

(5) P(a,b) . P(a,b) &~
\
(6) Yy (P(a,y) AP(y,a) —a=y) 7P

(7) P(a,b) A P(b, a) L a=b %"

37—
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Fezbitcly
Przyktad 2

(7) P(a,b)AP(b,a) - a=5b 9.7
(81 ﬂP(a‘, b) (8p) P(b,a)
X3g,8;

(9) ~(P(a, b) A P(b,2)) 107" (%) a \: b
X34.9p

(10/) ‘!P(a, b) (10p) ﬁP(b, a)

\ \
X3g,10, X8p,10p

Tablica zamknieta. Reguta niezawodna.
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Fezbitcly
Przyktad 3

Pokazemy, ze nastepujaca formuta jest tautologia KRP z identycznoscia: )

P(a) = Vx (x = a — P(x)) )

W tym celu wystarczy pokazaé, ze powyzsza formuta ma dowéd tablicowy,
tj., ze tablica analityczna jej negacji ma wszystkie gatezie zamkniete: ’
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Fezbitcly
Przyktad 3

—(P(a) = Vx (x = a — P(x))) 1.7=

(L) "D(a) (1pg) —P(a)

(1g) ~¥x (x=a— P(x)) 2Vt (Lpg) ¥x(x=a— P(x)) %2

| -
(2) ~(b=a ‘_> P(b)) 3 (5) a=a—P(a)
3g) b=
Ge) b= p (6) ~a=2  (65) P(a)
B4) —P(5) e ‘o, i) o
@ -
><1,g,4

Tablica sprzeczna. Badana formuta jest tautologia KRP.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (2) 39 /76



Fezbitcly
Przyktad 4

Ustalimy, czy nastepujaca reguta jest niezawodna: ]

Vx(x = a — P(x))
azZb
P(b)

Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy
przestanki oraz zaprzeczony wniosek:
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Fezbitcly
Przyktad 4

(0.1) Vx (x =a — P(x)) 173 2.7
(0.2) a 7-‘£ b

03) -P(s)
(1) a=a ‘—> P(a)

(2 b=a ‘_> P(b) 4~

—

(4) ~b=a (4p) ‘P(b)

\
L) X0.3,45

Tablica ma gataz otwarta. Badana reguta jest zawodna.
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi

Doktadniejsze oméwienie dziatania metody TA dla KRP z symbolami
funkcyjnymi odktadamy na nieco pé6zniej. Zajmiemy sie tym mianowicie
dopiero po wprowadzeniu pojecia unifikacji, co nastapi w wykfadzie
poswieconym konsekwencji rezolucyjnej w KRP.

Ponizej podajemy jedynie kilka prostych przyktadéw, w ktérych nie trzeba
odwotywac¢ sie do pojecia unifikacji. Niektére dowody zapisywane beda nie
w postaci drzew, ale w postaci tabel, zawierajagcych ponumerowane wiersze
dowodu oraz stosowne komentarze dowodowe.
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VikEEEEE il
Przyktad 4: Wtasnosci Funkgji

Udowodnimy, ze dla dowolnych funkcji f, g oraz h:

(F) VxVy ((x =y Af(y) = &g(y)) = (h(f(x)) = h(g(¥))))-

Oczywiscie, milczaco zaktadamy tu, ze dziedziny i przeciwdziedziny
rozwazanych funkgji s3 dobrze okreslone.

Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego korzeniu umieszczamy
zaprzeczenie warunku (MK). Zatozenia, iz f, g oraz h sa funkcjami beda
wykorzystywane w regutach identycznosci (podstawiania terméw).

Poniewaz tablica jest sprzeczna, wigc stanowi dowéd warunku (?X): ]
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VikEEEEE il
Przyktad 4: Wtasnosci Funkgji

~x¥y ((x = y A F(y) = () N h(F(x)) = h(g(y))) *?
()~ (0 =y 1 () = 86D = HEGD = He) 2Vb
(2) ~((a= b/ F15) = 5(5) — H(F(2) = his(4) 37T
(3¢) a=bAF(b)=g(b)*"
(34) —h(f(a)) = h(g(b)) 5*'"*

(4¢) a:‘b
\
(44) f(b) :‘g(b)6

(5) —h(f(a)) = h(g(a)) 7>/ /5@
\
(6) f(a) n g(a)
(7) ~h(F(@) = ()

X7

A4g.a//l:
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Arytmetyka Robinsona

Tabliczki dodawania i mnozenia zbudowaé mozna w Arytmetyce

Robinsona. Jest to system aksjomatyczny w jezyku KRP z identycznoscia
oraz nastepujacymi symbolami funkcyjnymi:

@ o — jednoargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie o(t), gdzie t
jest dowolnym termem, czytamy: nastepnik t;

e @ — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie @&(t1, t2), gdzie
t1, to s3 dowolnymi termami, czytamy: suma t; i t;

e ® — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie ®(t1, t), gdzie
t1, to s3 dowolnymi termami, czytamy: iloczyn t; i t>.

Nadto, w jezyku Arytmetyki Robinsona uzywamy statej indywiduowej ).
Jest to symbol, ktéry czytamy: zero.
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Anjimste
Arytmetyka Robinsona

Aksjomaty dotyczace jedynie predykatu identycznosci:
® Vx (x =x)
o VxVy (x=y —y=x)
o VXVyVz (x=yANy=12z)— x=2z).

Aksjomaty identycznosci dla symboli (), o, @ oraz ®:

o VxVy (x =y — o(x) = a(y))

o VxVyVz (x =y — ®&(x,z) = ®(y, 2))
o VxVyVz (x =y — @&(z,x) = &(z,y))
o VxVyVz (x =y — ®(x,z) = ®(y, z))
o VxVyVz (x =y — ®(z,x) = ®(z,y))
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Anjimste
Arytmetyka Robinsona

Aksjomaty specyficzne systemu Arytmetyki Robinsona:

o A
o A:
e As:
e Ay vV
o As:
e As: V
e As:

VxVy (x #y — a(x) # a(y))

Vx (O # o(x))
Vx (x # O — Jy (x =0(y)))
x (®(x,0) = x)
VxVy (B(x,0(y)) = o(®(x, y)))

(
x (©(x,0) = O)
( -

YxVy (@(x,0(y)) = (2(x, y), x)).
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Anjimste
Arytmetyka Robinsona

Modelem zamierzonym dla tych aksjomatéw jest struktura, ktérej
uniwersum jest zbiér wszystkich liczb naturalnych, a denotacjami
poszczegdlnych terminéw pozalogicznych sa:

@ symbolu () — liczba zero;
@ symbolu o — operacja nastepnika;

@ symbolu & — operacja dodawania;

@ symbolu ® — operacja mnozenia.
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi

Arytmetyka Robinsona

Oto dowdd, iz ®(a(c(O)), a(c(O)))

plus dwa jest cztery:

Arytmetyka

o(o(a(a(Q)))), czyli ze dwa

1| Vx & (x,0)=x aksjomat Ay
2. | VxVy @ (x,0(y)) = o(®(x,y)) aksjomat As
3. | ~(&(e(a(0)),0(e(O))) = a(a(o((D))))) z.d.n.
4. | &(o(a(0)), O) = a(c(O)) R(Y) dla 0(c(Q)) w As
5. | Vy @(a(c(O)),0(y)) = a(®(o(c(O)). ¥)) R(V) dla o(0(O)) w As
6. | ®(o(a(0)),0(Q)) = a(&(c(a(0)), O)) R(V) dla O w 5.
7. | ®(o(a(0)),0(a(Q))) = o(B(a(c(O)),0(O))) | R(¥) dla a(O) w 5.
8. | ®(a(a(0)),0(a(0))) = a(&(a(e(O)), O)) 6. i 7., reguty dla =
9. | ®(c(c(0)),ca(c(0))) = a(o(a(a(D)))) 4.18., reguty dla =
10. | X3y Sprzecznosé: 3, 9.
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Anjiaciste
Arytmetyka Robinsona

W Arytmetyce Robinsona tatwo dowodzi sie wszelakich konkretnych faktéw
arytmetycznych, np.: O # o(0O), a(QO) # a(c(Q)), itp. Natomiast nie s3
w niej dowodliwe liczne zdania generalnie skwantyfikowane, jak np.

Vx (x # o(x)). Przyktadowe dowody zdan tego drugiego rodzaju podamy
za chwile, omawiajac aksjomatyke Arytmetyki Peana.

Pokazmy jeszcze jeden dowdd w Arytmetyce Robinsona: udowodnimy
mianowicie, ze z aksjomatéw A; oraz A, wynika logicznie nieréwnosé¢
a(Q) # a(a(0)), tj. iz jeden jest rézne od dwa. Budujemy tablice
analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy A; oraz Ay, a takze

—0(O) # o(e(O)).
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Anjimste
Arytmetyka Robinsona

(0.1) VxVy (x #y T o(x) # a(y)) 27O
(0.2) Vx O # o(x) 17O

(0.3) ~o(O) Jﬁ a(e(0))
1) O 7"5 a(0)
(2) Wy (O #y — a(O) #a(y)) 37O
(3) O#0a(0) = a(O) #a(a(O) *

(41) ~O 77 a(O) (4p) o(O) 7‘& a(a(O))

X1,4 X0.3,4p

Tablicowy dowsd o () # a(a(Q)).
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Anjimste
Arytmetyka Robinsona

Przedstawimy dowody nastepujacych zdan jezyka Arytmetyki Robinsona: J

®(0,0(0)) =2(O)

®(0,0(0)) = O-
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Dowsd &(O, 0(0O)) = o(O)

0.1. | Vx (®(x,0) = x) aksjomat A4

0.2. | VxVy (®(x,0(y)) = o(®(x,y))) | aksjomat As

0.3. | ~(®(O,a(Q)) =0a(Q)) z.d.n.
L [ a(0,0)=0 0.1, R(v) dla O
2 [ Wy (600, 0)) = o(@(0, 1)) | 02, R(Y) dla O
3. | 9(0,0(0)) = o(2(0,0)) 2, R(v) dla O
4. [ 3(0,0(0) = 7(0) 13, R(5)
5. | X03.4 Sprzecznos¢.
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi

Arytmetyka

0.1. | Vx (&(x,O) = x) aksjomat A4

0.2. | ¥x (®(x,0) =0) aksjomat Ag

0.3. | VxVy (®(x,0(y)) = ®&(®(x,y),x)) | aksjomat A;

0.4. | 2(2(0,0(0))=0) z.d.n.
L | ®0O,0)=0 0.2, R(V) dla O
2. | Yy (2(O,0y)) = &(2(0,¥),O)) | 0.3., R(v) dla O
3. | ®(0,0(0)) =8((0,0),0) 2, R(v) dla O
4. | 9(0,0(0)) =(0,0) 1,3, R(=)
5 | &(0,0)=0 0.1, R(Y) dla O
6. | ®(0,0(0) =0 45 R(=)
7. | X046 Sprzecznosc.
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Anjimste
Arytmetyka Peana

Rozszerzymy teraz system arytmetyki Robinsona poprzez dodanie do jego
aksjomatéw schematu aksjomatéw, zwanego zasadg indukcji. Otrzymany
w ten sposéb system nazywa sie Arytmetyka Peana.

State pozalogiczne Arytmetyki Peana sa takie same, jak w Arytmetyce
Robinsona:

e o — jednoargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie o(t), gdzie t
jest dowolnym termem, czytamy: nastepnik t;

e @& — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie &(t1, t2), gdzie
t1, to s3 dowolnymi termami, czytamy: suma t1 i to;

e ® — dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyrazenie ®(t1, t2), gdzie
t1, to sa dowolnymi termami, czytamy: iloczyn t1 i t;

e (O — stata indywiduowa; symbol () czytamy: zero.
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Anjimste
Arytmetyka Peana

Aksjomaty identycznosci dla symboli (), o, @ oraz ® s3 takie same, jak
w Arytmetyce Robinsona.

Aksjomaty specyficzne Arytmetyki Peana:

Pr: VxVy (x # y — o(x) # o(y))

Py: ¥x (O # o(x))

Ps3: Vx (®(x,O) = x)

Py: YxVy (&(x,0(y)) = a(D(x,y)))

Ps: Vx (®(X> O) = O)

Ps: VxVy (2(x,0(y)) = &(®(x,y), x))

Pr: (A(O) A ¥x (A(X) — A(o(x)))) — ¥x A(x)

(dla dowolnej formuty A, o jednej zmiennej wolnej, jezyka Arytmetyki
Peana).

v
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Anjimste
Arytmetyka Peana

P7 nie jest jednym aksjomatem, lecz schematem (przeliczalnie wielu)
aksjomatéw. P; nazywamy zasada indukcji.

Rozwazmy nastepujaca regute wnioskowania:

AO)
—Vx A(x)

Ix (A(x) A —A(o(x)))

gdzie A(x) jest dowolna formuta jezyka Arytmetyki Peana z jedna zmienna
wolna. Nazwiemy ja regufa indukcji matematycznej (w skrécie: RIM).

y
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Anjiaciste
Arytmetyka Peana

Jesli do aksjomatéw P;—Pg dotaczy¢ regute RIM, to mozna udowodni¢ —
co samo w sobie nie jest zaskakujace — zasade indukcji P7. W tym celu
wystarczy dowies¢, ze z przestanek A(Q) oraz Vx (A(x) — A(o(x)))
wynika logicznie wniosek Vx A(x), dla dowolnej formuty A(x) jezyka
Arytmetyki Peana z jedna zmienna wolna.

Budujemy wiec tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu
umieszczamy powyzsze przestanki oraz zaprzeczony wniosek:
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_______Metoda TA dla KRP z symbolami funkeyinymi _[ECRLEERS
Arytmetyka Peana

1.RIM

(0.1) A(O)
(0-2) Vx (A(x) — A(o(x))) >
(0.3) —Vx A(x)
(1) 3x (A(x) A ~A(a(x))) 22
(2) A(a) ‘A ~A(o(a)) +"
(@MﬂTMdmi”
@aA@
(44) ~A(o(2))

1. RIM

(51) ﬁ%‘\(a) (5p) A(f‘f(a))

X4g.5) X4y4.5p

Tablica sprzeczna. P1—Ps i RIM implikuja zasade indukcji Ps.
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Anjiaciste
Arytmetyka Peana

Rozwazmy jeszcze jedno zastosowanie reguty indukcji RIM.
Jak juz wspomniano, w Arytmetyce Robinsona nie mozna udowodni¢, ze

Vx (x # o(x)).

Pokazemy, ze zdanie to mozna udowodni¢ z aksjomatéw A; oraz A
Arytmetyki Robinsona oraz reguty RIM.

Budujemy tablice analityczna, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy Aj,
Ay oraz =Vx (x # o(x)). Formuta A(y), ktéra wystapi w przestankach
reguty RIM jest formuta Vx (y # o(x)).

Poniewaz ta tablica jest sprzeczna, wiec Vx (x # o(x)) mozna udowodni¢ z
aksjomatéw A; oraz Ar Arytmetyki Robinsona przy pomocy reguty RIM:
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Anjimste
Arytmetyka Peana

(0.1) VxVy (x #y T o(x) # a(y)) >

(0.2) ¥x O ;T o(x) 1™
(0.3) —Vx x 7‘5 o(x) LRIM
(1) 3Ix (x # o(x) ‘A —(o(x) # o(a(x)))) *

(2) a#a(a) /‘\ —(o(a) # o(o(a))) 5"
(3) Yy (a#y — o(a) #a(y)) * 7@
(4) a# o(a) — o(a) # a(a(a)) &
(5¢) a#o(a)
(54) —o(a) ;«‘é o(o(a))

Va

(61) —a 7‘£ o(a) (6p) o(a) T o(o(a))

X5g,6) X54.,6p
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Altien Gy
Algebra: Grupy — Pierwsza Aksjomatyka

Aksjomaty teorii grup mozna sformutowac w réznych jezykach, tzn. mozna
na rézne sposoby dobra¢ zestaw statych pozalogicznych. Podamy trzy takie
mozliwosci.

Teoria grup: pierwsza aksjomatyka. J

Jezyk teorii grup jest w tym przypadku jezykiem KRP z identycznoscia oraz:

@ jednym dwuargumentowym symbolem funkcyjnym [, nazywajacym
dziatanie w grupie.
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Altien Gy
Algebra: Grupy — Pierwsza Aksjomatyka

Aksjomaty identycznosci dla symbolu [, czyli formuty:
° VxVyVz (x =y — B(x,z) =y, 2))
° VxVyVz (x =y — [(z,x) =(z,y)).

Uwaga. We wszystkich trzech aksjomatykach dla teorii grup dochodza
jeszcze warunki ustalajace, ze identycznos¢ jest relacja réwnowaznosci.

Aksjomaty specyficzne teorii grup:
o Gi: WxVy (BO(x,E(y, 2)) = B(B(x, y), 2))
o G3: VxVy3z ([(x,z) = y)
o G}: VxVy3z (L(z,x) = y).
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Altien Gy
Algebra: Grupy — Pierwsza Aksjomatyka

Warunek przemiennosci dziatania [, tj.:

(A) VxVy (B(x,y) =By, x))

nie jest logiczng konsekwencja aksjomatéw teorii grup. Te uktady postaci
(G,Eg), dla ktérych G jest dowolnym zbiorem, a [ dziataniem w zbiorze
G takim, ze zachodza aksjomaty teorii grup oraz warunek (A) nazywamy
grupami przemiennymi (albo abelowymi).

Jako ¢éwiczenie proponujemy prébe wykazania, ze istotnie warunek (A) nie
wynika logicznie z aksjomatéw teorii grup. Wskazéwka: budujemy tablice
analityczng, tj. drzewo, w ktérego pniu umieszczamy aksjomaty Gi, G2,
G} oraz negacje warunku (A). Tablica nie jest sprzeczna, co oznacza, ze
(A) nie jest logiczna konsekwencja Gi, G? oraz G;.
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Altien Gy
Algebra: Grupy — Druga Aksjomatyka

Teoria grup: druga aksjomatyka.
W tym przypadku uzywany jezyk to jezyk KRP z identycznoscia oraz:
@ jednym dwuargumentowym symbolem funkcyjnym [, nazywajacym
dziatanie w grupie;

@ jedna stata indywiduowa € nazywajaca element neutralny (wzgledem
dziatania) w grupie.

Aksjomaty identycznosci dla symboli [J oraz ¢ s3 takie same, jak w
poprzednim przypadku:

o VxVyVz (x =y — H(x,z) = B(y, 2))
° VxVyVz (x =y — [(z,x) =(z,y)).
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Altien Gy
Algebra: Grupy — Druga Aksjomatyka

Aksjomaty specyficzne:
o G2: VxVy [ (x,0(y,z)) = O(A(x,y),z)
G3: ¥x (H(x,¢) = x)
G2: Vx (B(e, x) = x)
G?: VxTJy (B(x,y) = ¢)
G2: Vx3y (B(y, x) = e).

Dowdd jedynosci elementu neutralnego, tj. zdania:

(G2) Vz(¥x (O(x,z) = x ANE(z,x) = X) — € = 2)

podajemy w ponizszej tabeli:

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (2) 66 / 76



Altien Gy
Algebra: Grupy — Druga Aksjomatyka

L | Vx (@(x,¢e) = x) aksjomat G2
2. | ¥x (B(e, x) = x) aksjomat G3
3. | =Vz(Vx (E(x,z) = x NJ(z,x) = x) — € = z) | negacja GZ (zatozenie
dowodu nie wprost)
4. | =(Vx (H(x,a) = xA(a,x) =x) = e =a) R(—V), 3
5¢. | Vx (B(x,a) = x Al(a,x) = x) R(—=—), 4
Bg. | me=a
6. | (a,e) =a R(V) dla a, 1
7. | O(e,a)=a R(V) dla a, 2
8. | O(g,a) =e A(a,e) = ¢ R(V) dla ¢, 5,
9. | U(e,a) =¢ R(N), 8
9y4. | L(a,e) =¢
10. |e=a R(=), 9, 7
11. | xs5,.10 Sprzecznosé: 54, 10.
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Altien Gy
Algebra: Grupy — Trzecia Aksjomatyka

Teoria grup: trzecia aksjomatyka.
W tym przypadku uzywany jezyk to jezyk KRP z identycznoscia oraz:
@ jednym dwuargumentowym symbolem funkcyjnym [, nazywajacym
dziatanie w grupie;
@ jedna stata indywiduowa ¢ nazywajaca element neutralny (wzgledem
dziatania) w grupie;
@ jednym jednoargumentowym symbolem funkcyjnym © nazywajacym
element odwrotny (wzgledem swojego argumentu).

Aksjomaty identycznosci dla symboli [J, ® oraz &:

By, 2))
=(z,y))
o VxVy (x =y — ®(x) = @(y)).
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o VxVyVz (x =y — H(x,z

~— —

° VxVyVz (x =y — [(z,x




Altien Gy
Algebra: Grupy — Trzecia Aksjomatyka

Aksjomaty specyficzne:
o G3: WxVyVz (B(x,E(y, 2)) = B(8(x, y), 2))
o G3: ¥x (H(x,¢) = x)
o G Vx (B(x,o(x)) = e).

Dowdd prawa skracania, tj. zdania:

(G3) Vx¥yVz (D(x,z) =E(y,z) — x =y)

podajemy w ponizszej tabeli (na dwéch slajdach):
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Altien Gy
Algebra: Grupy — Trzecia Aksjomatyka

YxVyvz (L(x, B(y, 2)) = B(H(x, y), 2))

aksjomat G;

Vx (H(x,e) = x)

aksjomat G3

Vx (B(x, @(x)) =

aksjomat G3

nal e R e

—VxVyVz (L(x,z) =

H(y,z) = x=y)

negacja G} (zatozenie
dowodu nie Wprost)

5. | VyVz ((a1,z) =0(y,z) — a1 =) R(—V) dla a;, 4

6. | °Vz ((a1,z) = (a2, z) — a1 = a2) R(=V) dla az, 5

7. ﬁ(D(al, 33) = 5(32,83) — d; = 22) (ﬁV) dla as, 6
8g. 5(31,23) = D(22783) ( )
8q. | a1 # a2

9. | VyVz ((a1,E(y, 2)) = B(H(a1,¥), 2)) R(V) dla a, 1

10. | Vz [ (a1,08(as, 2)) = L(B(a1, a3), ) R(V) dla a3, 9

11. | H(a1,0(as3, ®(a3))) = L(E(a1, a3), ®(a3)) | R(V) dla ®(a3), 10
12. | O(a1,0(a3, ©(as))) = [(H(az, a3), ®(a3)) | R(=) 11, 84
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Altien Gy
Algebra: Grupy — Trzecia Aksjomatyka

13. | VyVz ((az, H(y, 2)) = H(ED(a2, ¥), 2)) R(V) dla a;, 1

14. | Vz ((az, B(a3, z)) = (B(a2, a3), z) R(Y)) dla a3, 13
15. | (a2, (a3, @(33))) =[(E(a2, a3),®(a3)) | R(V) dla ®(a3), 14
16. (33, (33)) R(V) dla as, 3

17. | B(a1,E(a3, ®(a ))) = [(az,[(a3, ®(a3))) | R(=), 12, 15

18. | M(a1,¢) = B(az, €) R(=), 16,17

19. | [(az,¢) = a2 R(Y) dla ag, 2

20. | B(as3,e) = a3 R(V) dla a3, 2

21. | a1 = (ap,¢) R(=), 19, 18

22. | a1 = ap R(=), 20, 21

23. | Xgy22 Sprzecznos¢: 84,22.

Dowéd zdania:

(G3) Vx (Bx,€) = L(e, x))

podajemy ponizej (na dwéch slajdach):
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Altien Gy
Algebra: Grupy — Trzecia Aksjomatyka

L | VxVyVz (O(x,0(y, 2)) = B(E(x, y), z)) | aksjomat G}

2. | Vx (B(x,¢) = x) aksjomat G3

3. | Vx (B(x,0(x)) =¢) aksjomat G3

4. | VxVyVz (H(x,z) =U(y,z) = x=y) twierdzenie G

5. | =Vx (@(x,¢) = O(e, x)) negacja GJ (zatozenie

dowodu nie wprost)

6. | B(a,e) # (e, a) R(Y) dla a, 5

7. | YyWVz ((e,E(y, 2)) = O(E(e, y), 2)) R(V)dlae, 1

8. | Vz (H(e,B(a, 2)) = (B¢, a), 2)) R(Y) dla a, 7

9. | (e, B(a,@(a))) = B(L(e, a), ®(a)) R(V) dla ®(a), 8
10. | H(a,@(a)) = ¢ R(V) dla a, 3
11. | B(e,e) =¢ R(V) dlae, 2
12. | Oz, ) = O(0(e, 2), ©(a)) R(=), 9, 10
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Altien Gy
Algebra: Grupy — Trzecia Aksjomatyka

13. [ e = (e, a), ©(a)) R(=), 11, 12
14. | H(a,@(a)) = B(E(e, a), ®(a)) R(=), 10, 13
15. | VyVz ((a,z) =H(y,z) —a=y R(V)) dla a, 4
16. | Vz ([(a, z) = B(E(¢, a), z) — a = (e, a)) R(Y) dla [(e, a), 15
17. | H(a,@(a)) = O(E(g, a),@(a)) — a=L(e,a) | R(Y) dla ©(a), 16
18,. | [(a,®(a)) # B(L(e, a), ®(a)) R(—), 17
18,.1. | X148, Sprzeczno$¢: 14,18;.
18,. | a="[l(e, a) R(—), 17
18,.1. | B(a,e) = a R(V) dla a, 2
18,.2. | H(a,e) = (e, a) R(=), 18,., 18,.1.
185.3. | X6,18,.2. Sprzecznos¢: 6,18,.2.

Dowéd zdania:
(G3) Wyx (O(x,y) =x—y=c¢)

podajemy ponizej:
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Algebra: Grupy

Algebra: Grupy — Trzecia Aksjomatyka

L | Vx (@(x,¢e) = x) aksjomat G3
2. | ¥x (B(x,¢e) = B(e, x)) twierdzenie G3
3. | “Vyvx (E](x,y) =x—y=c¢) | negacja GZ (zafozenie
dowodu nie wprost)
4. | “Vx ((x,a) =x — a=¢) R(V) dla a, 3
5¢. | Vx E(x,a) = x R(——), 4
54. | aF# €
6. | O(g,a) =¢ R(V) dla ¢, 54
7. | O(a,e) =g, a) R(Y) dla a, 2
8. | D(a,e) =¢ R(=), 6
9. | O(a,e) =a R(Y) dla a1l
10. | a=¢ R(=), 8,9
11. | Xs5,.10 Sprzecznosé: 54, 10.
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Altien Gy
Algebra: Grupy — Przyktady

Przyktady grup: )

@ Zbiér liczb catkowitych z dziataniem dodawania oraz zerem jako
elementem neutralnym tworzy grupe.

@ Zbidr liczb rzeczywistych réznych od zera z dziataniem mnozenia oraz
jedynka jako elementem neutralnym tworzy grupe.

@ Zbiér wszystkich wzajemnie jednoznacznych odwzorowan danego
zbioru na siebie tworzy grupe. Dziataniem jest tu zfozenie funkgji, a
elementem neutralnym funkcja identycznosciowa.
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Koniec

Koniec

Pokazalismy dziatanie metody tablic analitycznych w KRP. Dowody

wszystkich twierdzen oraz liczne (bardziej ztozone) przyktady znajduja sie w
pliku tabkrp.pdf.

Na kolejnych wyktadach oméwimy:

o konsekwencje aksjomatyczng w KRP

o konsekwencje zatozeniowa w KRP

@ konsekwencje rezolucyjna w KRP.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (2) 76 / 76



	Wprowadzenie
	TA w KRP a wlasnosci metalogiczne KRP
	Prefiksowe postacie normalne i skolemizacja
	Zwartosc
	Twierdzenie Löwenheima-Skolema
	Twierdzenie Herbranda
	Twierdzenie Churcha

	Metoda TA dla KRP z identycznoscia
	Definicje
	Poprawnosc metody TA w KRP z identycznoscia
	Przyklady

	Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi
	Wlasnosci funkcji
	Arytmetyka
	Algebra: Grupy

	Koniec

