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Wst¦p

Przypomnienie: spójnik, funktor, funkcja

Podej±cie leniwe (np. Fitting): u»ywanie tych samych symboli na
oznaczenie funktorów (spójników) prawdziwo±ciowych oraz
odpowiadaj¡cych im funkcji prawdziwo±ciowych.

Podej±cie skrupulatne (np. Batóg): osobne symbole dla funktorów (w
j¦zyku przedmiotowym) oraz funkcji prawdziwo±ciowych (w
metaj¦zyku). Dla przykªadu, (dwuargumentowe) funkcje
prawdziwo±ciowe Kn, Al , Im, Rw , Ar :

Kn(x , y) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 1 oraz y = 1
Al(x , y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0 oraz y = 0
Im(x , y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 1 oraz y = 0
Rw(x , y) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x = y

Ar(x , y) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x 6= y

A tak»e funkcja Ng : {0, 1} → {0, 1}, gdzie Ng(0) = 1, Ng(1) = 0.
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Równowa»no±ci formuª Semantyczna równowa»no±¢ formuª

Nieodró»nialni bli¹niacy

Formuªy ϕ i ψ j¦zyka KRZ s¡ semantycznie równowa»ne, gdy dla
ka»dego warto±ciowania v : v(ϕ) = v(ψ).

Je±li ϕ i ψ, to piszemy ϕ ∼ ψ.
∼ jest relacj¡ równowa»no±ci.

Fakt: ϕ ∼ ψ wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ ≡ ψ jest tautologi¡ KRZ.

Formuªy ϕ i ψ j¦zyka KRZ s¡ inferencyjnie równowa»ne, gdy tez¡ KRZ
jest formuªa ϕ ≡ ψ. [W tej de�nicji zakªadamy, »e odnosimy si¦ do
ustalonej relacji konsekwencji. Podobnie dla inferencyjnej
równowa»no±ci w KRP.]

Formuªy ϕ i ψ j¦zyka KRP s¡ równospeªnialne, gdy: ϕ jest speªnialna
wtedy i tylko wtedy, gdy ψ jest speªnialna.
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Postacie normalne Notacja

Notacja

Literaªami nazywamy zmienne zdaniowe, negacje zmiennych
zdaniowych oraz staªe > i ⊥. Je±li literaª L ma posta¢ pn, to literaªem
sprz¦»onym z L jest ¬pn. Je±li literaª L ma posta¢ ¬pn, to literaªem
sprz¦»onym z L jest pn.

Wieloczªonow¡ koniunkcj¦ formuª ϕ1, ϕ2, . . ., ϕn zapisywa¢ mo»emy
bez u»ycia nawiasów: ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ . . . ∧ ϕn.

Podobnie, wieloczªonow¡ alternatyw¦ formuª ϕ1, ϕ2, . . ., ϕn

zapisywa¢ mo»emy bez u»ycia nawiasów: ϕ1 ∨ ϕ2 ∨ . . . ∨ ϕn.

Notacja Fittinga:

ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ . . . ∧ ϕn zapisujemy jako 〈ϕ1, ϕ2, . . ., ϕn〉.
ϕ1 ∨ ϕ2 ∨ . . . ∨ ϕn zapisujemy jako [ϕ1, ϕ2, . . ., ϕn].
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Postacie normalne Terminologia

Postacie normalne formuª

Koniunkcj¡ elementarn¡ nazwiemy dowoln¡ koniunkcj¦ literaªów.

Alternatyw¡ elementarn¡ nazwiemy dowoln¡ alternatyw¦ literaªów.

Alternatywn¡ postaci¡ normaln¡ (apn) nazwiemy dowoln¡ alternatyw¦
koniunkcji elementarnych.

Koniunkcyjn¡ postaci¡ normaln¡ (kpn) nazwiemy dowoln¡ koniunkcj¦
alternatyw elementarnych.

Apn (odpowiednio: kpn) ϕ nazywamy istotn¡ i oznaczamy iafn

(odpowiednio: ikpn), je±li ka»da zmienna zdaniowa formuªy ϕ
wyst¦puje w ka»dej elementarnej koniunkcji (odpowiednio:
alternatywie) dokªadnie raz, zaprzeczona b¡d¹ niezaprzeczona.

Ka»d¡ apn (odpowiednio: kpn, iapn, ikpn) semantycznie równowa»n¡
danej formule ϕ nazywamy apn (odpowiednio: kpn, iapn, ikpn)
formuªy ϕ.
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Postacie normalne Ideologia

Dlaczego postacie normalne s¡ wa»ne

Dla ka»dej formuªy ϕ j¦zyka KRZ istnieje formuªa ψ taka, »e ϕ ∼ ψ i ψ
jest kpn. Dla dowodu wystarczy zauwa»y¢, »e tautologiami KRZ s¡:

(ϕ ≡ ψ) ≡ ((ϕ→ ψ) ∧ (ψ → ϕ))

(ϕ→ ψ) ≡ ((¬ϕ) ∨ ψ)

¬(ϕ ∧ ψ) ≡ (¬ϕ ∨ ¬ψ)

¬(ϕ ∨ ψ) ≡ (¬ϕ ∧ ¬ψ)

¬¬ϕ ≡ ϕ
(ϕ ∨ (ψ ∧ χ)) ≡ ((ϕ ∨ ψ) ∧ (ϕ ∨ χ))

(ϕ ∧ (ψ ∨ χ)) ≡ ((ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ))

Podobnie, dla ka»dej formuªy ϕ j¦zyka KRZ istnieje formuªa ψ taka, »e
ϕ ∼ ψ i ψ jest apn.
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Postacie normalne Przykªad

Przykªad

Wykorzystamy powy»sze prawa do znalezienia koniunkcyjnej postaci
normalnej formuªy ((p ≡ q)→ (p → r))→ (q → p)

1 ((p ≡ q)→ (p → r))→ (q → p)

2 (((p → q) ∧ (q → p))→ (p → r))→ (q → p)

3 ¬(((p → q) ∧ (q → p))→ (p → r)) ∨ (q → p)

4 ¬(¬((p → q) ∧ (q → p)) ∨ (p → r)) ∨ (q → p)

5 ¬(¬((¬p ∨ q) ∧ (¬q ∨ p)) ∨ (¬p ∨ r)) ∨ (¬q ∨ p)

6 (¬¬((¬p ∨ q) ∧ (¬q ∨ p)) ∧ ¬(¬p ∨ r))) ∨ (¬q ∨ p)

7 ((¬p ∨ q) ∧ (¬q ∨ p) ∧ (¬¬p ∧ ¬r)) ∨ (¬q ∨ p)

8 ((¬p ∨ q) ∧ (¬q ∨ p) ∧ p ∧ ¬r) ∨ (¬q ∨ p)

9 (¬p ∨ q ∨¬q ∨ p) ∧ (¬q ∨ p ∨¬q ∨ p) ∧ (p ∨¬q ∨ p) ∧ (¬r ∨¬q ∨ p)
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Postacie normalne Koniunkcyjne postacie normalne

Dlaczego koniunkcyjne postacie normalne s¡ wa»ne

Po pierwsze: je±li ϕ jest tautologi¡ KRZ oraz ϕ ∼ ψ, to tak»e ψ jest
tautologi¡ KRZ.

Po drugie: je±li ϕ jest kpn, to jest postaci: A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An,
gdzie ka»da formuªa Ai jest alternatyw¡ elementarn¡ postaci:
L1i ∨ L2i ∨ . . . ∨ Lmi , gdzie z kolei ka»da formuªa L

j
i jest literaªem.

Koniunkcja A1 ∧A2 ∧ . . .∧An jest tautologi¡ KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie formuªy Ai s¡ tautologiami.
Formuªa Ai (czyli formuªa L1i ∨ L2i ∨ . . . ∨ Lmi ) jest tautologi¡ KRZ wtedy i
tylko wtedy, gdy w±ród L1i , L

2
i , . . ., L

m
i wyst¦puje co najmniej jedna para

literaªów sprz¦»onych.

Tak wi¦c: sprowadzanie formuª do kpn dostarcza algorytmu sprawdzaj¡cego
tautologiczno±¢.
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Postacie normalne Alternatywne postacie normalne

Dlaczego alternatywne postacie normalne s¡ wa»ne

Po pierwsze: je±li ϕ jest kontrtautologi¡ KRZ oraz ϕ ∼ ψ, to tak»e ψ jest
kontrtautologi¡ KRZ.

Po drugie: je±li ϕ jest apn, to jest postaci: A1 ∨ A2 ∨ . . . ∨ An, gdzie ka»da
formuªa Ai jest koniunkcj¡ elementarn¡ postaci:
L1i ∧ L2i ∧ . . . ∧ Lmi , gdzie z kolei ka»da formuªa L

j
i jest literaªem.

Alternatywa A1 ∨ A2 ∨ . . . ∨ An jest kontrtautologi¡ KRZ wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie formuªy Ai s¡ kontrtautologiami.
Formuªa Ai (czyli formuªa L1i ∧ L2i ∧ . . . ∧ Lmi ) jest kontrtautologi¡ KRZ
wtedy i tylko wtedy, gdy w±ród L1i , L

2
i , . . ., L

m
i wyst¦puje co najmniej jedna

para literaªów sprz¦»onych.

Tak wi¦c: sprowadzanie formuª do apn dostarcza algorytmu sprawdzaj¡cego
kontrtautologiczno±¢.
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Postacie normalne Algorytm dla kpn

Janie, prosz¦ podda¢ redukcji pani¡ hrabin¦

Korzystamy z notacji Smullyana.

Reguªy redukcji (Fitting 1990, 26), wykorzystywane w tworzeniu kpn:

¬¬ψ
ψ

¬>
⊥

¬ ⊥
>

β

β1

β2

α
��HH
α1 α2

Reguªa dla β-formuª dziaªa wewn¡trz klauzuli, reguªa dla α-formuª tworzy
dwie klauzule.
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Postacie normalne Algorytm dla kpn

Janie, prosz¦ sprowadzi¢ pana hrabiego do postaci normalnej

Aby sprowadzi¢ ϕ do kpn (Fitting 1990, 27) korzystamy z algorytmu:

1 begin

1 Niech S b¦dzie 〈[ϕ]〉
2 while jaki± element S zawiera nie-literaª do

1 wybierz z S element D zawieraj¡cy nie-literaª
2 wybierz z D nie-literaª N
3 zastosuj odpowiedni¡ reguª¦ redukcyjn¡ do N
4 niech S oznacza nowoutworzon¡ formuª¦

3 end

2 end

Wykonanie algorytmu podaje kpn dla ϕ.

Podobny algorytm dziaªa w przypadku apn.
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Postacie normalne Kpn: przykªad

Przykªad: kpn dla (p → (q → r))→ ((p → q)→ (p → r))

1 〈[(p → (q → r))→ ((p → q)→ (p → r))]〉
2 〈[¬(p → (q → r)), ((p → q)→ (p → r))]〉
3 〈[¬(p → (q → r)),¬(p → q), (p → r)]〉
4 〈[¬(p → (q → r)),¬(p → q),¬p, r ]〉
5 〈[p,¬(p → q),¬p, r ], [¬(q → r),¬(p → q),¬p, r ]〉
6 〈[p, p,¬p, r ], [p,¬q,¬p, r ], [¬(q → r),¬(p → q),¬p, r ]〉
7 〈[p, p,¬p, r ], [p,¬q,¬p, r ], [q,¬(p → q),¬p, r ], [¬r ,¬(p → q),¬p, r ]〉
8 〈[p, p,¬p, r ], [p,¬q,¬p, r ], [q, p,¬p, r ], [q,¬q,¬p, r ],

[¬r ,¬(p → q),¬p, r ]〉
9 〈[p, p,¬p, r ], [p,¬q,¬p, r ], [q, p,¬p, r ], [q,¬q,¬p, r ],

[¬r , p,¬p, r ], [¬r ,¬q,¬p, r ]〉

Podkre±lono formuª¦, do której stosowano reguª¦ redukcji.
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Postacie normalne Algorytm dla apn

Na pocz¡tku byªo tak: bociana dziobaª szpak

Korzystamy z notacji Smullyana.

Reguªy redukcji (Fitting 1990, 29), wykorzystywane w tworzeniu apn:

¬¬ψ
ψ

¬>
⊥

¬ ⊥
>

α

α1

α2

β
��HH
β1 β2

Reguªa dla α-formuª dziaªa wewn¡trz klauzuli, reguªa dla β-formuª tworzy
dwie klauzule.
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Postacie normalne Algorytm dla apn

A potem byªa zmiana: szpak dziobaª bociana

Aby sprowadzi¢ ϕ do apn (Fitting 1990, 30) korzystamy z algorytmu:

1 begin

1 Niech S b¦dzie [〈ϕ〉]
2 while jaki± element S zawiera nie-literaª do

1 wybierz z S element D zawieraj¡cy nie-literaª
2 wybierz z D nie-literaª N
3 zastosuj odpowiedni¡ reguª¦ redukcyjn¡ do N
4 niech S oznacza nowoutworzon¡ formuª¦

3 end

2 end

Wykonanie algorytmu podaje apn dla ϕ.

Zauwa», »e struktura algorytmu jest taka sama, jak poprzednio (inne
s¡ tylko reguªy redukcji).

Jerzy Pogonowski (MEG) Postacie normalne i pre�ksowe MDTiAR 3xi2015 15 / 42



Postacie normalne Apn: przykªad

Przykªad: apn dla (p → q) ∧ (p ∧ ¬q)

[〈(p → q) ∧ (p ∧ ¬q)〉]
[〈p → q, p ∧ ¬q〉]
[〈p → q, p,¬q〉]
[〈¬p, p,¬q〉, 〈q, p,¬q〉]

Ten przykªad byª prosty � od razu wida¢, »e (p → q) ∧ (p ∧ ¬q) jest
semantycznie równowa»na formule:

(¬p ∧ p ∧ ¬q) ∨ (q ∧ p ∧ ¬q)

Wida¢ te», »e badana formuªa jest kontrtautologi¡.
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Postacie pre�ksowe

De�nicja i twierdzenia

Sprowadzenie formuª j¦zyka KRP do pewnych standardowych postaci
(np. ze wszystkimi kwanty�katorami na pocz¡tku formuªy) uªatwia
tworzenie dowodów (w wielu metodach dowodowych).

Formuªa ϕ j¦zyka KRP jest w pre�ksowej postaci normalnej, gdy jest
ona postaci Q1x1 . . .Qnxn ψ, gdzie ψ jest formuª¡ bez
kwanty�katorów, a ka»dy symbol Qi jest jednym z kwanty�katorów: ∀
lub ∃. Je±li w dodatku ψ jest w kpn, to ϕ jest w koniunkcyjnej

pre�ksowej postaci normalnej. Ci¡g Q1x1 . . .Qnxn nazywamy
pre�ksem formuªy ϕ, a formuª¦ ψ jej matryc¡.

Przez formuª¦ uniwersaln¡ rozumiemy ka»d¡ formuª¦ w pre�ksowej
postaci normalnej, w której pre�ksie wyst¦puj¡ jedynie kwanty�katory
generalne. Formuªa jest otwarta, je±li zawiera zmienne wolne. W
przeciwnym przypadku jest zamkni¦ta.
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Postacie pre�ksowe

Prawami KRP s¡ (zmienna x nie jest wolna w ϕ):

1 ∃xψ → ϕ ≡ ∀x(ψ → ϕ)

2 ∀xψ → ϕ ≡ ∃x(ψ → ϕ)

3 ϕ→ ∃xψ ≡ ∃x(ϕ→ ψ)

4 ϕ→ ∀xψ ≡ ∀x(ϕ→ ψ)

5 ∃xψ ∧ ϕ ≡ ∃x(ψ ∧ ϕ)

6 ∀xψ ∧ ϕ ≡ ∀x(ψ ∧ ϕ)

7 ϕ ∧ ∃xψ ≡ ∃x(ϕ ∧ ψ)

8 ϕ ∧ ∀xψ ≡ ∀x(ϕ ∧ ψ)

9 ∃xψ ∨ ϕ ≡ ∃x(ψ ∨ ϕ)

10 ∀xψ ∨ ϕ ≡ ∀x(ψ ∨ ϕ)

11 ϕ ∨ ∃xψ ≡ ∃x(ϕ ∨ ψ)

12 ϕ ∨ ∀xψ ≡ ∀x(ϕ ∨ ψ)
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Postacie pre�ksowe

Dalsze potrzebne prawa KRP:

¬∀xϕ ≡ ∃x¬ϕ
¬∃xϕ ≡ ∀x¬ϕ

Przy zaªo»eniu, »e zmienna y nie jest wolna w ϕ oraz »e y jest
podstawialna za x w ϕ:

∀xϕ ≡ ∀yϕ[x/y ]

∃xϕ ≡ ∃yϕ[x/y ]

Ponadto: ϕ ≡ ψ zast¦pujemy przez (ϕ→ ψ) ∧ (ψ → ϕ).

Dla dowolnej formuªy ϕ j¦zyka KRP istnieje równowa»na jej formuªa
ϕ′ w pre�ksowej postaci normalnej, o tych samych zmiennych wolnych
co ϕ. Ka»d¡ tak¡ formuª¦ ϕ′ nazywamy pre�ksow¡ postaci¡ normaln¡

formuªy ϕ.
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Postacie pre�ksowe

Przykªady

Formuª¦ w pre�ksowej postaci normalnej równowa»n¡ inferencyjnie z:

(1) ∀x∃yP(x , y) ∨ ¬∃x∀yQ(x , y)

mo»emy znale¹¢ np. w nast¦puj¡cy sposób:

1 ∀x∃yP(x , y) ∨ ¬∃x∀yQ(x , y)

2 ∀u(∃yP(u, y) ∨ ¬∃x∀yQ(x , y))

3 ∀u∃v(P(u, v) ∨ ¬∃x∀yQ(x , y))

4 ∀u∃v(P(u, v) ∨ ∀x¬∀yQ(x , y))

5 ∀u∃v(P(u, v) ∨ ∀x∃y¬Q(x , y))

6 ∀u∃v∀w(P(u, v) ∨ ∃y¬Q(w , y))

7 ∀u∃v∀w∃z(P(u, v) ∨ ¬Q(w , z)).

Jerzy Pogonowski (MEG) Postacie normalne i pre�ksowe MDTiAR 3xi2015 20 / 42



Postacie pre�ksowe

Przykªady

Formuª¦ w pre�ksowej postaci normalnej równowa»n¡ inferencyjnie z:

(1) ∀x∃yP(x , y) ∨ ¬∃x∀yQ(x , y)

mo»emy znale¹¢ równie» w nast¦puj¡cy sposób:

1 ∀x∃yP(x , y) ∨ ¬∃x∀yQ(x , y)

2 ∀u(∃yP(u, y) ∨ ¬∃x∀yQ(x , y))

3 ∀u(∃yP(u, y) ∨ ∀x¬∀yQ(x , y))

4 ∀u∀w(∃yP(u, y) ∨ ∀x¬∀yQ(w , y))

5 ∀u∀w∃v(P(u, y) ∨ ∀x¬∀yQ(w , y))

6 ∀u∀w∃v(P(u, y) ∨ ∃y¬Q(w , y))

7 ∀u∀w∃v∃z(P(u, y) ∨ ¬Q(w , z))
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Postacie pre�ksowe

Przykªady

Formuª¦ w pre�ksowej postaci normalnej równowa»n¡ inferencyjnie z:

(2) ∀x∀y(∃z(P(x , z) ∧ P(y , z))→ ∃uQ(x , y , u))

mo»emy znale¹¢ np. w nast¦puj¡cy sposób:

1 ∀x∀y(∃z(P(x , z) ∧ P(y , z))→ ∃uQ(x , y , u))

2 ∀x∀y∀w((P(x ,w) ∧ P(y ,w))→ ∃uQ(x , y , u))

3 ∀x∀y∀w∃z((P(x ,w) ∧ P(y ,w))→ Q(x , y , z)).
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Skolemizacja

Skolemowa posta¢ normalna

Mo»na wyeliminowa¢ kwanty�katory egzystencjalne kosztem
wprowadzenia nowych symboli funkcyjnych.

Niech L b¦dzie j¦zykiem KRP ustalonej sygnatury Σ.

Dla dowolnego zdania ϕ o postaci ∀x1 . . . ∀xn∃yψ j¦zyka L zdanie ϕ′

o postaci ∀x1 . . . ∀xnψ(f (x1, . . . , xn)), gdzie f jest nowym symbolem
funkcyjnym spoza Σ, jest równospeªnialne z ϕ.

Dla dowolnego zdania ϕ j¦zyka L istnieje formuªa uniwersalna ϕ′ w
j¦zyku L′ o sygnaturze rozszerzonej o nowe symbole funkcyjne taka,
»e ϕ oraz ϕ′ s¡ równospeªnialne.

Ka»d¡ formuª¦ ϕ′ speªniaj¡c¡ tez¦ powy»szego twierdzenia nazywamy
skolemow¡ postaci¡ normaln¡ formuªy ϕ.
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Skolemizacja

Przykªad

Przypomnijmy, jak wygl¡daªy formuªy (1) oraz (2):

1 ∀x∃yP(x , y) ∨ ¬∃x∀yQ(x , y)

2 ∀x∀y(∃z(P(x , z) ∧ P(y , z))→ ∃uQ(x , y , u))

Przypomnijmy te» postacie pre�ksowe formuª (1) oraz (2):

1 ∀u∃v∀w∃z(P(u, v) ∨ ¬Q(w , z))

2 ∀x∀y∀w∃z((P(x ,w) ∧ P(y ,w))→ Q(x , y , z)).

Mo»liwymi postaciami skolemowymi wspomnianych wy»ej formuª (1) oraz
(2) s¡ np.:

(1)′ ∀u∀w(P(u, f (u)) ∨ ¬Q(w , g(u,w)))

(2)′ ∀x∀y∀w((P(x ,w) ∧ P(y ,w))→ Q(x , y , f (x , y ,w))).
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Dodatek: funkcje algebry logiki

Czy to komukolwiek potrzebne?

W rachunkach logicznych wykorzystujemy funktory jedno- oraz
dwuargumentowe � funktory boolowskie o wi¦kszej liczbie argumentów
mo»na przez nie zde�niowa¢.

Dla przykªadu: trójargumentowy funktor wi¦kszo±¢ ma de�nicj¦:
m(p, q, r) =df (p ∧ q) ∨ (q ∧ r) ∨ (p ∧ r).

Pewne problemy matematyczne wymagaj¡ jednak rozwa»enia funkcji
boolowskich o wi¦kszej (od 2) liczbie argumentów.

Problem: minimalizacja funkcji boolowskich.

Pozostaªa cz¦±¢ tej prezentacji przeznaczona jest dla ciekawskich.
Omawiany materiaª znale¹¢ mo»na w podr¦cznikach matematyki
dyskretnej, np.: Jabªo«ski, S.W. 1991. Wst¦p do matematyki

dyskretnej, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa.
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Dodatek: funkcje algebry logiki

Jeszcze o funkcjach prawdziwo±ciowych

Pami¦tamy, »e (n-argumentow¡) funkcj¡ prawdziwo±ciow¡ nazywamy
dowoln¡ funkcj¦ f : {0, 1}n → {0, 1}, dla n > 1.

Wszystkich n-argumentowych funkcji prawdziwo±ciowych jest 22
n

. W
szczególno±ci, jest 16 dwuargumentowych funkcji prawdziwo±ciowych oraz
s¡ 4 jednoargumentowe funkcje prawdziwo±ciowe.

Do wa»nych problemów (tak»e praktycznych) nale»¡:

de�niowanie jednych funkcji prawdziwo±ciowych przez inne

reprezentacje dowolnych funkcji prawdziwo±ciowych przez stosowne
postacie normalne

znajdowanie zupeªnych ukªadów funkcji prawdziwo±ciowych.
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Dodatek: funkcje algebry logiki Kodowanie funkcji prawdziwo±ciowych

Kodowanie funkcji prawdziwo±ciowych

Ka»da z 16 dwuargumentowych funkcji prawdziwo±ciowych mo»e zosta¢
zakodowana czteroelementowym ci¡giem 0 i 1 (zob. tabel¦ z pierwszego
wykªadu), a wi¦c dwójkowym przedstawieniem jednej z liczb od 0 do 15.

Ogólnie, ka»da n-argumentowa funkcja prawdziwo±ciowa mo»e zosta¢
zakodowana 2n-elementowym ci¡giem 0 i 1, a wi¦c dwójkowym
przedstawieniem jednej z liczb od 0 do 2n − 1.

Wszystkie n-argumentowe funkcje prawdziwo±ciowe mo»na zatem ªatwo
wypisa¢ w formie tabeli o 2n wierszach oraz n + 22

n

kolumnach. Na
pierwszych n miejscach w i-tym wierszu nale»y umie±ci¢ dwójkow¡
reprezentacj¦ liczby i − 1. W kolumnach od n + 1 do 22

n

umieszczamy
kolejno (pionowo) reprezentacje dwójkowe liczb od 0 do 22

n − 1.
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Dodatek: funkcje algebry logiki J¦zyk termów opisuj¡cych funkcje prawdziwo±ciowe

Termy opisuj¡ce funkcje prawdziwo±ciowe

Klas¦ wszystkich funkcji prawdziwo±ciowych oznaczymy przez C . Niech
G ⊂ C . Z ka»d¡ n-argumentow¡ funkcj¡ f z G stowarzyszymy symbol
funkcyjny f . Niech Vbl = {v0, v1, v2, . . .} b¦dzie przeliczalnym zbiorem
symboli, zwanych zmiennymi (nazwowymi). Zde�niujemy poj¦cie termu:

(a) ka»da zmienna vi jest termem;

(b) je±li f jest n-argumentow¡ funkcj¡ z G , a T1, . . . ,Tn s¡ termami,
to f (T1, . . . ,Tn) jest termem;

(c) nie ma innych termów oprócz utworzonych na mocy warunków (a)
i (b).

Uwaga. Termy to wyra»enia opisuj¡ce funkcje prawdziwo±ciowe w pewnym
(nowym!) j¦zyku formalnym.
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Dodatek: funkcje algebry logiki J¦zyk termów opisuj¡cych funkcje prawdziwo±ciowe

Warto±ci termów

Warto±ciowaniem zmiennych nazwowych (wzn) nazwiemy ka»d¡ funkcj¦
w : Vbl → {0, 1}. Przyjmujemy oznaczenie: w(vi ) = wi .
Oczywi±cie w ka»dym termie wyst¦puje jedynie sko«czona liczba zmiennych
(nazwowych).

Okre±lamy warto±¢ termu T dla danych warto±ci zmiennych okre±lonych
przez wzn w :

(a) je±li T jest zmienn¡ vi , to warto±ci¡ T dla wzn w jest wi ;

(b) je±li T = f (T1, . . . ,Tn) i warto±ciami T1, . . . ,Tn s¡ odpowiednio
ε1, . . . , εn, to warto±ci¡ T jest f (ε1, . . . , εn).
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Dodatek: funkcje algebry logiki Reprezentowalno±¢

Reprezentowalno±¢

Mówimy, »e n-argumentowa funkcja prawdziwo±ciowa g jest
reprezentowana przez term T , je±li wszystkie zmienne T s¡ w±ród
v1, . . . , vn i dla dowolnych warto±ci (przy ka»dym wzn) zmiennych
v1, . . . , vn warto±¢ termu T jest identyczna z warto±ci¡ termu g(v1, . . . , vn).

Mówimy, »e funkcja g jest zªo»eniem funkcji f1, . . . , fn, je±li g jest
reprezentowana przez term, którego wszystkie symbole funkcyjne znajduj¡
si¦ po±ród f 1, . . . , f n.

Uwaga. W praktyce, fakt »e jaka± funkcja jest zªo»eniem innych wyra»amy
bezpo±rednio w metaj¦zyku. Piszemy np.: Im(x , y) = Al(Ng(x), y). Zwró¢
uwag¦, »e zachodzenie tej równo±ci zwi¡zane jest z faktem, »e
(ϕ→ ψ) ≡ (¬ϕ ∨ ψ) jest tautologi¡ KRZ.
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Dodatek: funkcje algebry logiki Zbiory: zupeªne, zamkni¦te, niezale»ne

Zbiory funkcji: zupeªne, zamkni¦te, niezale»ne

Zbiór funkcji G nazywamy zupeªnym, je±li dowolna funkcja
prawdziwo±ciowa jest zªo»eniem pewnych funkcji z G . Zbiór funkcji G
nazywamy niezale»nym, je±li »adna funkcja f z G nie daje si¦ przedstawi¢
jako zªo»enie funkcji z G − {f }.

Klas¦ funkcji G nazywamy zamkni¦t¡, je±li zawiera ona wszystkie zªo»enia
funkcji, które s¡ jej elementami. Zamkni¦t¡ klas¦ G nazywamy prapeªn¡,
je±li G 6= C i G nie jest zawarta w »adnej klasie zamkni¦tej, ró»nej od C .
Niezale»ny zbiór funkcji G nazywamy baz¡ klasy zamkni¦tej K , je±li ka»da
funkcja nale»¡ca do K jest zªo»eniem funkcji nale»¡cych do G .

Do wa»nych funkcji prawdziwo±ciowych nale»¡ omówione poprzednio: Ng ,
Kn, Al , Im, Rw . B¦dziemy posªugiwa¢ si¦ tak»e funkcj¡ n-argumentowej
koniunkcji: Kn(x1, . . . , xn) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x1 = . . . = xn = 1.
Podobnie dla n-argumentowej alternatywy.
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Dodatek: funkcje algebry logiki Klasy funkcji prawdziwo±ciowych

Klasy funkcji prawdziwo±ciowych

Przez C 1 oznaczamy klas¦ funkcji speªniaj¡cych warunek
f (1, 1, . . . , 1) = 1.

Przez C 0 oznaczamy klas¦ funkcji speªniaj¡cych warunek
f (0, 0, . . . , 0) = 0.

L jest klas¡ wszystkich funkcji liniowych, tj. funkcji postaci
x1 + . . .+ xn + ε, gdzie ε ∈ {0, 1}.
D jest klas¡ funkcji samodualnych, tj. funkcji speªniaj¡cych warunek
f (x1, . . . , xn) = Ng(f (Ng(x1), . . . ,Ng(xn))).

przez M oznaczymy klas¦ wszystkich funkcji monotonicznych, tj.
funkcji speªniaj¡cych warunek: je±li x1 6 y1, . . . , xn 6 yn, to
f (x1, . . . , xn) 6 f (y1, . . . , yn).

Uwaga. Symbolu 6 u»ywamy dla relacji niewi¦kszo±ci na zbiorze {0, 1}
traktowanym jako zbiór liczb. Symbol + oznacza dodawanie modulo 2 w
tym zbiorze.
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Dodatek: funkcje algebry logiki Przedstawialno±¢

Przedstawialno±¢: zapis formalny

Mówimy, »e funkcja f jest przedstawialna za pomoc¡ funkcji f1, . . ., fk , je±li
równo±¢ f (v1, . . . , vn) = T zachodzi dla wszystkich warto±ci
przyporz¡dkowanych (przez ka»de wzn) zmiennym v1, . . . , vn, gdzie T jest
pewnym termem zbudowanym z symboli funkcyjnych f 1, . . ., f k
(niekoniecznie wszystkich) oraz zmiennych v1, . . . , vn (równie»
niekoniecznie wszystkich).

Przykªady:

Kn jest przedstawialna przez Ng oraz Al :

Kn(v1, v2) = Ng(Al(Ng(v1),Ng(v2)))

Al jest przedstawialna przez Ng oraz Kn:

Al(v1, v2) = Ng(Kn(Ng(v1),Ng(v2)))

Jerzy Pogonowski (MEG) Postacie normalne i pre�ksowe MDTiAR 3xi2015 33 / 42



Dodatek: funkcje algebry logiki Przedstawialno±¢

Przedstawialno±¢: zapis uproszczony

Im jest przedstawialna przez Ng oraz Al :
Im(x , y) = Al(Ng(x), y)

Im jest przedstawialna przez Ng oraz Kn:
Im(x , y) = Ng(Kn(x ,Ng(y)))

Al jest przedstawialna przez Ng oraz Im:
Al(x , y) = Im(Ng(x), y)

Kn jest przedstawialna przez Ng oraz Im:
Kn(x , y) = Ng(Im(x ,Ng(y)))

Uwaga. Powy»sze równo±ci (z tego slajdu), zapisane w metaj¦zyku,
dotycz¡ bezpo±rednio funkcji prawdziwo±ciowych. Milcz¡co wykorzystujemy
tu pewne wªasno±ci termów opisuj¡cych funkcje prawdziwo±ciowe.
Równo±ci z poprzedniego slajdu zapisane byªy w j¦zyku termów.
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Dodatek: funkcje algebry logiki Przedstawialno±¢

Nie pogub si¦!

By¢ mo»e, jeste± wstrz¡±ni¦ta (cho¢ nie zmieszana) u»ywanymi w tym
wykªadzie subtelno±ciami notacyjnymi. Tak trzeba, trust me. Zauwa», »e:

gdy piszemy np. równo±¢ Im(x , y) = Al(Ng(x), y), to jest to zapis w
metaj¦zyku, mówi¡cy co± o funkcjach prawdziwo±ciowych;

gdy piszemy równo±¢ termów Im(v1, v2) = Al(Ng(v1), v2), to jest to
zapis w j¦zyku formalnym opisuj¡cym funkcje prawdziwo±ciowe;

gdy piszemy równowa»no±¢ (ϕ→ ψ) ≡ (¬ϕ ∨ ψ), to jest to formuªa
j¦zyka KRZ.

Mo»na ustanowi¢ precyzyjn¡ odpowiednio±¢ mi¦dzy: spójnikami
prawdziwo±ciowymi ¬, ∧, ∨, → oraz ≡, a symbolami funkcyjnymi,
odpowiednio: Ng , Kn, Al , Im oraz Rw .
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Dodatek: funkcje algebry logiki Postacie normalne dla funkcji prawdziwo±ciowych

Postacie normalne dla funkcji prawdziwo±ciowych

W j¦zyku termów opisuj¡cych funkcje prawdziwo±ciowe mo»na zde�niowa¢

postacie normalne termów:

Ka»de wyra»enie postaci x lub Ng(x), gdzie x jest zmienn¡
(nazwow¡), nazywamy literaªem.
Wyra»enia postaci L1 ∧ L2 ∧ . . . ∧ Ln, gdzie ka»de Li jest literaªem,
nazywamy koniunkcjami elementarnymi.
Wyra»enia postaci L1 ∨ L2 ∨ . . . ∨ Ln, gdzie ka»de Li jest literaªem,
nazywamy alternatywami elementarnymi.
Wyra»enie w koniunkcyjnej postaci normalnej (kpn) jest to wyra»enie
ksztaªtu A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An, gdzie ka»de Ai jest alternatyw¡
elementarn¡.
Wyra»enie w alternatywnej postaci normalnej (apn) jest to wyra»enie
ksztaªtu A1 ∨ A2 ∨ . . . ∨ An, gdzie ka»de Ai jest koniunkcj¡
elementarn¡.
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Dodatek: funkcje algebry logiki Postacie normalne dla funkcji prawdziwo±ciowych

Postacie normalne dla funkcji prawdziwo±ciowych

Zachodzi nast¦puj¡ce wa»ne twierdzenie o postaciach normalnych:

Twierdzenie. Ka»da funkcja prawdziwo±ciowa jest przedstawialna zarówno
w koniunkcyjnej, jak i w alternatywnej postaci normalnej.

Przykªad:

apn dla Rw : Rw(x , y) = Al(Kn(x , y),Kn(Ng(x),Ng(y)))

kpn dla Rw : Rw(x , y) = Kn(Al(Ng(x), y),Al(x ,Ng(y))).
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Zupeªne ukªady funkcji prawdziwo±ciowych Ukªady zupeªne i niezupeªne

Zupeªne ukªady funkcji prawdziwo±ciowych

Z twierdzenia o postaciach normalnych wynika, »e nast¦puj¡ce ukªady
funkcji s¡ zupeªne:

{Ng ,Kn} {Ng ,Al} {Ng , Im}.

Zupeªny jest tak»e ukªad funkcji {Ar ,Kn, 1}, gdzie 1 jest funkcj¡ staª¡
równ¡ 1, a funkcja Ar (alternatywa rozª¡czna) odpowiada dodawaniu
modulo 2. Zauwa»my, »e Ng(x) = Ar(x , 1(x)) oraz »e Kn odpowiada
(zwykªemu) mno»eniu w zbiorze {0, 1}.

Czasami zamiast Kn(x , y) piszemy xy , zamiast Ar(x , y) piszemy x + y , a
zamiast 1 po prostu 1. Iloczyny zmiennych nazywamy jednomianami, sumy
jednomianów wielomianami �egaªkina, a pusty iloczyn zmiennych
uto»samiamy ze staª¡ 1.
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Zupeªne ukªady funkcji prawdziwo±ciowych Ukªady zupeªne i niezupeªne

Zupeªne ukªady funkcji prawdziwo±ciowych

Twierdzenie. Ka»da funkcja prawdziwo±ciowa ma dokªadnie jedno
przedstawienie w postaci wielomianu �egaªkina (z dokªadno±ci¡ do
kolejno±ci czynników w jednomianach i skªadników w wielomianie).

Zauwa»my, »e:

(a) funkcje liniowe s¡ przedstawialne jako sumy sko«czenie wielu
jednomianów prostych (tj. jednomianów bez mno»enia)

(b) funkcje przedstawialne przez funkcje liniowe tak»e s¡ liniowe

(c) z (a) oraz (b) wynika, »e nie s¡ zupeªne np. ukªady: {+, 1} oraz
{Ng ,Rw}.

Nie s¡ zupeªnymi tak»e np. ukªady: {Rw ,Ar}, {Al ,Kn, Im}.
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Zupeªne ukªady funkcji prawdziwo±ciowych Binegacja i kreska She�era

Binegacja i kreska She�era

binegacja (NOR, strzaªka Peirce'a): ↓ (x , y) = Ng(Al(x , y))

kreska She�era, NAND: ↑ (x , y) = Ng(Kn(x , y))

Ng(x) =↓ (x , x) Al(x , y) =↓ (↓ (x , y), ↓ (x , y))
Ng(x) =↑ (x , x) Kn(x , y) =↑ (↑ (x , y), ↑ (x , y))

Binegacja odpowiada spójnikowi �ani . . ., ani . . .�, a kreska She�era
spójnikowi �co najwy»ej jedno z dwojga . . ., . . .�.

Twierdzenie. Jedyne zupeªne jednoelementowe ukªady funkcji to: {↑}
oraz {↓}.
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Zupeªne ukªady funkcji prawdziwo±ciowych Zbiory niezale»ne i bazy

Przykªady zbiorów niezale»nych i baz

Przykªadami niezale»nych ukªadów funkcji s¡:
(a) {Ng ,Rw}; (b) {Ng ,Ar}; (c) {Rw ,Ar}; (d) {Rw ,Al}.

Zupeªne i niezale»ne s¡ np. nast¦puj¡ce ukªady funkcji:
(a) {Im, /}, gdzie /(x , y) = Ng(Im(y , x));
(b) {Rw ,Al , 0}, gdzie 0 jest funkcj¡ staª¡ równ¡ 0.

{Kn, Im} jest baz¡ dla C 1

{Kn,Ar} jest baz¡ dla C 0

{Al ,Kn, 0, 1} jest baz¡ dla M

{0,Rw} jest baz¡ dla L

{Ng ,f} jest baz¡ dla D, gdzie f(x , y , z) = xy + xz + yz .
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Zupeªne ukªady funkcji prawdziwo±ciowych Klasy prapeªne i twierdzenie Posta

Klasy prapeªne i twierdzenie Posta

Klasy: C 1,C 0, M , D, L s¡ wszystkie prapeªne.

Dowolna klasa zamkni¦ta K 6= C zawiera si¦ w pewnej klasie
prapeªnej.

Ukªad funkcji jest zupeªny wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest zawarty w
»adnej klasie prapeªnej.

Twierdzenie Posta. Nie istniej¡ klasy prapeªne ró»ne od C 1, C 0, L, D
oraz M .

Ka»dy zamkni¦ty zbiór funkcji prawdziwo±ciowych ma sko«czon¡ baz¦.

Rodzina wszystkich zamkni¦tych zbiorów funkcji prawdziwo±ciowych
jest przeliczalna.
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