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Plan na dzis:

Semantyczna réwnowaznos¢ formut
Postacie normalne: koniunkcyjna oraz alternatywna

Postacie prefiksowe

Skolemizacja

Dodatek: funkcje prawdziwosciowe, Twierdzenie Posta |
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Przypomnienie: spéjnik, funktor, funkcja

@ Podejscie leniwe (np. Fitting): uzywanie tych samych symboli na

oznaczenie funktoréw (spgjnikéw) prawdziwosciowych oraz
odpowiadajacych im funkcji prawdziwosciowych.

e Podejscie skrupulatne (np. Batég): osobne symbole dla funktoréw (w

jezyku przedmiotowym) oraz funkgji prawdziwosciowych (w
metajezyku). Dla przyktadu, (dwuargumentowe) funkcje
prawdziwosciowe Kn, Al, Im, Rw, Ar:

Kn(x,y) =1 | wtedy i tylko wtedy, gdy | x=1orazy =1
Al(x,y) =0 | wtedy i tylko wtedy, gdy | x =0o0raz y =0
Im(x,y) =0 | wtedy i tylko wtedy, gdy | x=1orazy =0
Rw(x,y) =1 | wtedy i tylko wtedy, gdy | x =y
Ar(x,y) =1 | wtedy i tylko wtedy, gdy | x # y

A takze funkcja Ng : {0,1} — {0,1}, gdzie Ng(0) =1, Ng(1) =0.
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Sz (e G
Nieodréznialni blizniacy

Formuty ¢ i ¢ jezyka KRZ sg semantycznie rownowazne, gdy dla
kazdego wartosciowania v: v(¢) = v(v).

Jesli ¢ i 1, to piszemy ¢ ~ 1.

~ jest relacja réwnowaznosci.

Fakt: o ~ 1) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = v jest tautologia KRZ.
Formuty ¢ i ¢ jezyka KRZ sg inferencyjnie rownowazne, gdy teza KRZ
jest formuta ¢ = 1. [W tej definicji zaktadamy, ze odnosimy sie do
ustalonej relacji konsekwencji. Podobnie dla inferencyjnej
réwnowaznosci w KRP.]

Formuty ¢ i ¢ jezyka KRP sa réwnospetnialne, gdy: ¢ jest spetnialna
wtedy i tylko wtedy, gdy 1 jest spetnialna.
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etz
Notacja

@ Literatfami nazywamy zmienne zdaniowe, negacje zmiennych
zdaniowych oraz state T i L. Jesli literat L ma postac p,, to literatem
sprzezonym z L jest —p,. Jesli literat L ma posta¢ —p,, to literatem
sprzezonym z L jest pp.

o Wielocztonowa koniunkcje formut o1, @2, ..., @, zapisywaé mozemy
bez uzycia nawiaséw: 1 Ao A ... A @p.

@ Podobnie, wielocztonowa alternatywe formut 1, @2, ..., pp
zapisywa¢ mozemy bez uzycia nawiaséw: o1V 2 V...V p,.

Notacja Fittinga:

@ p1 A2 A... A pp zapisujemy jako (p1,¥2, ..., ©n)-
@ p1 Vo V...Vp, zapisujemy jako [p1, 92, ..., ©n]-
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Postacie normalne Terminologia

Postacie normalne formut

e Koniunkcja elementarng nazwiemy dowolna koniunkcje literatéw.
o Alternatywa elementarng nazwiemy dowolng alternatywe literatéw.

e Alternatywna postacig normalna (apn) nazwiemy dowolng alternatywe
koniunkcji elementarnych.

@ Koniunkcyjna postacia normalna (kpn) nazwiemy dowolna koniunkcje
alternatyw elementarnych.

@ Apn (odpowiednio: kpn) ¢ nazywamy istotna i oznaczamy iafn
(odpowiednio: ikpn), jesli kazda zmienna zdaniowa formuty ¢
wystepuje w kazdej elementarnej koniunkgji (odpowiednio:
alternatywie) doktadnie raz, zaprzeczona badz niezaprzeczona.

e Kazda apn (odpowiednio: kpn, iapn, ikpn) semantycznie réwnowazna
danej formule ¢ nazywamy apn (odpowiednio: kpn, iapn, ikpn)
formuty .
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Dlaczego postacie normalne s3 wazne

Dla kazdej formuty ¢ jezyka KRZ istnieje formuta v taka, ze p ~ ) i 1)
jest kpn. Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze tautologiami KRZ sa:

Podobnie, dla kazdej formuty ¢ jezyka KRZ istnieje formuta 1) taka, ze
@~ iy jest apn.
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Przyktad

Wykorzystamy powyzsze prawa do znalezienia koniunkcyjnej postaci
normalnej formuty ((p=¢q) = (p = r)) = (g — p)
O ((p=q)—=(p—=r))—=(a—p)
Q@ (((p—=a)A(g—=p) = (p—r))—(q9—p)
@ ~(((p—=>a)A(g—=p)) = (p—=r))Vi(g—p)
(=((p—=q)A(qg—=p))V(p—r))V(g—p)
~(=((=pV @) A (=g V p))V(=pVr))V(-gVp)
~((=pV @) A (=g Vp)) A=(=pVr))) V(=g Vp)
(=P V@) A (=g Vp)A(==pA=r)) V(=g Vp)

(%]
(5]
o (-
Q (
QO ((mpVa)A(=gVp)ApA=r)V(=gVp)
9 (

—pVqV=gVp)A(=qVpV=qgVp)A(pV—=qVp)A(=rV—-gqgVp)
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et e oo memmEin:
Dlaczego koniunkcyjne postacie normalne s3 wazne

Po pierwsze: jesli ¢ jest tautologia KRZ oraz ¢ ~ 1), to takze v jest
tautologia KRZ.

Po drugie: jesli ¢ jest kpn, to jest postaci: A1 AAx A ... A A,

gdzie kazda formuta A; jest alternatywa elementarna postaci:

L} V L,2 V...V L", gdzie z kolei kazda formuta LJ,- jest literatem.
Koniunkcja A1 A A A ... A A, jest tautologia KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie formuty A; sa tautologiami.

Formuta A; (czyli formuta L}V L2 V...V L™) jest tautologia KRZ wtedy i
tylko wtedy, gdy wsréd L}, L2, ..., L™ wystepuje co najmniej jedna para
literatéw sprzezonych.

Tak wiec: sprowadzanie formut do kpn dostarcza algorytmu sprawdzajacego
tautologiczno$¢.
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Airmesrmns oS aemels
Dlaczego alternatywne postacie normalne s3 wazne

Po pierwsze: jesli ¢ jest kontrtautologia KRZ oraz ¢ ~ 1), to takze v jest
kontrtautologiag KRZ.

Po drugie: jesli ¢ jest apn, to jest postaci: A; V Ay V...V A,, gdzie kazda
formuta A; jest koniunkcja elementarng postaci:

L} AL2A...AL™, gdzie z kolei kazda formuta L jest literatem.
Alternatywa A; V Ay V...V A, jest kontrtautologia KRZ wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie formuty A; sa kontrtautologiami.

Formuta A; (czyli formuta L} A L2 A ... A L™) jest kontrtautologia KRZ
wtedy i tylko wtedy, gdy wsréd L}, L?, ..., L™ wystepuje co najmniej jedna
para literatéw sprzezonych.

Tak wiec: sprowadzanie formut do apn dostarcza algorytmu sprawdzajacego
kontrtautologicznos¢.
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Az cllo L
Janie, prosze poddac redukcji panig hrabine

e Korzystamy z notacji Smullyana.
@ Reguty redukcji (Fitting 1990, 26), wykorzystywane w tworzeniu kpn:

b1 ar az

B2 )

Reguta dla 5-formut dziata wewnatrz klauzuli, reguta dla a-formut tworzy

dwie klauzule.

Jerzy Pogonowski (MEQG) Postacie normalne i prefiksowe MDTiAR 3xi2015 11 / 42




Janie, prosze sprowadzi¢ pana hrabiego do postaci normalnej

Aby sprowadzi¢ ¢ do kpn (Fitting 1990, 27) korzystamy z algorytmu:

O begin

® Niech S bedzie ([¢])
@ while jakis element S zawiera nie-literat do

@ wybierz z S element D zawierajacy nie-literat
@ wybierz z D nie-literat N

© zastosuj odpowiednia regute redukcyjng do N
@ niech S oznacza nowoutworzona formute

© end
Q end

@ Wykonanie algorytmu podaje kpn dla ¢.
@ Podobny algorytm dziata w przypadku apn.
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e it
Przyktad: kpndla (p = (¢ —r)) = ((p — q) = (p — 1))

(p—=q)—=(p—=1r)))
q) = (p— )

(p=(g—1r)—

([=(p — (g = ), (

(Io(p = (g—= 1)) =~(p—q).(p=r)])

([=(p = (g = 1)), ~(p— q),—p,r])

(Ip,=(p = q),=p, ], [~(q = r),~(p = q), ~p, r])
(

(

(

—

(
(p—

—/

[P, p,—p, ], [P;—q, —p, r], [=(q = r),~(p = q),—p, r])
[p, p, =P, r], [P, =g, =p, ], 9, ~(p = q),—p, r], [=r,~(p = q),—p, r])
[p. P, —p, ], [P.—q,—p, ], [q. P, —p, r], [q. —q, —p, ],

[=r,=(p — q),—p, r])

Q ([p.p,—p,rl. [P, ~q,—p,rl, [, P, ~p, ], [9:—q, —p, ],

[=r.p,=p, ], [7r.—g, —p, r])

o
2]
o
o
o
o
o
o

Podkreslono formute, do ktérej stosowano regute redukgji.
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Az cllo e
Na poczatku byto tak: bociana dziobat szpak

e Korzystamy z notacji Smullyana.

@ Reguty redukgji (Fitting 1990, 29), wykorzystywane w tworzeniu apn:

o Br B2
\

a2

Reguta dla a-formut dziata wewnatrz klauzuli, reguta dla S-formut tworzy
dwie klauzule.
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Az cllo e
A potem byta zmiana: szpak dziobat bociana

Aby sprowadzi¢ ¢ do apn (Fitting 1990, 30) korzystamy z algorytmu:

O begin

©® Niech S bedzie [(p)]
@ while jakis element S zawiera nie-literat do

© wybierz z S element D zawierajacy nie-literat
@ wybierz z D nie-literat N

© zastosuj odpowiednia regute redukcyjng do N
@ niech S oznacza nowoutworzong formute

© end
@ end

o Wykonanie algorytmu podaje apn dla .

@ Zauwaz, ze struktura algorytmu jest taka sama, jak poprzednio (inne

s3 tylko reguty redukcji).
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R prestied
Przyktad: apndla (p — q) A (p A —q)

@ Ten przyktad byt prosty — od razu wida¢, ze (p — g) A (p A —q) jest
semantycznie réwnowazna formule:

o (mpAPA=q)V(gAPA—Q)
o Wida¢ tez, ze badana formuta jest kontrtautologia.
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Definicja i twierdzenia

@ Sprowadzenie formut jezyka KRP do pewnych standardowych postaci
(np. ze wszystkimi kwantyfikatorami na poczatku formuty) utatwia
tworzenie dowodéw (w wielu metodach dowodowych).

e Formuta ¢ jezyka KRP jest w prefiksowej postaci normalnej, gdy jest
ona postaci Q1x1 ... Qnx, v, gdzie 1 jest formuty bez
kwantyfikatoréw, a kazdy symbol @; jest jednym z kwantyfikatoréw: V
lub 3. Jesli w dodatku v jest w kpn, to ¢ jest w koniunkcyjnej
prefiksowej postaci normalnej. Ciag Q1xi ... Qnx, nazywamy
prefiksem formuty ¢, a formute 1 jej matryca.

@ Przez formufe uniwersalng rozumiemy kazda formute w prefiksowe;
postaci normalnej, w ktérej prefiksie wystepuja jedynie kwantyfikatory
generalne. Formuta jest otwarta, jesli zawiera zmienne wolne. W
przeciwnym przypadku jest zamknieta.
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Prawami KRP s3 (zmienna x nie jest wolna w ¢):

Q IxYp = ¢ = Vx(¥ = )
Q Vxi = ¢ = Ix(Y = )
Q@ v — IxY = Ix(p — )
Q ¢~ Vxy = Vx(p — )
Q@ YAy = XAy
Q VY ANp = Wx( Ay
Q@ o NIxYp = Ix(pAY

)
)
)
Q@ o NVxY = Vx(p A1)
Q@ YV = Ix(W V)
@ VxpVp = Vx( V)
@ ¢oViIxy = Ix(p V)
@ o VVxy = Vx(p V)

v
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Postacie prefiksowe

Dalsze potrzebne prawa KRP:

o Vxp = dx—p
o —dxp = Vx—p

Przy zatozeniu, ze zmienna y nie jest wolna w ¢ oraz ze y jest
podstawialna za x w ¢:

° Vxp =Vyp[x/y]
o Ixp = Jyp[x/y]
Ponadto: ¢ = ¢ zastepujemy przez (o — ) A (¢ — ©).

e Dla dowolnej formuty ¢ jezyka KRP istnieje réwnowazna jej formuta
¢’ w prefiksowe] postaci normalnej, o tych samych zmiennych wolnych

co ¢. Kazda taka formute ' nazywamy prefiksowa postacig normalna
formuty .
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Przyktady

Formute w prefiksowej postaci normalnej réwnowazng inferencyjnie z:

(1) Vx3IyP(x,y)V —3IxVyQ(x,y)

mozemy znalez¢ np. w nastepujacy sposob:

Q Vx3IyP(x,y)V —~3IxVyQ(x,y)
© Vu(FyP(u,y) V =3xVyQ(x,y))
© Yuldv(P(u,v)V -3xVyQ(x,y))
Q Vudv(P(u,v) VVx=VyQ(x,y))
Q Vuldv(P(u,v)VVxIy—Q(x,y))
O VudvWw(P(u,v)V Iy-Q(w,y))
Q@ VudvWwIz(P(u,v)V -Q(w, z2)).
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Przyktady

Formute w prefiksowej postaci normalnej réwnowazng inferencyjnie z:

(1) Vx3IyP(x,y)V —3IxVyQ(x,y)

mozemy znalez¢ réwniez w nastepujacy sposob:

Q Vx3IyP(x,y)V —~3IxVyQ(x,y)

Q@ Vu(IyP(u,y) vV ~3xVyQ(x,y))

Q Vu(IyP(u,y) vV Vx-VyQ(x,y))

Q VuVw(3yP(u,y) V Vx—VyQ(w,y))
Q Vuvwav(P(u,y) V Vx—VyQ(w,y))
Q VuvVw3v(P(u,y)V Iy—Q(w,y))
Q@ VuvVw3vIz(P(u,y)V -Q(w,z))
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Przyktady

Formute w prefiksowej postaci normalnej réwnowazng inferencyjnie z:

(2) YxVy(3z(P(x,z) A P(y,z)) — JuQ(x,y,u))

mozemy znalez€ np. w nastepujacy sposéb:

QO VxVy(3z(P(x,z) A P(y,z)) — JuQ(x,y, u))
Q VxVyVw((P(x,w) A P(y,w)) — JuQ(x,y, u))
Q VxVyVwaz((P(x,w) A P(y,w)) — Q(x,y,z)).
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Skolemizacja

Skolemowa posta¢ normalna

@ Mozna wyeliminowa¢ kwantyfikatory egzystencjalne kosztem
wprowadzenia nowych symboli funkcyjnych.

@ Niech L bedzie jezykiem KRP ustalonej sygnatury .

@ Dla dowolnego zdania ¢ o postaci Vx; ... Vx,3yv jezyka L zdanie ¢’
o postaci Vxy ... Vxpt(f(x1,...,%n)), gdzie f jest nowym symbolem
funkcyjnym spoza X, jest réwnospetnialne z ¢.

@ Dla dowolnego zdania ¢ jezyka L istnieje formuta uniwersalna ¢ w
jezyku L’ o sygnaturze rozszerzonej o nowe symbole funkcyjne taka,
ze ¢ oraz ¢’ s3 réwnospetnialne.

o Kazdg formute ¢’ spetniajaca teze powyzszego twierdzenia nazywamy
skolemowa postacia normalna formuty .
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Skolemizacja

Przyktad

Przypomnijmy, jak wygladaty formuty (1) oraz (2):
Q VxIyP(x,y) vV -3IxVyQ(x,y)
Q@ VxVy(3z(P(x,z) A P(y,z)) — JuQ(x,y, u))
Przypomnijmy tez postacie prefiksowe formut (1) oraz (2):
Q VudvVwIz(P(u,v)V -Q(w,z))
Q@ VxVyVwIz((P(x,w) A P(y,w)) — Q(x,y,Zz)).

Mozliwymi postaciami skolemowymi wspomnianych wyzej formut (1) oraz
(2) sa np.:

o (1) Vuvw(P(u,f(v))V-Q(w,g(u,w)))
o (2) VxVyVw((P(x,w) A P(y,w)) = Q(x,y, f(x,y,w))).
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Czy to komukolwiek potrzebne?

e W rachunkach logicznych wykorzystujemy funktory jedno- oraz
dwuargumentowe — funktory boolowskie o wiekszej liczbie argumentéw
mozna przez nie zdefiniowaé.

e Dla przyktadu: tréjargumentowy funktor wiekszos¢ ma definicje:
m(p,q,r) =dr (PAG)V(qAr)V(pAr)

@ Pewne problemy matematyczne wymagaja jednak rozwazenia funkcji
boolowskich o wiekszej (od 2) liczbie argumentéw.

@ Problem: minimalizacja funkcji boolowskich.

o Pozostata czes¢ tej prezentacji przeznaczona jest dla ciekawskich.
Omawiany materiat znalez¢é mozna w podrecznikach matematyki

dyskretnej, np.: Jabtonski, S\W. 1991. Wstep do matematyki
dyskretnej, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa.
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Dodatek: funkcje algebry logiki

Jeszcze o funkcjach prawdziwosciowych

Pamietamy, ze (n-argumentowa) funkcja prawdziwosciowa nazywamy
dowolna funkcje £ : {0,1}" — {0,1}, dla n > 1.

Wszystkich n-argumentowych funkcji prawdziwosciowych jest 22", W
szczegblnosci, jest 16 dwuargumentowych funkeji prawdziwosciowych oraz
sa 4 jednoargumentowe funkcje prawdziwosciowe.

Do waznych probleméw (takze praktycznych) naleza:

@ definiowanie jednych funkcji prawdziwosciowych przez inne

@ reprezentacje dowolnych funkgji prawdziwosciowych przez stosowne
postacie normalne

@ znajdowanie zupetnych uktadéw funkcji prawdziwosciowych.
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Dodatek: funkcje algebry logiki Kodowanie funkcji prawdziwosciowych

Kodowanie funkcji prawdziwosciowych

Kazda z 16 dwuargumentowych funkgji prawdziwosciowych moze zostaé
zakodowana czteroelementowym ciagiem 0 i 1 (zob. tabele z pierwszego
wyktadu), a wiec dwéjkowym przedstawieniem jednej z liczb od 0 do 15.

Ogdlnie, kazda n-argumentowa funkcja prawdziwosciowa moze zostaé
zakodowana 2"-elementowym ciggiem 0 i 1, a wiec dwojkowym
przedstawieniem jednej z liczb od 0 do 27 — 1.

Wszystkie n-argumentowe funkcje prawdziwosciowe mozna zatem fatwo
wypisa¢ w formie tabeli o 27 wierszach oraz n + 22" kolumnach. Na
pierwszych n miejscach w i-tym wierszu nalezy umiesci¢ dwéjkowa
reprezentacje liczby i — 1. W kolumnach od n+ 1 do 22" umieszczamy
kolejno (pionowo) reprezentacje dwéjkowe liczb od 0 do 22" — 1.
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Dodatek: funkcje algebry logiki Jezyk terméw opisujacych funkcje prawdziwoséciowe

Termy opisujace funkcje prawdziwosciowe

Klase wszystkich funkcji prawdziwosciowych oznaczymy przez C. Niech
G C C. Z kazda n-argumentowa funkcja f z G stowarzyszymy symbol
funkcyjny f. Niech Vbl = {vp, v1, v, ...} bedzie przeliczalnym zbiorem
symboli, zwanych zmiennymi (nazwowymi). Zdefiniujemy pojecie termu:

(a) kazda zmienna v; jest termem;

o (b) jesli f jest n-argumentows funkcja z G, a Ty,..., T, s3 termami,
to f(T1,..., Tp) jest termem;

@ (c) nie ma innych terméw oprécz utworzonych na mocy warunkéw (a)
i

(b).

Uwaga. Termy to wyrazenia opisujace funkcje prawdziwosciowe w pewnym
(nowym!) jezyku formalnym.
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Dodatek: funkcje algebry logiki Jezyk terméw opisujacych funkcje prawdziwoséciowe

Wartosci termow

Wartosciowaniem zmiennych nazwowych (wzn) nazwiemy kazda funkcje
w : Vbl — {0,1}. Przyjmujemy oznaczenie: w(v;) = w;.

Oczywiscie w kazdym termie wystepuje jedynie skonczona liczba zmiennych
(nazwowych).

Okreslamy wartos¢ termu T dla danych wartosci zmiennych okreslonych
przez wzn w:

o (a) jesli T jest zmienng v;, to wartoscia T dla wzn w jest w;;

o (b) jesli T =f(Ty,..., Tn) i wartoéciami Ty,..., T, sa odpowiednio

£1,...,En, to wartoscia T jest f(e1,...,&p).
Postacie normalne i prefiksowe
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Dodatek: funkcje algebry logiki Reprezentowalnoséé

Reprezentowalnos¢

Méwimy, ze n-argumentowa funkcja prawdziwosciowa g jest
reprezentowana przez term T, jesli wszystkie zmienne T s3 wsréd

Vi,...,Vy i dla dowolnych wartosci (przy kazdym wzn) zmiennych
Vi,...,Vp warto$¢ termu T jest identyczna z wartoscia termu g (v, ..., Vy).
Méwimy, ze funkcja g jest ztozeniem funkcji i, ..., f,, jesli g jest

reprezentowana przez term, ktérego wszystkie symbole funkcyjne znajduja
sie posrod fy1,...,f,.

Uwaga. W praktyce, fakt ze jakas funkcja jest ztozeniem innych wyrazamy
bezposrednio w metajezyku. Piszemy np.: Im(x,y) = Al(Ng(x),y). Zwréé
uwage, ze zachodzenie tej réwnosci zwigzane jest z faktem, ze

(¢ = ) = (- V1) jest tautologia KRZ.
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Dodatek: funkcje algebry logiki Zbiory: zupetne, zamknigte, niezalezne

Zbiory funkcji: zupetne, zamkniete, niezalezne

Zbiér funkeji G nazywamy zupetnym, jesli dowolna funkcja
prawdziwosciowa jest ztozeniem pewnych funkcji z G. Zbidr funkcji G

nazywamy niezaleznym, jesli zadna funkcja f z G nie daje sie przedstawic¢
jako ztozenie funkcji z G — {f}.

Klase funkcji G nazywamy zamknieta, jesli zawiera ona wszystkie ztozenia
funkcji, ktére sa jej elementami. Zamknieta klase G nazywamy prapefna,
jesli G # C i G nie jest zawarta w zadnej klasie zamknietej, réznej od C.
Niezalezny zbiér funkcji G nazywamy baza klasy zamknietej K, jesli kazda
funkcja nalezaca do K jest ztozeniem funkgji nalezacych do G.

Do waznych funkcji prawdziwosciowych naleza oméwione poprzednio: Ng,
Kn, Al, Im, Rw. Bedziemy postugiwa¢ sie takze funkcja n-argumentowe;j
koniunkgji: Kn(xy,...,xp) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x; = ... = x, = L.
Podobnie dla n-argumentowej alternatywy.
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Iz it vt diormyeli
Klasy funkcji prawdziwosciowych

@ Przez C; oznaczamy klase funkgji spetniajacych warunek
f(1,1,...,1)=1.

@ Przez Cy oznaczamy klase funkgji spetniajacych warunek
£(0,0,...,0) =0.

o L jest klasa wszystkich funkgji /iniowych, tj. funkgcji postaci
X1+ ...+ xn+ ¢, gdzie e € {0,1}.

@ D jest klasa funkcji samodualnych, tj. funkcji spetniajacych warunek
f(x1,...,xn) = Ng(f(Ng(x1),...,Ng(xn)))-

@ przez M oznaczymy klase wszystkich funkcji monotonicznych, tj.
funkcji spetniajacych warunek: jesli x; < yi,...,x, < yp, to
f(xt,ooxn) < F(y1y---yYn)-

Uwaga. Symbolu < uzywamy dla relacji niewiekszosci na zbiorze {0,1}
traktowanym jako zbiér liczb. Symbol + oznacza dodawanie modulo 2 w
tym zbiorze.
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Dodatek: funkcje algebry logiki Przedstawialnosé

Przedstawialnos¢: zapis formalny

Méwimy, ze funkcja f jest przedstawialna za pomoca funkeji f1, ..., f, jesli
réwnosé f(vy,...,vn) = T zachodzi dla wszystkich wartosci
przyporzadkowanych (przez kazde wzn) zmiennym vy, ..., v,, gdzie T jest
pewnym termem zbudowanym z symboli funkcyjnych f1, ..., fx
(niekoniecznie wszystkich) oraz zmiennych vy, ..., v, (réwniez

niekoniecznie wszystkich).

Przyktady:

@ Kn jest przedstawialna przez Ng oraz Al:
Kn(v1, v2) = Ng(Al(Ng(v1), Ng(v2)))

o Al jest przedstawialna przez Ng oraz Kn:

Al(v1, v2) = Ng(Kn(Ng(v1), Ng(v2)))
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Dodatek: funkcje algebry logiki Przedstawialnosé

Przedstawialnos¢: zapis uproszczony

@ Im jest przedstawialna przez Ng oraz Al
Im(x, y) = Al(Ng(x), y)

@ Im jest przedstawialna przez Ng oraz Kn:
Im(x,y) = Ng(Kn(x, Ng(y)))

o Al jest przedstawialna przez Ng oraz Im:
Al(x,y) = Im(Ng(x),y)

@ Kn jest przedstawialna przez Ng oraz Im:
Kn(x,y) = Ng(Im(x, Ng(y)))

Uwaga. Powyzsze réwnosci (z tego slajdu), zapisane w metajezyku,
dotycza bezposrednio funkcji prawdziwosciowych. Milczgco wykorzystujemy
tu pewne wtasnosci terméw opisujacych funkcje prawdziwosciowe.
Réwnosci z poprzedniego slajdu zapisane byty w jezyku terméw.
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Dodatek: funkcje algebry logiki Przedstawialnosé

Nie pogub sie!

By¢ moze, jestes wstrzasnieta (choé nie zmieszana) uzywanymi w tym
wyktadzie subtelnosciami notacyjnymi. Tak trzeba, trust me. Zauwaz, ze:

e gdy piszemy np. réwnos¢ Im(x,y) = Al(Ng(x),y), to jest to zapis w
metajezyku, méwiacy co$ o funkcjach prawdziwosciowych;

o gdy piszemy réwnos¢ terméw Im(vy, vo) = Al(Ng(v1), v2), to jest to
zapis w jezyku formalnym opisujacym funkcje prawdziwosciowe;

e gdy piszemy réwnowaznosé (¢ — ¥) = (- V ), to jest to formuta
jezyka KRZ.

Mozna ustanowi¢ precyzyjng odpowiednios¢ miedzy: spéjnikami
prawdziwosciowymi —, A, V, — oraz =, a symbolami funkcyjnymi,
odpowiednio: Ng, Kn, Al, Im oraz Rw.
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Postacie normalne dla funkcji prawdziwosciowych
Postacie normalne dla funkcji prawdziwosciowych

W jezyku terméw opisujacych funkcje prawdziwosciowe mozna zdefiniowa¢
postacie normalne terméw:

e Kazde wyrazenie postaci x lub Ng(x), gdzie x jest zmienna
(nazwowa), nazywamy literatem.

o Wyrazenia postaci Ly A Ly A ... A Lp, gdzie kazde L; jest literatem,
nazywamy koniunkcjami elementarnymi.

o Wyrazenia postaci L1 V Ly V...V L,, gdzie kazde L; jest literatem,
nazywamy alternatywami elementarnymi.

e Wyrazenie w koniunkcyjnej postaci normalnej (kpn) jest to wyrazenie
ksztattu Ay A Ax A ... A Ap, gdzie kazde A; jest alternatywa
elementarna.

e Wyrazenie w alternatywne] postaci normalnej (apn) jest to wyrazenie
ksztattu A; V Ax V...V A,, gdzie kazde A; jest koniunkcja
elementarna.

Jerzy Pogonowski (MEQG) Postacie normalne i prefiksowe MDTiAR 3xi2015 36 / 42



Dodatek: funkcje algebry logiki Postacie normalne dla funkcji prawdziwosciowych

Postacie normalne dla funkcji prawdziwosciowych

Zachodzi nastepujace wazne twierdzenie o postaciach normalnych: J

Twierdzenie. Kazda funkcja prawdziwosciowa jest przedstawialna zaréwno
w koniunkcyjnej, jak i w alternatywnej postaci normalnej.

Przyktad: )

e apn dla Rw: Rw(x,y) = Al(Kn( n
o kpn dla Rw: Rw(x,y) = Kn(Al(Ng(x),y

x
<
~
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Ukl znppeiine f ritzrpsine
Zupetne uktady funkcji prawdziwosciowych

Z twierdzenia o postaciach normalnych wynika, ze nastepujace ukfady
funkcji sa zupetne: \

{Ng,Kn} {Ng,Al} {Ng,Im}. J

Zupetny jest takze uktad funkcji {Ar, Kn,1}, gdzie 1 jest funkcja stata
réwna 1, a funkcja Ar (alternatywa roztaczna) odpowiada dodawaniu
modulo 2. Zauwazmy, ze Ng(x) = Ar(x, 1(x)) oraz ze Kn odpowiada
(zwyktemu) mnozeniu w zbiorze {0,1}.

Czasami zamiast Kn(x, y) piszemy xy, zamiast Ar(x,y) piszemy x + y, a
zamiast 1 po prostu 1. lloczyny zmiennych nazywamy jednomianami, sumy
jednomianéw wielomianami Zegatkina, a pusty iloczyn zmiennych
utozsamiamy ze stata 1.
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Zupetne uktady funkcji prawdziwosciowych Uktady zupetne i niezupetne

Zupetne uktady funkcji prawdziwosciowych

Twierdzenie. Kazda funkcja prawdziwosciowa ma doktadnie jedno
przedstawienie w postaci wielomianu Zegatkina (z doktadnoscia do
kolejnosci czynnikéw w jednomianach i sktadnikéw w wielomianie).

Zauwazmy, ze:

@ (a) funkcje liniowe s przedstawialne jako sumy skorniczenie wielu
jednomianéw prostych (tj. jednomianéw bez mnozenia)

@ (b) funkcje przedstawialne przez funkcje liniowe takze sa liniowe

@ (c) z (a) oraz (b) wynika, ze nie sa zupetne np. ukfady: {+,1} oraz
{Ng, Rw}.

Nie s3 zupetnymi takze np. ukfady: {Rw, Ar}, {Al, Kn, Im}.
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Zupetne uktady funkcji prawdziwosciowych Binegacja i kreska Sheffera

Binegacja i kreska Sheffera

@ binegacja (NOR, strzatka Peirce’a): | (x,y) = Ng(Al(x,y))
o kreska Sheffera, NAND: 1 (x,y) = Ng(Kn(x,y))

) \ (X,X) A/(Xa)/) =] (\l/ (X>Y)7¢ (Xa)/))
Ng(X) =t (X,X) Kn(Xay) =T (T (X7.y)7T (Xay))

Binegacja odpowiada spéjnikowi ,ani ..., ani ..."”, a kreska Sheffera

”

spdjnikowi ,,co najwyzej jedno z dwojga ..., ...".

Twierdzenie. Jedyne zupetne jednoelementowe uktady funkgji to: {1}

oraz {|}.
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Zupetne uktady funkcji prawdziwosciowych Zbiory niezalezne i bazy

Przyktady zbioréw niezaleznych i baz

Przyktadami niezaleznych uktadéw funkcji sa:
(a) {Ng, Rw}; (b) {Ng, Ar}; (c) {Rw, Ar}; (d) {Rw, Al}.

Zupetne i niezalezne s3 np. nastepujace uktady funkgji:
(a) {Im, /}, gdzie /(x,y) = Ng(Im(y, x));
(b) {Rw, Al,0}, gdzie 0 jest funkcja stata réwna 0.

o {Kn,Im} jest baza dla C;

o {Kn, Ar} jest bazg dla Cy

o {Al,Kn 0,1} jest baza dla M

o {0,Rw} jest baza dla L

o {Ng, A} jest baza dla D, gdzie A(x,y,z) = xy + xz + yz.

Jerzy Pogonowski (MEG) Postacie normalne i prefiksowe MDTiAR 3xi2015 41 / 42



Iz prreppeline f Griirdznts P
Klasy prapetne i twierdzenie Posta

o Klasy: C1,Cy, M, D, L s3 wszystkie prapetne.

@ Dowolna klasa zamknieta K # C zawiera sie w pewnej klasie
prapetne;.

o Uktad funkgji jest zupetny wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest zawarty w
zadnej klasie prapetne;j.

Twierdzenie Posta. Nie istniejg klasy prapetne rézne od Cy, Cy, L, D
oraz M.

o Kazdy zamkniety zbidr funkcji prawdziwosciowych ma skonczona baze.

@ Rodzina wszystkich zamknietych zbioréw funkcji prawdziwosciowych
jest przeliczalna.
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