METODY DOWODZENIA TWIERDZEN
I AUTOMATYZACJA ROZUMOWAN
KONWERSATORIA 2015/2016

V rok kognitywistyki UAM

1 Uwagi organizacyjne
e Zajecia 1-8: Jerzy Pogonowski (obie grupy)

e Zajecia 9-15: Szymon Chlebowski (obie grupy)

1.1 Spis tematéw konwersatorium

1. Powtédrka: podstawowe pojecia logiczne. Pelne drzewo dwéjkowe. Notacja
Smullyana. Algebra Lindenbauma-Tarskiego.

2. Zadania: operacje konsekwencji, indukcja strukturalna. Reprezentacja regut
wnioskowania w zbiorze skoficzonych ciagéw dwodjkowych.

3. Zadania: metoda aksjomatyczna
4. Zadania: postacie normalne i prefiksowe
5. Zadania: tablice Smullyana
6. Zadania: rezolucja
7. Zadania: dual tableaux (diagramy Rasiowej-Sikorskiego)
8. Kolokwium I
9. Zadania: dedukcja naturalna
10. Zadania: rachunek sekwentéw
11. Zadania: Haskell
12. Zadania: Haskell

13. Zadania: Haskell



14.

15.

1.2

1.3

Zadania: Haskell

Kolokwium II.

Zasady zaliczania

. Punktacja: uzyska¢ mozesz maksymalnie 70 punktéw. Kolokwium=30 punk-

tow, aktywnos$¢ na zajeciach=10 punktéw. Zadania domowe wchodza w skiad
aktywnosci.

. Przyktadowe zadania Kolokwium I:

(a) Korzystajac z twierdzenia o dedukcji zbuduj dowdd podanej formuty
w systemie aksjomatycznym.

(b) Sprowadz do postaci normalnej podana formutg.
(¢c) Zbuduj dowdd tablicowy podanej formuty.
(d) Zbuduj dowdd rezolucyjny podanej formuty.

. Przyktadowe zadania Kolokwium II:

(a) Zbuduj dowdd podanej formulty w systemie dedukcji naturalne;.
(b) Zbuduj dowdd podanej formuly w rachunku sekwentow.

(c) Zadania dotyczace automatyzacji rozumowan w jezyku Haskell poda
Pan mgr Szymon Chlebowski.
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Dodatkowa literatura bedzie polecana w trakcie zajgc. Proponuje takze lek-
ture zamieszczonych na stronach ZLiK materialéw dydaktycznych: Pani Dr Doroty
Leszczynskiej-Jasion, Pana Prof. Mariusza Urbariskiego oraz Pana prof. Andrzeja
Wisniewskiego.

1.4 Materialy dydaktyczne
Be¢da dostgpne na stronie: http://logic.amu.edu.pl/index.php/Dydaktyka
Tam réwniez: syllabus.

1.5 Zalozenia o stluchaczach

Korzysta¢ bedziemy z wiadomosci przekazanych na kursach:

o Wprowadzenie do logiki
e Logikal

o Logika Il

Kurs Matematyczne podstawy kognitywistyki nie byt obowigzkowy dla studen-
tow obecnego V roku. Potrzebne nam pojecia matematyczne beda omawiane na
biezaco.

2 Powtorka

2.1 KRZ
2.1.1 Pelne drzewo dwojkowe

Pamigtamy, ze wartoSciowania w KRZ sa nieskoriczonymi ciagami o wyrazach 0
Iub 1. Wszystkie wartoSciowania reprezentowa¢ mozna w postaci petnego drzewa
dwdjkowego:
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Kazdy z kolejnych wierzchotkéw ma dwdéch bezposrednich potomkow. Wierz-
chotki (oprécz korzenia) kodujemy ciagami zer i jedynek. Tak wigc, jesli jakis

wierzchotek ma kod o, to jego bezpoSrednimi potomkami sa wierzchotki o kodach:
00 oraz ol. Galeziq nazwiemy kazdy nieskoriczony ciag ztozony z zer i jedynek.
Cwiczenie. Pokaz, ze nie jest mozliwe ponumerowanie (liczbami naturalnymi:

0,1,2,3,4,5,...) wszystkich gatezi.

2.1.2 Pelna tabela funktorow

Wszystkie dwuargumentowe funkcje prawdziwos$ciowe:
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Wszystkie funkcje 1-argumentowe:
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2.1.3 Notacja Smullyana

We wspoétczesnych podrgcznikach coraz bardziej popularna staje si¢ konwencja

notacyjna zaproponowana przez Smullyana, ktéra pozwala w skrétowej formie za-

pisywa¢é typy formut oraz reguty dowodowe.
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Po pierwsze, podzielmy funktory jezyka KRZ na:

1. pierwszorzedne: koniunkcja, alternatywa (nierozlaczna), implikacja prosta,
implikacja odwrotna, kreska Sheffera (zaprzeczenie koniunkcji), binegacja
(zaprzeczenie alternatywy), zaprzeczenie implikacji prostej oraz zaprzecze-
nie implikacji odwrotnej;

2. drugorzedne: pozostate funktory dwuargumentowe (a wigc takze réwnowaz-
no$¢ oraz jej zaprzeczenie, czyli alternatywe wykluczajaca, a rowniez cztery
funktory, ktére rOwnowazne sa pierwszemu argumentowi, jego zaprzecze-
niu, drugiemu argumentowi, jego zaprzeczeniu, a wreszcie verum | oraz
falsum 1).

Funktor 1 jest (przez informatykéw) nazywany NAND, natomiast | nazywany
jest (przez informatykéw) NOR.

Po drugie, wsréd funktoréw pierwszorzgdnych oraz ich zaprzeczed wyrdéznimy
te, ktore ,,dziataja” koniunkcyjnie oraz te, ktdre ,,dziataja” alternatywnie. Formuty
z tymi pierwszymi funktorami oznacza si¢ symbolem «, te drugie zas symbolem
B. Sktadniki takich formut sa oznaczane symbolami, odpowiednio: a1, ae oraz (i,
B2. Sktadniki te wyznaczane sa wedle nastgpujacej konwencji:
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2.14 Algebra Lindenbauma-Tarskiego

Przedstawimy na diagramie szesnascie formut jezyka KRZ z poszczegdlnymi funk-
torami prawdziwosciowymi. Najpierw diagramy dostgpne w sieci:



The Lindenbanm-Tarski algebra of
a classical propositional language generated
by the two variables { P, R}.

Teraz narysujemy samodzielnie stosowny diagram, ktéry — naszym zdaniem
— przedstawia omawiang algebre w sposéb ulatwiajacy m.in. zapamigtanie notacji
Smullyana. Najpierw zastanéw si¢, jak przedstawi¢ uporzadkowanie, ze wzgledu
na inkluzje, rodziny wszystkich podzbioréw zbioru o czterech elementach. Po-
tem zastandw sig, jak na plaszczyZnie przedstawiC tesserakt (hiperszedcian, sze-
Scian czterowymiarowy). Wreszcie, narysuj diagram Hassego rozwazanej alge-
bry Lindenbauma-Tarskiego. Patrzymy na tablicg. Rysujemy wspdlnie: ja wpro-
wadzam niektére wierzchoiki, studenci ustalaja, gdzie powinny leze¢ pozostate
wierzchotki.

RYSUJEMY NA TABLICY



Ten rysunek powinien utatwi¢ zapamigtanie m.in.:

1. ktére spdjniki sa pierwszorzgdne (atomy i koatomy)
2. ktére formuly sa koniunkcyjne (atomy), a ktére alternatywne (koatomy)

3. jakie zwiazki koniunkcyjno-alternatywne zachodza pomigedzy tymi formu-
tami (kresy w algebrze, wyznaczone przez A oraz V).

Diagram ten przedstawia algebr¢ Lindenbauma-Tarskiego (dla formut o dwéch
zmiennych). Jak widzieliSmy podczas jego rysowania, odpowiada on takze alge-
brze Boole’a wszystkich podzbioréw zbioru czteroelementowego.

Ogladamy réwniez mdj wspanialy tekturowy dwunastoscian rombowy, ktory
takze wiaze si¢ z omawiang struktura.

Problemy. Jesli mamy formut¢ o dwéch zmiennych wolnych, ale naprawde
bardzo dluga — miliardy razy wystepuja w niej koniunkcje, alternatywy, negacje,
implikacje, to gdzie znajdzie si¢ ona na powyzszym diagramie? Ile elementéw ma
algebra Lindenbauma-Tarskiego dla formut z trzema zmiennymi?

2.2 KRP
2.2.1 Notacja Smullyana

Notacja Smullyana dla jezykéw pierwszego rzedu (jak jezyk KRP) oprécz po-
wyzszych konwencji dla funktor6w prawdziwos$ciowych uwzglednia jeszcze no-
tacje dla formut skwantyfikowanych oraz ich negacji. Rozrdéznia si¢ dwa typy: -
Sformuty, ktore ,,dziataja” uniwersalnie (czyli formuly z kwantyfikatorem general-
nym lub z zaprzeczeniem kwantyfikatora egzystencjalnego) oraz §-formuty, ktore
»dzialaja” egzystencjalnie (czyli formuty z kwantyfikatorem egzystencjalnym lub
z zaprzeczeniem kwantyfikatora generalnego). Dla kazdego z tych typéw formut
oraz dowolnego termu ¢ okresla si¢ ich instancje w sposéb nastgpujacy:

gl v(t) § 4(t)
Ve | e(x/t) | 3ze | @(z/t)
—Jzp | ~p(z/t) || ~Vap | —p(z/t)

Ta konwencja zostaje nieco zmodyfikowana w przypadku jezykéw pierwszego
rzedu z symbolami funkcyjnymi (gdzie uwzgledniamy dodatkowo unifikacje termu
wystepujacego w instancjach), jak zobaczymy pdZnie;j.

Wreszcie, notacj¢ Smullyana stosuje si¢ takze np. w jezykach, w ktérych wy-
stepuja modalno$ci. Mamy wigc w-formuty (postaci Q) oraz v-formuty (postaci
Ulyp). Stosowne reguly poznamy w péZniejszych wyktadach.



2.2.2 Metoda kontrprzyktadu

Pamigtamy, ze KRP jest nierozstrzygalny, a wigc nie istnieje algorytm, ktéry dla
dowolnej formuly jezyka KRP rozstrzyga, czy jest ona tautologia KRP czy nie
jest. Istnieja potalgorytmy (np. metoda tablic analitycznych), ktére daja odpowiedz
pozytywna, gdy badana formula jest tautologia, ale moga nie da¢ odpowiedzi w
przeciwnym przypadku.

W niektérych przypadkach nietrudno ustalié, Ze dane zdanie nie jest tautologia,
podajac przyktad interpretacji, w ktorej jest ono falszywe.

Cwiczenie. Pokaz, ze nie sa tautologiami:

1. Vz(P(z) vV Q(z)) —» (VaP(x) VVzQ(x))
2. (FzP(z) A FzQ(x)) — Jx(P(x) A Q(x))
3. Va3yP(x,y) — JyVeP(x,y)

2.2.3 Rozumienie kwantyfikatoréw

Pamigtamy, ze definicja spelniania formuly w interpretacji przez wartoSciowanie
odwotuje si¢, w przypadku formut z kwantyfikatorami do innych warto$ciowan,
spetniajacych formule w zasiggu kwantyfikatora.

Mozna tez rozwazaé podstawieniowq interpretacje kwantyfikatoréw, przy kt6-
rej zaklada sig, ze wszystkie elementy uniwersum U interpretacji M maja nazwy
w jezyku. Niech nazwa elementu a € U bedzie a. Wtedy warunki dla formut z
kwantyfikatorami w definicji spetniania formuty w interpretacji M przez warto-
Sciowanie w przybieraja postaé:

1. M =, Vap(z) wtedy i tylko wtedy, gdy M =, ¢(a) dla wszystkicha € U

2. M E Jzp(x) wtedy i tylko wtedy, gdy M =, ¢(a@) dla pewnego a € U.

2.2.4 Nieskonczono$é

Zaktadamy, ze stuchacze pamigtaja z kursu Matematycznych podstaw kognitywi-
styki definicj¢ zbioru nieskoniczonego (w sensie Dedekinda): zbidr X jest nieskori-
czony, gdy jest réwnoliczny ze swoim podzbiorem wlasciwym. Zbiory, ktére nie
sa nieskonczone nazywamy skoriczonymi. Zakladamy tez znajomo$¢ twierdzenia
Cantora: zaden zbior nie jest réwnoliczny z rodzing wszystkich swoich podzbio-
row.

Zbiér nieskoficzony jest:

1. przeliczalny, gdy jest réwnoliczny ze zbiorem wszystkich liczb naturalnych;



2. nieprzeliczalny, gdy nie jest przeliczalny.

Jak widzieliSmy wyzej, zbiér wszystkich galezi pelnego drzewa dwdjkowego
(czyli takze zbidr wszystkich warto§ciowan w KRZ) jest nieprzeliczalny.

Cwiczenie. Podaj przyktad zdania jezyka KRP, ktére prawdziwe jest jedynie w
strukturach nieskonczonych.

Cwiczenie. Jesli X jest dowolnym zbiorem, to podzbiorem koskoriczonym zbioru
X nazywamy kazdy zbiér Y C X taki, ze X — Y jest skoficzony. Czy rodzina
wszystkich koskoficzonych podzbioréw zbioru wszystkich liczb naturalnych N jest
domknigta na operacje:

1. iloczynu
2. sumy
3. dopetnienia (wzgledem X)?

Jakie jeszcze wlasnosci tej rodziny potrafisz wskazacé?

3 Ciekawostki

3.1 Notacja Lukasiewicza

Przyzwyczajeni jesteSmy do notacji infiksowej dla funktoréw dwuargumentowych
(symbol funktora migdzy symbolami argumentéw). Potrzebne sa wtedy nawiasy,
albo inne znaki interpunkcji dla zaznaczania zasiggu funktoréw. W notacji Lu-
kasiewicza (zwanej tez notacjq polskq) symbol funktora stawiamy przed symbo-
lami jego argumentéw. Oczywiscie przyjaé trzeba ustalone symbole dla funktoréw
(ré6zne od symboli dla zmiennych), np.:

1. N —negacja

2. A - alternatywa

3. K —koniunkcja

4. C —implikacja

5. E —réwnowaznos¢.

Cwiczenie. Dokonaj przektadu miedzy notacja polska a infiksowa:

L((p—=>gA(p—=—9)—q



2.p—=(qg—=(r—=(s—1)))
3. (((p—q)—r)—s)—t
4. EApgAKpqAKpNqK Npq

5. CCCpqgCCCNrNstrCuCCrpCsp

3.2 Diagramy Venna i Carrolla

Zalezno$ci migdzy zakresami nazw reprezentowac¢ mozna graficznie na wiele spo-
sobow. Dla przyktadu:

3.2.1 Diagramy Venna

Jakie$§ tadne figury wybieramy dla oznaczenia zakreséw nazw — np. okregi lub
elipsy. Na diagramie Venna kazde dwa zakresy zachodza na siebie. Tak wigc, dla n
zbioréw mamy na diagramie Venna 2" obszaréw. Mozna uméwic sig, ze obszary
puste oznaczamy np. znakiem —, a obszary niepuste np. znakiem +.

Diagram Venna dla trzech zbioréw:

Diagram Venna dla pigciu zbioréw:

Jak mozna to wykorzysta¢? Na przyklad:
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1. W ocenie poprawnosci rozumowan reprezentowanych w monadycznym ra-
chunku predykatéw.

2. W ustalaniu, czy warunki podane dla branych pod uwage zbioréw sa nie-
sprzeczne.

Przyklad 1. Jeste$ na intensywnej terapii. Trzeba ci natychmiast poda¢ lek
zawierajacy jednoczeSnie alfaming, betaming oraz deltaming. [Nazwy lekéw sa
zmySlone, jak mi si¢ wydaje. Nie jestem optacany przez zadng firm¢ medyczna.]
Pielgegniarce trzesa si¢ rece i probuje sobie przypomniec:

Zaraz, jak to byto. .. Ten stary tysy profesor coS tam o tym bredzit, na tym wy-
ktadzie, podczas ktorego podrywatam Roberta. . . Kazda alfamina jest tez betaming.
Niektore betaminy sq deltaminami. JeZeli lek jest betaming lub deltaming, to jest
rowniez alfaming. Co prawda, nie ma leku, ktory jest alfaming i betaming, lecz nie
jest deltaming. Ale czy to wszystko oznacza, Ze jest lek, ktorego ona potrzebuje?!
Joszua, Miriam!!! Dla niej nie ma ratunku!

Ona rozmysSla, czas ptynie. Twéj czas wtasnie si¢ konczy. ..Bo przeciez nie
ma dla ciebie ratunku, prawda? Przyjmijmy, ze to, co mamrocze pielggniarka jest
prawdgq. Czy istnieje lek zawierajacy alfaming, betaming oraz deltaming?

Przyjmiemy oznaczenia:

o A(x)— x jest alfaminag;
e B(x) — x jest betamina;
e D(x) — x jest deltamina.

Wiadomosci zapamigtane przez pielegniarke zapisane w jezyku KRP maja po-
stac:

1. Vz (A(z) — B())
2. 3z (B(z) A D(z))

3.V (B(z) vV D(z)) — A(z))

4. -3z ((A(@) A B(z)) A ~D(z)).

Najpierw pokazemy, ze: a) wiadomosci zapamigtane przez pielggniarke sa se-
mantycznie niesprzeczne.

Potem za$ pokazemy, ze: b) z 2. oraz 3. wynika logicznie dajaca Ci ratunek
formuta:

(k) 3z (A(z) A (B(x) A D(x)))-
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Z diagramu tego wida¢,ze A= B =D =ANBND # 0.

Nadto, jesli sporzadzimy taki diagram tylko dla warunkéw 2. oraz 3., to zoba-
czymy, iz obszar A N B N D jest niepusty (w ogdlnosci trzeba jednak sprawdzic¢
wszystkie warunki, aby wykluczy¢, ze omawiane warunki sa sprzeczne):

Przezyjesz, jesli pielggniarka zrobi szybki uzytek z Logiki.

Przyklad 2. Czy z ponizszych przestanek wynika jaki§ wniosek dotyczacy za-
lezno$ci migdzy inteligentnymi a sympatycznymi? Ponadto: co mozna powiedzieé
o uczciwych, ktérzy nie sa sympatyczni?

Co najmniej jeden uczciwy jest sympatyczny. Nie wsZyscy sq uczciwi.
Kazdy jest uczciwy lub inteligentny lub sympatyczny. Wszyscy inte-
ligentni sq uczciwi lub sympatyczni. Wszyscy uczciwi inteligentni sq
sympatyczni. Wszyscy sympatyczni sq uczciwi lub inteligentni. Zaden
uczciwy sympatyczny nie jest inteligentny.

WprowadZzmy oznaczenia:
e U(x) — z jest uczciwy

e I(xz) — x jest inteligentny
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e S(xz) — x jest sympatyczny.
Rozwazane przestanki majq nastgpujace schematy:

1. 3z (U(x) A S(z))

2. =Vx U(x)
3. Vo (U(x) VvV (I(z)V S(x))
4.V

 ( )
z (I(z) = (U(z) v S(z))
5. Vx (U(z) ANI(z)) = S(x)

( VI(z))

)
)
6. Vz (S(x) = (U(z) vV I(x)))

7. =3z (U(z) A (S(x) AI(x))).

Z powyzszego diagramu widac, ze (przy prawdziwosci przestanek):

o [stniejq inteligentni i sympatyczni. Wszyscy inteligentni sq sympatyczni. Ist-
niejq sympatyczni, ktorzy nie sq inteligentni.

o Jesli ktos jest uczciwy, ale nie jest sympatyczny, to nie jest inteligentny. Nie
wiadomo jednak, czy istniejq uczciwi, ktorzy nie sq sympatyczni i nie sq in-
teligentni.

Problem: jaka notacj¢ zaproponujesz dla oznaczania niepustosci sumy obsza-
réow?
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3.2.2 Diagramy Carrolla

Diagramy Carrolla dla dwéch i trzech zbioréw:

B -B
A ANB AN-B
—-A| -AnB| -ANn-B
© x
» v i v | o .
x'y X'y *y Xy

Jak mozna to wykorzystac? Tak samo, jak diagramy Venna.
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