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Plan wyktadu

Uwaga. Niniejsza prezentacja w zadnej mierze nie jest przyblizonym
cho¢by wyktadem teorii funkeji rekurencyjnych. Ograniczamy sie do
definicji wybranych poje¢, podajemy nieco przyktadéw i formutujemy kilka
twierdzen.

Cele tej prezentacji sa zasadniczo dwa:
@ pokazanie, ze intuicyjne pojecie obliczalnosci mozna reprezentowa¢
matematycznie;

@ oswojenie stuchaczy z operacjami kodowania, ktére beda
wykorzystywane w arytmetyzacji sktadni.

Stuchacze zainteresowani teorig funkgji rekurencyjnych zechca skorzystaé z
literatury przedmiotu podanej na kofcu prezentacji.
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Pojecie algorytmu

Metoda obliczalna (efektywna): w skonczonej liczbie prostych,
mechanicznych krokéw daje odpowiedz dla dowolnych danych ustalonej
postaci. Dane moga mie¢ strukture ztozong. Obliczenie za pomoca metody

efektywnej nazywa sie algorytmem.
Podane wyzej pojecie obliczalno$ci ma charakter intuicyjny. Mozliwe s3

jego rézne matematyczne precyzacje.

o Przyktad metody efektywnej: algorytm ustalania, czy dana formuta
jezyka Klasycznego Rachunku Zdan jest prawem (tautologia) tego
rachunku.

o Przyktad problemu, dla ktérego nie istnieje metoda obliczalna:
ustalanie, czy dowolna formuta jezyka Klasycznego Rachunku
Predykatéw jest prawem (tautologia) tego rachunku.
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NieSmiertelne monogamiczne kazirodcze kroliki

e Mamy Pierwsza Pare krélikéw (samca i samice). Chcemy obliczyé, ile
par krélikéw otrzymamy po n miesigcach przy zatozeniu, ze kazda para
krolikéw rodzi co miesiac nowa pare (samca i samice), ktéra staje sie
reproduktywna po miesigcu (i natychmiast z tego korzysta).

e Nadto, kroliki zyja wiecznie, s3 monogamiczne i kazirodcze
(poczawszy od drugiej pary tylko brat z siostra daja potomstwo;
Pierwsza Para tez kontynuuje prokreacje), oraz nie ustaja w
rozmnazaniu. [Jest réwniez wersja ze Smiertelnymi krélikami.]

Ciag Fibonacciego:
e F(0)=0
e F(1)=1
e F(nN=F(n—-1)+F(n—-2)dlan>2
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Ciag Mosera-Steinhausa

Woprowadzmy oznaczenia (oryginalna symbolika Steinhausa byta inna):

@ A(n) oznacza n"
@ [(n) oznacza iterowanie n razy operacji A dla argumentu n

© % (n) oznacza iterowanie n razy operacji [ dla argumentu n.

Czy potrafisz obliczy¢ % (2)?

0 *(2) = 0(0(2)) = D(A(A(2)

QO A(A(2)) = A(22) = A(4) = 4* = 256

Q *(2) =0(256) = A(A ... (A(256)...)), gdzie operacja A
wykonywana jest 256 razy.

)

Masz: A(A(256)) = (256250)(256%%°) = (256256)256:256* — p5g(256*7) o
dalej licz samodzielnie:)
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Ciag Mosera-Steinhausa

W notacji Steinhausa argumenty byty umieszczane wewnatrz wielokatéw.
Konstrukcje: nw m p-katach (p > 3) opisuje funkcja M(n, m, p):

Q@ M(n,1,3)=n"
@ M(n,1,p+1)= M(n,n,p)
@ M(n,m+1,p)=M(M(n,1,p),m,p).

Liczba %2 (czyli 2 w pieciokacie) nazywana jest czasem mega, zas 2 w
mega-kacie (czyli wielokacie o mega bokach) nosi nazwe moser. Liczbe
%10 (czyli 10 w pieciokacie) nazywa sie megiston:

Q@ mega=M(2,1,5)

@ megiston=M(10,1,5)

© moser=M(2,1, M(2,1,5)).

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne MDTiAR 15xii2015 6 /71



Obliczenia a dowody

@ Obliczenia traktujemy jako operacje na danych.

@ Argumenty obliczen (dane) moga miec rézne struktury (liczby, ciagi
symboli, drzewa, itd.).
o Kazde obliczenie moze by¢ reprezentowane przez drzewo:
e w korzeniu znajduje sie wynik obliczenia
o w lisciach znajduja sie dane (argumenty)
e pozostate wierzchotki odpowiadaja cze$ciowym obliczeniom,
prowadzacym do wyniku.

@ lzomorfizm Curry’ego-Howarda ustala odpowiednios¢ miedzy
dowodami a obliczeniami (o czym stuchacze dowiedza sie na
konwersatorium).

o W ramach wyktadu interesuje nas natomiast mozliwos¢ wykorzystania
matematycznych modeli obliczalnosci w dowodach twierdzen
metalogicznych.
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Rekursja = 7

@ tacinskie recurrere znaczy m.in.: przybiec na powrdt, wréci¢ do
czego$, pospieszy¢ na powrdt, a recursare znaczy: wracac, czesto
powracac.

@ Obliczanie wartosci pewnych funkcji dla argumentu n+ 1 wymaga
znajomosci wartosci tych funkgji dla argumentéw 0,1,2,..., n.

Rozwazamy przy tym nie catkiem dowolne funkcje, ale jedynie takie,
ktérych wartosci otrzymujemy w sposéb efektywny (obliczalny). Za
funkcje obliczalne uznamy np. funkcje state (nic nie trzeba liczy¢), funkcje
nastepnika (dodanie jedynki do liczby), funkcje rzutu (wybranie liczby ze
skoniczonej listy). Uznamy, ze sktadajac funkcje obliczalne otrzymamy
funkcje obliczalng. Uznamy tez, ze pewne inne operacje (rekursja prosta,
minimum efektywne) stosowane do funkgji obliczalnych daja funkcje
obliczalne.
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IETLLCTNEIUICUSYLEE Podstawowe definicje

Funkcje proste

Czesciowe funkcje liczbowe f(xi,...,x,) (dla n=1,2,...), to funkcje
okreslone na pewnym podzbiorze zbioru w” o wartosciach bedacych
liczbami naturalnymi. W tym wyktadzie w to zbiér wszystkich liczb
naturalnych. n-argumentowa funkcja f(x1,...,xn) jest catkowita, jesli jej
dziedzing jest caty zbiér w”, czyli gdy dom(f) = w".

Nastepujace funkcje catkowite nazywamy prostymi:
@ s(x) = nastepnik x (czyli dodanie jedynki do x),
@ o(x) =0 (funkcja stata réwna 0),

° IM(x1,...,xn) =xm (dla 1< m< n)(rzut na m-ta wspétrzedna).

Funkcja h(xi,...,x0) = g(A(x1,- -, Xn), -+, fm(x1, - - ., Xn)) otrzymywana
jest z funkeji g, f1, ..., fy przez operacje zfozenia.
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Proimmone s
Schemat rekursji prostej

Funkcje f(x1,...,Xn,y) otrzymujemy z funkcji g(x1, ..., x,) oraz
h(x1,...,%n,y,2z) za pomoca schematu rekursji prostej, jezeli:

o f(x1,...,xn,0) = g(x1,...,%n),
o f(xi,....xn,y +1)=h(x1,....,xn, ¥, (X1, Xn, ¥))-

Dla n = 0 schemat rekursji prostej przyjmuje nastepujaca postac:
e f(0)=a,
o fly+1)=2aly,f(y))

gdzie a jest jednoargumentowa funkcja staty o wartosci a.
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Proimmone s
Minimum efektywne

Jezeli funkcja g(xi1,. .., xn) spetnia warunek:
o (x) dla wszystkich xi, ..., x, istnieje y taka, ze g(x1,...,xn,y) =0,
to méwimy, ze funkcja f(xq,...,x,) okreslona warunkiem:

f(x1,...,xn) = py [g(x1, ..., xn,y) = 0]

(czytamy: f(x1,...,xp) = najmniejsza y taka, ze g(x1,...,xn,¥) =0)
jest zdefiniowana przez minimum efektywne. Warunek (%) nazywamy
warunkiem efektywnosci.

Funkcje okreslone za pomoca minimum efektywnego stosowanego do
funkgji catkowitych sa catkowite.
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Proimmone s
Minimum efektywne

Jezeli relacja R spetnia warunek:

Vx1...Vxpdy R(x1,. .., Xxn,y),

to méwimy, ze funkcja f(x,...,xp) jest zdefiniowana z relacji R przez
minimum efektywne, gdy:

f(x1,...,xn) = py R(x1,..., %0, ¥),

gdzie py R(x1,...,Xn,y) jest najmniejsza liczba y, dla ktérej zachodzi
R(x1,. -y Xn ¥)-

Dla przyktadu, funkcje f(x) = |log, x| mozna zdefiniowa¢ przez minimum
efektywne: f(x) = py (27! > x). Tutaj | | jest funkcja podtogi i
przyjmujemy log, 0 = 0.
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IETLLCTNEIUICUSYLEE Podstawowe definicje

Operacja minimum

Funkcje f(x1,...,xn) otrzymujemy z funkcji g(xi,...,Xn,y) za pomoca
operacji minimum (za pomocg j-operatora), co zaznaczamy nastepujaco:

f(xt,...,xn) > py [g(xt, ..., xny) = 0],

gdy spetniony jest warunek:

f(x1,...,x,) jest okreSlona i réwna y wtedy i tylko wtedy, gdy
g(x1,...,xn,0),...,8(x1,...,%n, ¥y — 1) sa wszystkie okreslone i rézne od
0, zas$ g(xi,...,xn,y) =0.

Funkcje otrzymane przez operacje minimum (bez warunku efektywnosci)
moga nie by¢ catkowite.
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Funkcje rekurencyjne Funkcje: pierwotnie, czg$ciowo i ogélnie rekurencyjne

Funkcje: pierwotnie, czesciowo i ogdlnie rekurencyjne

e Funkcja f(x1,...,xn) jest pierwotnie rekurencyjna, jesli moze by¢
otrzymana z funkgji prostych za pomoca skorczonej liczby zastosowan
operacji ztozenia oraz rekursji proste;.

e Funkcja f(x1,...,xn) jest czesciowo rekurencyjna, jesli moze by¢
otrzymana z funkgji prostych za pomoca skonczonej liczby zastosowan
operacji ztozenia, rekursji prostej oraz operacji minimum.

e Funkcja f(x1,...,xn) jest ogdlnie rekurencyjna (krétko:
rekurencyjna), gdy jest ona catkowita funkcja czesciowo rekurencyjna.

Kazda funkcja pierwotnie rekurencyjna jest tez ogélnie rekurencyjna (lecz
nie na odwrét).
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Funkcje: pierwotnie, czg$ciowo i ogélnie rekurencyjne
Ograniczony p-operator

Funkcje f(x1,...,xn) otrzymujemy z funkcji

g(X17"'aXn7.)/) oraz h(Xl,...,Xn)

za pomoca ograniczonego pi-operatora, jesli dla wszystkich xi, ..., x,:

,uy[g(xl,...,x,,,y) :0]

jest okreslona i nie wieksza od h(xi, ..., x,) oraz

f(X]_7...,Xn) = uy [g(X].;“'7Xn7.y) = O]

W szczegdlnosci, jesli h(xi, ..., xn) = a jest funkcja stata, to piszemy:
fxt,....xa) = py <alglx,...,xny) =0
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Atierey i cellailo relamremain:
Zbiory i relacje rekurencyjne
Niech P bedzie dowolna n-argumentows relacjg na zbiorze w. Funkcje

xp(x1,...,xn) nazywamy funkcja charakterystyczna relacji P, jesli
funkcja ta spetnia warunek

[ 0, gdy P(xi,...,xn)zachodzi,
Xp(X1, - ) = { 1, gdy P(xi,...,xXn) nie zachodzi.

Relacja P C w" jest rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna), jesli jej
funkcja charakterystyczna jest ogélnie rekurencyjna (pierwotnie
rekurencyjna). W szczegélnosci, funkcje charakterystyczne zbioréw to
funkcje charakterystyczne relacji jednoargumentowych.

Uwaga. W niektérych podrecznikach przez funkcje charakterystyczna
relacji P rozumie sie funkcje 1 — xp(xi,...,xn). To kwestia umowy,
przyjmowanej dla wygody obliczen.
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Funkcje rekurencyjne Inna definicja funkcji rekurencyjnych

Funkcje rekurencyjne: inna definicja

W mysl innej definicji zbiér funkcji rekurencyjnych to najmniejszy zbiér
funkcji:

@ zawierajacy funkcje rzutu /), dodawania +, mnozenia - i funkcje
charakterystyczna x < relacji mniejszosci <,

e domkniety na operacje ztozenia funkcji oraz definiowanie przez
minimum efektywne.

Obie te definicji okreslaja te sama klase funkg;ji:

@ mozna pokaza¢, ze +, - i x< s3 pierwotnie rekurencyjne (zobacz nizej);

@ mozna pokazaé, ze schemat rekursji prostej daje sie wyrazi¢ za
pomoca minimum efektywnego.

Rozwaza sie wiele typéw rekursji: zwrotna, jednoczesna, ograniczona, itd.
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Funkcje rekurencyjne Kilka oznaczen

Oznaczenia

Stosujemy oznaczenie:

f(x1,...,xn) = pylg(xa, ..., xn,y) = h(xa,..

gdy spetniony jest warunek: f(xi,...,xn) jest okreslone i réwne y wtedy i

. 7Xn7)/)]7

tylko wtedy, gdy g(x1,...,xn,i) oraz h(xi, ..., xn, ) sa okreslone dla
i=0,1,...,y, 8(x1,. .., Xn, i) # h(x1,...,%n,0) dla i <y oraz

glxi, .-y xn,y) = h(x1,. .., xn,y)-

W podobny sposéb rozumiemy oznaczenia:

°,UY[g(Xla---aXmY)?éh(Xla---aXmY)]a
°N}/[g(xl,---,xn,}/)<h(X1,---,Xn,)/)],
o uylg(xi,...,xn,y) < h(x1,...,%n,y)], itd.
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Funkcje rekurencyjne Kilka oznaczen

lteracja, odwrécenie, funkcja uniwersalna

Bedziemy méwi¢, ze funkcje f(x) otrzymujemy z funkgeji g(x) przez
iteracje i oznaczac ten fakt przez f(x) = ig(x), gdy

e f(0) =0,

o f(x+1)=g(f(x)).

Bedziemy méwié, ze funkcje f(x) otrzymujemy z funkcji g(x) przez
odwrdcenie i zaznacza¢ ten fakt przez f(x) = g~%(x), gdy

f(x) = pnylg(y) = x].

Niech G bedzie pewnga rodzing n-argumentowych funkcji czesciowych.
Funkcje n + 1-argumentowa F nazwiemy funkcja uniwersalng dla G, jesli

G={F0,x1,...,xn), F(1,x1,...,%n), F(2, X1, -+, Xn), ..}
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Nastepujace funkcje s3 pierwotnie rekurencyjne:

o (1) f(x)=x+n;

o (2)f(x)=mn;

o (3) Alx,y) =x+y;

o (4) R(x,y)=x"y;

o (5) fa(x,y) = x¥ (przyjmujemy 0° = 1);
e (6) f(x) = x! (przyjmujemy 0! = 1).
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Dowdd (pierwotnej rekurencyjnosci tych funkgji).

o (1) f(x) = s(s(...s(x)...)).

n razy
e (2) f(x)=s(s(...s(o(x))...)
—_——
n razy
e (3) A(x,y) =x +y otrzymujemy przez rekursje prosta:
A(0,y) =y = l(y), Alx +1,y) = (x +y) + 1 =s(A(x,y)).
e (4) f(x,y) = x - y otrzymujemy przez rekursje prosta:
£(0,y) =0=o(y), olx+1Ly) = (x-y) +y =f(fa(x,y).y)
e (5) f3(x,y) = x¥ otrzymujemy przez rekursje prosta:
f3(x,0) =0 =o(x), (x,y +1) =x - x = h(f(x,y),x).

o (6) £(0) =1, f(x +1) = s(x) - f(x).
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Funkcje rekurencyjne Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Nastepujace funkcje sg pierwotnie rekurencyjne:

e st={ 1 &

JOETORE

x=0
x > 0;

x>0
x=0;

1 0, gdy x=0
0(9)X1_{x1, gdy x>0;

e (10) xy:{ 0 gdy x<vy
x—y, gdy x>y,
o (11) [x =yl
e (12) max(x,y)
e (13) min(x,y)
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Dowéd
o (7) sg(0) = 0; sg(x + 1) = s(o(x))
o (8) 5g(0) =1, sg(x + 1) = o(x)
@ (9)0-1=0, (x+1)=-1=x.
e (10) x=0=x, x=(y +1)=(x=y)=-1
o (11) [x —y| = (x=y) + (y=x).
o (12) max(x,y) = x -sg(x=y) +y - sg(x=y).
o (13) min(x,y) = x - sg(y=x) +y - 5g(y =x).
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Niech funkcje fo, f1, ..., fs maja nastepujaca wtasnos¢: dla dowolnych
argumentéw xi, ..., x, jedna i tylko jedna z tych funkgji réwna jest 0.
Powiemy, ze funkcja g jest okreslona warunkowo, gdy
ho(x1,...,%n), g&dy fo(x1,...,xn) =0,
glxi,...,xp)=¢ ...
hs(x1,...,xn), gdy fs(x1,...,xn)=0.
Jesli funkcje hg, ..., hs, fo, ..., fs sa pierwotnie rekurencyjne, to g jest
pierwotnie rekurencyjna.

Dowdd. g(x1,...,xn) = ho(x1,...,%n) - 58(fo(x1,...,xn)) + ...
coot hs(xa, .oy xn) - SB(Fs(X1y -y xn))-
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Niech g, «, B beda funkcjami pierwotnie rekurencyjnymi. Wtedy
nastepujace funkcje sa pierwotnie rekurencyjne:

Xn+1

(14) f(x1,- -y Xy Xn41) = Z g(x1, .y xn,0);

X1y..eyXny i), gd <z
(15) F(x1,-- -, Xy, 2) = Eg(l i), gdy y

0, gdy y>z

(16) F(X1,-- s Xns Y1y - vy Ym) =
B(Y1y:-rym) _
g(xt,-- s Xn, i), gdy aly1, .-, ym) < By, Ym),
i=a(y1,.,¥m)
0, w pozostatych przypadkach;
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Xn+1

(17) f(x1,. .oy Xy Xat1) = I1 g0y, Xn, 1),
i=0

gX]_,...7X,,,i, gdy }’<Z
(18) f(xlv"'vxnayvz): il;{/ ( )

0, gdy y>z

(19) F(X1y v ey Xny Y1y-e-sYm) =
B(y1y--sYm) .
g(Xla s ,X,,,I), gdy a(y17 v ,_ym) g B(yla o a.ym)a
i=a(y1,..Ym)
0, w pozostatych przypadkach.

Jesli funkcje f otrzymujemy z funkcji pierwotnie rekurencyjnych g i h za pomoca

ograniczonego p-operatora, to f jest pierwotnie rekurencyjna.
h(x1,...,%Xn) i

Dowod. f(x1,...,xa) = > sg(I] g(x1,..-,xn,J))-
i=0 j=0

y
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Nastepujace funkcje sa pierwotnie rekurencyjne:
e (20) [i] — cze$¢ catkowita z dzielenia x przez y (przyjmujemy, ze
[5] =x)
@ (21) rest(x, y) — reszta z dzielenia x przez y (przyjmujemy, ze
rest(x,0) = x);
22) 7(x) — liczba dzielnikéw liczby x, gdzie 7(0) = 0;
23) o(x
24) lh(x) — liczba dzielnikéw liczby x, ktére sa liczbami pierwszymi
przyjmujemy |h(0) = 0);

(
( ) — suma dzielnikéw liczby x, gdzie o(0) = 0;
(
(
25) 7w(x) — liczba liczb pierwszych nie wiekszych niz x;
26) k(x,y) — najmniejsza wspdlna wielokrotnos¢ liczb x i y, gdzie
k(x,0) = k(0,y) =0;
e (27) d(x,y) — najwiekszy wspolny dzielnik liczb x i y, gdzie
d(0,0) =0.
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

(20) (1= 358 -y =)
(21) rest (x,y) = x=y - [¥]

(22) 7(x) = Z?(rest( ).

i=

(23) o(x) = Z:I Sg (rest (x,1)).
(24) x Jest ||czbq pierwszg gdy 7(x) = 2 (zob. (22));

Ih (x) = Z sg (I7(7) — 2[ + rest (x, 7).

=1

(25) m(x) = i g (I7()) — 2]) (z0b. (22)).

(26) K(x, ¥) = zcxy(z 58 (x - y) + sg(x - y)(58(2)+
+rest (z,x) + rest (z,y)) = 0).
(27) d(x,y) = [goey] + x - 58(y) + v - 58(x) (z0b. (26)).
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Nastepujace funkcje sa pierwotnie rekurencyjne:
@ (28) px — x-ta liczba pierwsza (po =2,p1 =3,p2 =5,...);

@ (29) long(x) — numer najwiekszego dzielnika liczby x, bedacego liczba
pierwsza;

@ (30) ex(x,y) — wyktadnik potegi x-tej liczby pierwszej px w
kanonicznym rozkfadzie liczby y na czynniki pierwsze; przyjmujemy, ze

ex(x,0) = 0;
Dowéd.
® (28) px = pycox<(Im(y) — (x +1)| = 0) (zob. (25)).
o (29) long (x) = uyex( > sglrest (x,pi)) = 0)
i=y+1

® (30) ex (x,y) = nz<x((5g (rest (v, (px)**1))) - sg(y) = 0) (zob. (28)).
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

o Jest nieskoniczenie wiele funkcji pierwotnie (czesciowo, ogdlnie)
rekurencyjnych.

o Kazda z tych klas zawiera jednak tylko Wg funkgji.

e Poniewaz wszystkich funkcji z w” w w jest kontinuum, wiec prawie
wszystkie funkcje sa poza klasa funkgji ogdlnie rekurencyjnych.

o Przyktady funkcji, ktére:

e s3 rekurencyjne, ale nie sa pierwotnie rekurencyjne,
e nie s3 rekurencyjne,

zostana podane nizej. Czy spotkatas juz funkcje, ktéra nie jest
rekurencyjna? Na czym miatoby polega¢ obliczanie jej wartosci?
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnych

Nastepujace relacje sg pierwotnie rekurencyjne: )

a) x =y;
Mx+y—z
c) x-

d) x d2|e|| Vi
e) x jest parzyste;
)

—+

x oraz y sa wzglednie pierwsze;
dn(x =12 +22 + ..+n);
In(x=14+2+...+n).

® 6 6 6 66 o o o
r\a‘q\/‘\/‘\/\/\/\/\

)
h)
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnych

Jezeli relacje P(xi,...,x,) oraz Q(xi,...,Xp) sa rekurencyjne (pierwotnie
rekurencyjne), to nastepujace relacje s réwniez rekurencyjne (pierwotnie

rekurencyjne):

) (P(x1,.-.,x2) A Q(x1,. .., %n));
) (P(x1y-- s xn) V Q(x1,...,%n));
c) “P(x1,...,Xn);
d) (P(x1,...,xn) = Q(x1,...,xn));
e) P(x1,x1,X3,...,Xn);

° (
° (
° (
° (
° (
° (

) P(f(x1,- -y Xm)s Xm+1s - - - s Xmtn—1), J&SIi F(x1,...,xm) jest
rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna).
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnych

o Jezeli relacja R(xi,...,xn,y) jest rekurencyjna (pierwotnie
rekurencyjna), to relacje dy(y < z A R(x1,...,xn,y)) oraz
Vy(y <z — R(x1,...,Xn,y)) réwniez sg rekurencyjne (pierwotnie
rekurencyjne).

@ Dowolny skofczony zbidr liczb naturalnych jest pierwotnie
rekurencyjny.

o Jezeli f jest funkcja ogodlnie rekurencyjna (pierwotnie rekurencyjna),
za$ a jest ustalong liczba, to zbiér rozwigzan réwnania
f(x1,...,xn) = a jest rekurencyjny (pierwotnie rekurencyjny).

@ Niech f bedzie funkcja czesciowo, ale nie ogdlnie rekurencyjng. Wtedy
dziedzina funkcji £~ jest zbiorem pierwotnie rekurencyjnym.

o Jezeli zbiory A oraz B sa rekurencyjne (pierwotnie rekurencyjne), to
réwniez zbiory AN B, AU B, w — A s3 rekurencyjne (pierwotnie
rekurencyjne).
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il mormerues Cemiane
Funkcja numerujaca Cantora

(0.0)
(1.0)  (0.1)
(2.0)  (L1) (0.2)
3.0) (21) (12 (0.3)
40) (31  (22) (1.3) (0.4)

Ustawimy te wszystkie pary w jeden ciag nieskonczony, wedle porzadku pieter tej
nieskonczonej piramidy (z géry w dét), a w ramach kazdego pietra od prawej do
lewej. Zauwaz, ze kazde pietro sktada sie z par (x,y) o statej sumie x + y.
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il mormerues Cemiane
Funkcja numerujaca Cantora

Funkcja numerujaca Cantora

cloy)=() (i+1)+x= (X+y)22+3x+y

i<x+y

ustanawia wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy w X w a w
(koduje pary liczb naturalnych wedle wspomnianego wyzej porzadku).

Funkcja c jest pierwotnie rekurencyjna. Takie s3 tez funkgje:

I(x) = pz < x (3t < x ¢(z,t) = x)
r(x) = pz < x (3t < x c(t, z) = x).

Nadto, /(c(x,y)) = x oraz r(c(x,y)) =y, a takze c(/(z),r(z)) = z.
Funkcje / oraz r réwniez s wzajemnie jednoznaczne.
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Funkcje rekurencyjne Funkcja numerujaca Cantora

Funkcja numerujaca Cantora

Analogicznie kodujemy tréjki liczb naturalnych: c3(x,y, z) = c(x, c(y, 2))
oraz dowolne n-tki takich liczb:

o cl(x) =x
o C2(X1,X2) = C(Xl,XQ)

o ¢ (x1, X0, ..y Xy Xna1) = (X1, X2, . .+, €(Xn, Xna1))-

Istnieje wiele innych funkgji kodujacych. O niektérych z nich opowiemy
podczas dalszych wykfadéw.
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il mormerues Cemiane
Funkcja numerujaca Cantora

e Funkcje ¢ oraz ¢/}, sa pierwotnie rekurencyjne.

e Funkcje ¢"(x1, ..., xn) ustanawiaja wzajemnie jednoznaczne
odpowiedniosci miedzy w” oraz w (koduja ciagi liczb naturalnych
dtugosci n).

@ Z jednoargumentowych funkcji czesciowo rekurencyjnych oraz z funkgji
¢"(x1,...,xn) otrzymac¢ mozna wszystkie funkcje czesciowo
rekurencyjne.

@ Istnieje wzajemnie jednoznaczna funkcja pierwotnie rekurencyjna ze
zbioru wszystkich ciagéw skornczonych liczb naturalnych w zbiér w.

Jedna z zalet kodowania z uzyciem funkcji Cantora jest to, ze jej zbiér
wartosci jest réwny catemu zbiorowi w.
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Funkcje rekurencyjne Funkcje uniwersalne

Funkcje uniwersalne

Dla kazdej liczby naturalnej n istnieja funkcje uniwersalne dla klas
wszystkich n-argumentowych funkgji:

@ pierwotnie rekurencyjnych;

@ ogdlnie rekurencyjnych.

Mozna udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje ogdlnie
rekurencyjna funkcja uniwersalna dla klasy wszystkich n-argumentowych
funkgji pierwotnie rekurencyjnych. W dowodzie tego twierdzenia
wykorzystuje sie mozliwo$¢ kodowania liczb naturalnych. W szczegélnosci,
wykazuje sie, ze zakodowaé mozna: definiowanie przez schemat rekursji
prostej, definiowanie przez zfozenie oraz definiowanie przez operacje
minimum efektywnego.
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Funkcje rekurencyjne Funkcje uniwersalne

Funkcje uniwersalne

Twierdzenie A. Nie istnieje funkcja pierwotnie rekurencyjna uniwersalna
dla rodziny wszystkich n-argumentowych funkgji pierwotnie rekurencyjnych.
Twierdzenie B. Nie istnieje funkcja czesciowo rekurencyjna uniwersalna
dla rodziny wszystkich n-argumentowych funkgji ogdlnie rekurencyjnych.

Dowdd A. Niech F(t,xi,...,xp) bedzie funkcja uniwersalng dla rodziny
wszystkich n-argumentowych funkgji pierwotnie rekurencyjnych i
przypusémy, ze jest ona pierwotnie rekurencyjna. Wtedy

f(x1,...,xn) =1+ F(x1,x1,...,xn) = F(to, x1,...,%n) dla pewnego t.
Stad 1+ F(to, to,...,t) = F(to, to,...,ty). Dochodzimy do sprzecznosci.
Dowdd B. Zauwazmy, ze funkcja uniwersalna powinna by¢ wszedzie
okreslona, tzn. catkowita. Dalej, zobacz dowdd Twierdzenia A.
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Funkcje rekurencyjne Funkcje uniwersalne

Funkcje uniwersalne

Tak wiec, cho¢ mozna skonstruowa¢ funkcje uniwersalne dla rodziny
wszystkich n-argumentowych funkgji:

@ pierwotnie rekurencyjnych;

@ ogdlnie rekurencyjnych,

to z powyzszych twierdzen A i B otrzymujemy przyktady
(n + 1)-argumentowych funkcji, ktére nie sa:

@ pierwotnie rekurencyjne;

@ ogdlnie rekurencyjne.

Inna metoda pokazywania, iz jakas funkcja nie nalezy do okreslonej klasy
funkgji to dowdd, ze funkcja ta ,rosnie szybciej” niz kazda z funkcji tej
klasy. W ten sposéb pokazuje sie np., ze funkcja Ackermanna nie jest
funkcja pierwotnie rekurencyjna (zob. nizej).
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Funkcje rekurencyjne Funkcje elementarnie rekurencyjne

Funkcje elementarnie rekurencyjne

Klasa funkgji elementarnie rekurencyjnych to najmniejsza klasa funkcji
zawierajaca funkcje:

@ odejmowania =,
o funkcje wyktadnicza,
o funkcje nastepnika,
oraz zamknieta ze wzgledu na operacje:
@ ztozenia,

@ minimum ograniczonego.

Mozna udowodnié, ze klasa wszystkich funkcji elementarnie rekurencyjnych

jest zawarta w klasie wszystkich funkcji pierwotnie rekurencyjnych (i ta
inkluzja jest wtasciwa).
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iererdifls G e
Hierarchia Grzegorczyka

Hierarchia Grzegorczyka. Niech: fo(x,y) =y +1, A(x,y) =x+y,
Lix,y)=(x+1)-(y+1),idlan>2:

fn+1(07y) = fn(X +1,y+ 1)

f"+1(X + 1,}/) = "+1(X7 f"+1(x7y))'

Dla dowolnego n niech E, bedzie najmniejsza klasa funkcji zawierajaca funkcje:
12, I2, funkcje nastepnika oraz funkcje f, i zamknieta ze wzgledu na ztozenie i
schemat rekursji ograniczonej. Wtedy:

@ Ej3 jest réwna klasie funkcji elementarnie rekurencyjnych;
o dla kazdego n mamy: E, C E,,1 (wszystkie inkluzje wtasciwe);

@ | JE, jest rowny klasie wszystkich funkcji pierwotnie rekurencyjnych;
n

o dla kazdego n funkcje f, s3a $cisle rosnace wzgledem kazdego z argumentéw;

o dla kazdego n funkcja f,11(x, x) nalezy do E,11 — E,.
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Pl Ak ermzne
Funkcja Ackermanna

Méwimy, ze funkcja f(x) majoryzuje funkcje g(x1,...,xn), gdy istnieje
liczba a taka, ze dla wszystkich xi,..., x,:

g(x1,...,xn) < f(max(x,...,xn,a)).

W szczegélnosci, jesli f jest Scisle rosnaca, to f(x) majoryzuje
g(x1,...,xn) doktadnie wtedy, gdy g(x1,...,xn) < f(max(xi,...,xn)) dla
wszystkich, oprécz skonczonej liczby, ciagéw (xi, ..., Xxp).

@ Podamy przyktad funkcji, ktéra majoryzuje wszystkie funkcje
pierwotnie rekurencyjne: funkcji Ackermanna. Dowodzi sig, ze:

@ Funkcja Ackermanna nie jest pierwotnie rekurencyjna (wtasnie dlatego,
ze majoryzuje wszystkie funkcje pierwotnie rekurencyjne).

@ Funkcja Ackermanna jest rekurencyjna.
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Funkcje rekurencyjne Funkcja Ackermanna

Funkcja Ackermanna

Dla dowolnych m > 0 oraz n > 0 niech:
e Ack(0,n)=n+1
e Ack(m,0) = Ack(m—1,1)
e Ack(m,n) = Ack(m — 1, Ack(m,n — 1)).

Woprowadzmy tez oznaczenia:
e An(n) = A(m,n)
e A(n) = An(n) (czyli A(n) = Ack(n, n)).

Funkcje A(n) nazywamy funkcja Ackermanna. ]
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Pl Ak ermzne
Wspomnienia ze szkoty

Piszac dalej a?" mamy na mysli funkcje a(b?) (a nie funkcje (a?)¢ —
d d
sprawdz, ze to rézne funkcje!). Podobnie, ab* (bt )), itd.

Zdefiniujemy teraz funkcje ?a przez warunki:

to a

0 0a=1

Py (b+1)a = a(ba)_

Wtedy:
0 la=a(d =3 =,
0 25 = 5" — 52
0 32 =202 =5
e "a=a’ (awystepuje n razy).
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Pl Ak ermzne
Notacja strzatkowa Knutha

@ a-b=a+a+...+ a(awystepuje b razy)

e aP=a-a-....a(awystepuje b razy)
o b a

a=a (a wystepuje b razy).

W literaturze wprowadza sie oznaczenia:
@ atb=a-a-... a(awystepuje b razy)
eattb=at(at(...1Ta)..

o azatem afft b="%a=a® (awystepuje b razy)

.) (a wystepuje b razy)

eaMtb=att(at(...(atta)...)) (a wystepuje b razy)

eatmb=atm ! (at™ .. (a1 ! a)...) (a wystepuje b razy).
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Funkcje rekurencyjne Funkcja Ackermanna

Notacja strzatkowa Knutha

Formalnie cigg funkcji 17 okreslamy w nastepujacy sposéb:

e alt"b=a’ gy n=1,
e at"b=1, gdy b=0,
e at"b=at"!(at" (b—1)), gdy n> 1.

Mozna pokaza¢, ze np.:

e 11"hb=1
@eatl=a
e 21"2=4.

Uwaga. Mozesz pisa¢ 1" (a, b) zamiast a 1" b, wtedy bodaj fatwie;
dokonywa¢ rachunkéw.
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Pl Ak ermzne
Notacja strzatkowa Knutha

Nietrudno tez wykazaé rachunkiem, ze np.: )

02123=21(212)=2122=214=2=16
°02133=212(2122)=214=21(21(212) =
=21(214)=21(2%) =21 16 =21 = 65536
©3122=31(3121)=31(31(3120))=31(311)=313=
=33=07
03132=3P(3P1)=31P23B1P(3B10)=31P703B11)=
=317 (31(31°0)=31"(311)=31"3=31(31°2) =
= 3127 = 32" = 7625597484987.
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Pl Ak ermzne
Funkcja Ackermanna

Mamy tez np.:

0 3133=312(3132) =342 (3%7) = 312 7625597484987 = 3%
(liczba 3 wystepuje tu 7625597484987 razy).

Czytelnik zechce uzasadni¢, ze:
02134=21(21...(212)...) (gdzie 2 wystepuje 65536 razy)
03124= 33%7 _ 37625597484987
03133=31(31...(313)...) (gdzie 3 wystepuje 3%’ razy)
03124=31(37...(313)...) (gdzie 3 wystepuje 3 12 3?7 razy).
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Pl Ak ermzne
Funkcja Ackermanna

Dla wszystkich n:

e Ao(n)=n+1

e Ai(n)=n+2=2+(n+3)-3

o Ay(n)=2n+3=2-(n+3)-3

o Az(n)=2"3-3=21(n+3)-3

o Ay(n)=212(n+3)-3

o As(n)=213(n+3)-3

o An(n)=21"2(n+3)—3,dlam>2.

Ponadto dla wszystkich n > 1
o Ag(n) =24(n-1)+3 _ 3

Jerzy Pogonowski (MEQG) Funkcje rekurencyjne MDTiAR 15xii2015

50 / 71



Pl Ak ermzne
Funkcja Ackermanna

Dla wszystkich m > 0 wartos¢ Am(n) jest réwna kolejno:
@ Ap(n)=Am_1(An(n—1)) =

= An-1(Am-1(Am(n — 2))) =

= Am-1(Am-1(Am-1(Am(n = 3)))) =

=Am-1(Am-1(... Am—1(Am(0))...)) =
=Am—1(Am-1(.. . Am—1(Am=1(1)) ...)) (tu mamy n + 1 iteragji
funkcji Ap—1).

Mamy ponadto: A;(1) =2, Ax(1) =3, As(1) = 13, A4(1) = 65533. )
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Pl Ak ermzne
Funkcja Ackermanna

Inny wariant notacyjny otrzymujemy okreslajac ciag funkcji Bpy:

e By(n)=n+1
® Bmi1(0) = Bm(1)
® Brnii(n+1) = Bn(Bmy1(n)).

Wtedy:
@ Bi(n)=2+(n+3)-3
@ By(n)=2-(n+3)—3
@ B3(n)=21(n+3)-3
o By(n) =212 (n+3)—3

® By(n)=21m""2(n+3)-3.
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Pl Ak ermzne
Funkcja Ackermanna

Zauwazmy jeszcze, ze jesli okreslimy funkcje tréjargumentowa Ac(k, m, n)
nastepujaco:

o Ac(l,m,n)=m+n

@ Ac(k+1,m1)=m

o Ac(k+1,m,n+1) = Ac(k,m,Ac(k + 1, m, n)),

to zachodza nastepujace réwnosci:
e Ac(0,m,n)=m+n
e Ac(l,mn)=m-n

@ Ac(2,m,n)=m"=m*1n
o Ac(3,m,n)="m=m*1?n= mm (m wystepuje tu n razy)
o Ac(4,m,n)=m13 n.
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Funkcje rekurencyjne Funkcja Ackermanna

Funkcja Ackermanna

Funkcja Ack(m, n) ,roénie bardzo szybko.” Wartos¢ Ack(4,2) ma w zapisie
dziesietnym 19729 cyfr. Dla dowolnej n warto$¢ A(4, n) mozemy zapisac
tez nastepujaco:

o Ack(4,n) =32 3

2

o Ack(4,n) = 22" 3 (liczba 2 wystepuje tu n+ 3 razy).

Wartosci n 1" n nazywa sie liczbami Ackermana. )
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Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne Podstawowe definicje

Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne

Zbiér n-tek M nazywamy rekurencyjnie przeliczalnym (zbiorem r.e.),
jesli istnieje (n 4 1)-argumentowa relacja pierwotnie rekurencyjna

RI\/I(Xla"'aXnay) J
spetniajaca dla kazdych xg, ..., x, warunek: )
(x1,...,Xn) € M wtedy i tylko wtedy, gdy Iy Ry (x1,...,Xn,¥) |

Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne stanowiag matematyczne
odpowiedniki poje¢ pozytywnie obliczalnych.
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Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne Podstawowe definicje

Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne

Méwimy, ze relacja R C w” jest pozytywnie obliczalna wtedy i tylko

wtedy, gdy dla dowolnego uktadu liczb naturalnych ay, ..., a,, jezeli
zachodzi R(a1,...,an), to otrzymamy w skoficzonej liczbie z géry
okreslonych krokéw odpowiedz na pytanie: ,Czy zachodzi R(ay,...,ap)?".
Jezeli natomiast nie zachodzi R(a1,...,an), to mozemy nie uzyska¢ zadnej

odpowiedzi na to pytanie.

Przyktad. Klasyczny Rachunek Predykatéw jest nierozstrzygalny. Nie
istnieje efektywna metoda rozstrzygania, czy jakas formuta jezyka tego
rachunku jest jego tautologia. Klasyczny Rachunek Predykatéw jest jednak
potrozstrzygalny: wtasnos¢ bycia tautologig tego rachunku jest
pozytywnie obliczalna. Np. metoda tablic analitycznych pozwala, gdy
jakas formuta jest tautologia tego rachunku, dowies¢ tego w sposéb
efektywny.
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Proimmone s
Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne

Dla dowolnego zbioru n-tek M zdefiniujemy czesciowa funkcje
charakterystyczng x3,(x1, ..., Xs) W sposdb nastepujacy:

. |0, gdy (x1,...,%1) € M,
X, xn) = { nie okreslona, gdy (x1,...,%,) & M.

Jezeli f jest n-argumentowa funkcja czesciowa, to zbiér
Fe={0a, - Xn F(x1,.. ., x0)) s (x1,...,xp) € dom(f)}

nazywamy wykresem funkcji f.

Funkcje f(x1,...,xn) nazywamy dookresleniem funkcji g(x1, ..., xn), jesh
[g € ¢ oraz dom(f) = w.
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Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Podajemy (bez dowodéw) niektére wybrane wtasnosci zbioréw i relacji
rekurencyjnie przeliczalnych:

o Jezeli relacja R(x1,...,Xn,Yy,z) jest pierwotnie rekurencyjna, to
M= {(x1,...,xp) : Jy3FzR(x1, ..., Xn, ¥, 2)} jest zbiorem
rekurencyjnie przeliczalnym.

o Jezeli zbiory A i B s3 rekurencyjnie przeliczalne, to zbiory AN B i
AU B tez s3 rekurencyjnie przeliczalne.

o Kazdy zbidr pierwotnie rekurencyjny jest rekurencyjnie przeliczalny.
@ Niech zbiory A i B r6znia sie skoniczona liczba elementéw. Wtedy:

o (a) jesli A jest rekurencyjny, to B jest rekurencyjny;
o (b) jesli A jest rekurencyjnie przeliczalny, to B jest rekurencyjnie
przeliczalny.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji
Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

o Twierdzenie Posta. Jezeli zbiér A oraz jego dopetnienie w — A sa
rekurencyjnie przeliczalne, to A jest rekurencyjny.

@ Niech M C w". Przyjmijmy:
c"(M) ={c"(x1,---,xn) : (x1,...,xn) € M},

gdzie ¢ jest funkcja Cantora kodujaca ciagi, zdefiniowana wczesniej.
Wtedy:

e (a) M jest pierwotnie rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy ¢"(M) jest
pierwotnie rekurencyjny;

o (b) M jest rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy ¢"(M) jest
rekurencyjny;

o (c) M jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy ¢”(M)
jest rekurencyjnie przeliczalny.

Jerzy Pogonowski (MEQG) Funkcje rekurencyjne MDTiAR 15xii2015 50 / 71



Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji
Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

@ Niech M C w bedzie zbiorem niepustym. M jest rekurencyjnie
przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja pierwotnie
rekurencyjna f(x) taka, ze M = {f(x) : x € w}.

@ Niech M bedzie niepustym zbiorem n-tek. Wtedy zbiér M jest
rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
jednoargumentowe funkcje pierwotnie rekurencyjne fi,. .., f, takie, ze:

M= {(f(x),...,f.(x)) : x € w}.

o Niech funkcja ogélnie rekurencyjna f(x) spetnia warunek: f(x) > x
dla wszystkich x € w. Wtedy zbiér wartosci rng(f) funkeji f jest
rekurencyjny.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji
Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

@ Zbidr nieskoriczony A jest rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
zbiorem wartosci scisle rosnacej funkcji ogélnie rekurencyjne;.

@ Niepusty zbior A jest rekurencyjny wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
zbiorem wartosci rosnacej (niekoniecznie Scisle) funkcji ogélnie
rekurencyjne;j.

o Kazdy nieskoficzony zbiér rekurencyjnie przeliczalny zawiera
nieskoficzony zbiér rekurencyjny.

o Kazdy nieskonczony zbiér rekurencyjnie przeliczalny daje sie
przedstawi¢ w postaci A = rng(f), dla pewnej wzajemnie
jednoznacznej funkgji ogdlnie rekurencyjnej 7.
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Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

o Wykres funkcji ogélnie rekurencyjnej jest zbiorem rekurencyjnym.

o Jesli wykres ¢ funkgji f jest rekurencyjnie przeliczalny, to funkcja f
jest czesSciowo rekurencyjna.

@ Przeciwobraz zbioru rekurencyjnego wzgledem funkcji ogélnie
rekurencyjnej jest rekurencyjny.

@ Niech A bedzie zbiorem rekurencyjnym, f funkcja ogélnie rekurencyjna
i przy tym niech rng(f) = w, f(A)Nf(w — A) = (. Wtedy f(A) jest
rekurencyjny.

@ Niech A, B beda zbiorami rekurencyjnie przeliczalnymi, za§ C zbiorem
rekurencyjnym takim, ze ANB =0, AC C C AUB. Wtedy A jest
rekurencyjny.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji
Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

@ Niech A, B beda zbiorami rekurencyjnie przeliczalnymi. Wtedy istnieja
zbiory rekurencyjnie przeliczalne A; C A, By C B takie, ze
ANB =0, AiUB =AUB.

@ Mozna udowodnié, ze:

o (a) funkcja otrzymana za pomoca ztozenia z funkcji o wykresie
rekurencyjnie przeliczalnym ma wykres rekurencyjnie przeliczalny;

o (b) funkcja utworzona za pomoca schematu rekursji prostej z funkcji o
wykresie rekurencyjnie przeliczalnym ma wykres rekurencyjnie
przeliczalny;

o (c) funkcja utworzona z pomoca p-operatora z funkgji o wykresie
rekurencyjnie przeliczalnym ma wykres rekurencyjnie przeliczalny;

o (d) wykres dowolnej funkcji czeSciowo rekurencyjnej jest rekurencyjnie
przeliczalny.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji
Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

@ Funkcja jest czeSciowo rekurencyjna wtedy i tylko wtedy, gdy je
wykres jest rekurencyjnie przeliczalny.

@ Dziedzina funkgji czeSciowo rekurencyjnej jest zbiorem rekurencyjnie
przeliczalnym.

@ Zbidr wartosci funkcji czesciowo rekurencyjnej jest zbiorem
rekurencyjnie przeliczalnym.

o Kazdy zbidr rekurencyjny jest rekurencyjnie przeliczalny.

@ Zbidr n-tek jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy
jego funkcja charakterystyczna jest czesciowo rekurencyjna.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji
Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

@ Mozna udowodnié, ze:

e (a) obraz zbioru rekurencyjnie przeliczalnego wzgledem funkgji
czesciowo rekurencyjnej jest rekurencyjnie przeliczalny;

o (b) przeciwobraz zbioru rekurencyjnie przeliczalnego wzgledem funkgji
czeéciowo rekurencyjnej jest rekurencyjnie przeliczalny.

@ Zbiér A rozwigzah réwnania
f(xt,...,xn) = a

jest rekurencyjnie przeliczalny, jesli f jest czesciowo rekurencyjna
funkcja n-argumentowa.

@ Jesli f jest funkcja czesciowo rekurencyjna, to zbidr
M={(x1,...,xn) : y f(x1,...,xn,¥) = 0} jest rekurencyjnie
przeliczalny.
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Zbiory i relacje rekurencyjnie przeliczalne Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji

Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

Niech My, ..., M, beda parami roztacznymi rekurencyjnie przeliczalnymi
zbiorami n-tek, a f1,. .., fx czeSciowo rekurencyjnymi funkcjami
n-argumentowymi. Wtedy funkcja g zdefiniowana nastepujaco:

A(xt, .., %n), gdy (x1,...,%n) € My,

g(xi,...,xn) =18 filxr,...,xn), &dy (x1,...,xn) € M,
nie okreslona w pozostatych
przypadkach,

jest czeSciowo rekurencyjna.

@ Funkcje czesciowa f(x,...,x,) mozna przedstawi¢ w postaci
f(x1,...,xn) = pt(g(x, ..., xn, t) = 0) dla stosownej funkgji
pierwotnie rekurencyjnej g(xi, ..., xp, t) wtedy i tylko wtedy, gdy
wykres funkcji f(xi,...,xn) jest pierwotnie rekurencyjny.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji
Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

e Niech F(x,y) bedzie funkcja zdefiniowana z pomoca schematu
rekursji wzgledem dwu zmiennych:

F(0.y) = »(y),
F(X+ 170) = 1/)(Xa F(Xva(x))’F(XvF(Xa’V(X))))v
Fix+1Ly+1)=71(x,y,F(x, F(x+1,y))).

o Whtedy, jesli funkcje o, 4, o, v, 7 s3 ogblnie rekurencyjne, to funkcja F
jest ogdlnie rekurencyjna.

o Jedli dziedzina czesciowo rekurencyjnej funkcji £ jest zbiorem
rekurencyjnym, to f ma rekurencyjne dookreslenie.

o Istnieje funkcja czesciowo rekurencyjna f(x), ktéra nie ma ogélnie
rekurencyjnego dookreslenia.
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Wybrane wtasnosci r.e. zbioréw i relacji
Whtasnosci zbioréw i relacji rekurencyjnie przeliczalnych

o Istnieje funkcja czesciowo rekurencyjna f(x), ktéra nie daje sie
przedstawi¢ w postaci f(x) = uy(g(x,y) = 0) dla zadnej ogdlnie
rekurencyjnej funkgeji g.

o Jesli V/(n, x) jest czesciowo rekurencyjna funkcja uniwersalna dla klasy
wszystkich jednoargumentowych funkgji czesciowo rekurencyjnych, to
zbiér M = {x : V(x,x) = 0} jest rekurencyjnie przeliczalny, ale nie
jest rekurencyjny.

o Jesli V/(n,x) jest czesciowo rekurencyjna funkcja uniwersalng dla klasy
wszystkich jednoargumentowych funkgji pierwotnie rekurencyjnych, to
zbiér

G = {n: V(n, x) jest og6lnie rekurencyjna}

nie jest rekurencyjnie przeliczalny.
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