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@ Pierwsza czes$¢ wyktadu poswiecona jest ustalaniu liczebnosci
skonczonych zbioréw obiektow (liczb, zbioréw, funkciji, relacji,
ciggow, itd.). Przypomnimy omawiane w szkole pojecia:
permutacji, wariacji i kombinacji. Przypomnimy tez pare terminéw
dotyczacych ciagéw liczbowych.

@ W drugiej czesci pokazemy przyktady dowodow opartych na
zasadzie indukcji matematycznej.

@ Czesc trzecia jest skrotowym przypomnieniem wybranych pojeé
rachunku prawdopodobienstwa.

@ Zasada szufladkowa Dirichleta. Niech f : X — Y, gdzie X ma n,
za$ Y ma m elementéw, przy czym n > m. Wtedy istnieje y € Y
taki, ze zbiér {x € X : f(x) = y} ma wiecej niz jeden element.

@ Jesli n przedmiotéw wkladamy do m pudetek i pudetek jest mniej
niz przedmiotéw, to w co najmniej jednym pudetku znajdzie sie
wigcej niz jeden przedmiot.
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@ W jaki sposéb udowodni¢ twierdzenie: Jesli skoriczony zbiér X ma
n elementow, to rodzina wszystkich jego podzbiorow ma 2"
elementow?

@ Oznaczmy liczbe elementow zbioru X przez | X|. Innym czesto
uzywanym oznaczeniem jest X.

® Mamy np.: [0| = 0i[p(0)| =1, [{a}| = 1i[p({a})| =2, [{a b} =2
i[p({a b})| =4, {a. b, c}| =3ilp({a b,c}) =8.
@ Moze zatem |p({x1,X2,...,Xn})| =2"?

@ Udowodnimy, ze istotnie tak jest. Jeden z dowoddw bedzie
wykorzystywat pojecie funkcji charakterystycznej, a drugi zasade
indukcji matematycznej.
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Kombinatoryka Permutacje

@ Na ile sposobow mozemy ustawi¢ w n-elementowy ciag
ré6znowarto$ciowy wszystkie elementy zbioru skorficzonego o n
elementach?

@ Inaczej moéwigc: ile jest bijekcji ze zbioru n-elementowego na ten
zbidr (ile jest permutacji zbioru n-elementowego)?

@ Niech X = {xq, X2, ..., Xp}. Ustawiamy elementy zbioru X w ciag:

@ Na pierwszym miejscu mozna wybrac elementz X na n
sposoboéw, na drugim kolejny element na n — 1 sposobéw, itd.

@ Wszystkich takich ciggéw jest zatem: n- (n—1)-(n—-2)-...-2-1.

@ Liczba permutacji zbioru n-elementowego jest zatem réwna n!.

Odwazni stuchacze mogg zapytaé: ile jest permutacji zbioru N?

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Zliczanie obiektow 4/48



Permutacje: przyktady

@ Poczatkowe wartosci funkcji n! to: 0! = 1,11 =1,21 =2, 31 = 6,
41 = 24,51 =120, 6! =720, 7! = 5040, 8! = 40320, 9! = 362880,
10! = 3628800, itd.

@ Niezorientowany graf relacji petnej na zbiorze n-elementowym
zawiera n! sciezek Hamiltona, czyli ciaggéw zawierajgcych kazdy
wierzchotek grafu doktadnie raz.

@ Jesliw RP jest n pomnikéw $w. Jana Pawta Il, to mozna
zaplanowa¢ n! pielgrzymek, ktére odwiedzg kazdy z pomnikéw
doktadnie raz (gdyby pomnikow byto np. 20, to pielgrzymek bytoby
2432902008176640000).

@ Jesli o jest permutacjg uporzgdkowanego zbioru {1,2,3,...,n},
to czesto zapisujemy jg jako cigg wartosci
(c(1),0(2),0(3),...,0(n)).

@ Ztozenie dwdch permutacji jest permutacja. Funkcja odwrotna
kazdej permutacji jest permutacja. Funkcja identycznosciowa jest

permutacia.
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Kombinatoryka Wariacje bez powtérzen

@ Na ile sposobéw mozemy ustawic¢ w cigg réznowartosciowy n
elementéw ze zbioru liczacego m elementow?

@ Jesli n > m, to zadanie nie jest wykonalne. Zaktadamy wiec, ze
n<m.

@ Niech X = {xq, X2, ..., Xm}. Pierwszy element ciggu mozemy
wybra¢ na m sposobéw, drugi na m — 1 sposobdw, itd.; n-ty
element mozemy wybra¢ na m — n+ 1 sposobdéw.

@ Liczba n-elementowych ciggdéw bez powtdrzen elementdw zbioru
m-elementowego jest wiec rowna: m-(m—1)-...-(m—n+1).

@ Jest to liczba wariacji bez powtérzen (n-elementowych ze zbioru
m-elementowego). Zauwazmy, ze

m-(m—1)-...-(m—n+1):(m%!n)!.
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Kombinatoryka Wariacje bez powtérzen

Wariacje bez powtérzen: przyktady

@ Niech X = {0,1,2}. Wszystkie 2-wyrazowe wariacje bez
powtdrzen o wyrazach ze zbioru X to ciagi:
(0,1),(0,2),(1,0),(1,2),(2,0),(2,1) ijestich3-2 = 6.

@ Podczas kolejnej rekonstrukcji rzadu zwolnito sie 7 miejsc
ministerialnych, a partia rzgdzaca chce koniecznie zatrudnic jako
ministréw 4 swoich protegowanych (wszystko jedno, kogo w
danym ministerstwie). Moze to zrobic na7-6-5-4 =840
sposobdw.

@ Liczba pieciocyfrowych haset (przy podstawie dziesietnej) o
niepowtarzajgcych sie elementach jest réwna:
10-9-8-7-6 = 30240.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Zliczanie obiektow 7148



Kombinatoryka Wariacje z powtérzeniami

@ Na ile sposobéw mozemy ustawi¢ w cigg (z dopuszczeniem
powtdrzen elementéw) n elementéw ze zbioru liczagcego m
elementéw? W innym sformutowniu: ile jest funkcji ze zbioru
n-elementowego w zbiér m-elementowy?

@ Niech X = {xq,x2,...,xp} oraz Y = {y1, Yo, ..., Ym}. Jesli
f: X — Y, to kazdy z elementéw zbioru X moze przyjac¢ jedna z
wartosci ze zbioru Y: f(xq) moze przyjac¢ jedng z m wartosci,
podobnie f(x»), itd.

@ Funkcji f: X — Y jest zatem ogbtem m-m-...- m (ten iloczyn ma
n czynnikéw), czyli m". Liczba wariacji z powtdrzeniami
(n-elementowych ze zbioru m-elementowego) jest rowna m".

@ W szczegéblnosci, liczba funkcji charakterystycznych ze
skonczonego zbioru X w zbiér {0, 1} jest rowna 2!Xl, Poniewaz
kazdej takiej funkcji odpowiada wzajemnie jednoznacznie jakis
podzbiér zbioru X, wiec rodzina p(X) ma 21X elementéw.
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Kombinatoryka Wariacje z powtérzeniami

Wariacje z powtdrzeniami: przyktady

@ Niech X = {0,1}. Wszystkie 3-wyrazowe wariacje z
powtdrzeniami ze zbioru X reprezentowane sg przez nastepujgce
ciagi:
(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0), (1,1, 1
czyli jest ich 2% = 8.

@ Liczba pieciocyfrowych haset (przy podstawie dziesietnej) o
dowolnych elementach jest réwna: 10° = 100000.

@ Wszystkich wynikéw rzutu jednoczesnie dwiema kostkami
szedciennymi jest: 6% = 36.

@ Piec¢ réznych przedmiotéw mozna wtozy¢ do trzech szuflad na
3% = 243 sposobdw.

@ Wszystkich parzystych liczb pieciocyfrowych jest:
9-10%.5 = 45000.
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Kombinatoryka Kombinacje

@ Oznaczmy liczbe k-elementowych podzbiorow zbioru
n-elementowego, gdzie 0 < k < nprzez (y). Jaka jest warto$c tej
liczby?

@ Pamietamy, ze k-elementowych wariacji bez powtérzen
elementéw zbioru n-elementowego jest (nf—'k)'

@ Zbior k- elementowy mozna ustawi¢ w ciag na k! sposobdéw, co
oznacza, zé %y k)l = (%) - k.

@ Wynika z tego, ze (}) = ,(,7 Symbol (i) nazywamy
symbolem dwumianowym Newtona

@ Mamy: (§) =1, () =1, () = (") + (). & () =2

Jerzy Pogonowski (MEG Matematyczne podstawy kognitywistyki Zliczanie obiektow 10/48



Kombinacje: przyktady

@ Zauwazmy zwigzek miedzy kombinacjami permutacjami i

wariacjami bez powtérzen: (7)) - k! = 2 (n my k= (nfi'k),

@ Lotto. Szes¢ liczb ze zbioru liczb od 1 do 49 mozemy wybrac na
(B) = 5L = 13983816 sposobow.

@ W pudetku jest 20 kulek o numerach od 1 do 20. Jest ('?) = 120
mozliwosci wyciaggniecia z pudetka trzech kulek o numerach
parzystych.

@ Jesli w grupie 10 oséb kazdy poda drugiemu reke, to razem
bedzie (IY) = A% = 45 usciskéw dtoni.
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Kombinatoryka Kombinacje

Mroweczka na Manhattanie

@ Na ile sposobow Mréweczka moze przejs¢ od lewego dolnego
wierzchotka do prawego gérnego wierzchotka, jesli dozwolonymi
ruchami sg tylko ruchy w prawo i do gory po krawedziach siatki?

@ O metryce Manhattan powiemy na jednym z dalszych wyktaddw.
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Kombinatoryka Tréjkat Pascala

(7)
(1)

@ Ustawiamy symbole Newtona (i) w tréjkatnej (nieskoriczonej)
tablicy, nazywanej tréjkgtem Pascala, ktérej fragment pokazano

powyzej.
@ W kazdym z poziomych wierszy stata jest liczba n, natomiast
liczba k przyjmuje kolejno wartosci: 0,1,2,....n—1,n.
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Kombinatoryka Tréjkat Pascala

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

@ Powyzej podano wartosci (i) w poczatkowym fragmencie tréjkata
Pascala.

@ Zauwazmy, ze kazdy wiersz poziomy zaczyna sie i konczy liczbg
1, natomiast warto$ci na kazdym z pozostatych miejsc sg suma
wartosci na dwoch miejscach bezposrednio po lewej i prawej nad
danym miejscem.

v
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Kombinatoryka Wzér dwumianowy Newtona

Pamietamy ze szkoty, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y:

@ (X+y)P2=x2+2xy+y?
@ (x+y)} =x34+3x2y +3xy? + y°

W ogélnym przypadku mamy dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y:

n
o Wzor dwumianowy Newtona: (x +y)" = > (F)xKy"=*

k=0
@ Zauwazmy, ze tworzgc iloczyn n czynnikéw
(x+y)-(x+y)-...-(x+y) otrzymamy sume iloczynéw o postaci
xKyn=k: z kazdego z n nawiaséw wybieramy k razy x oraz n — k

razy y.
@ Wszystkich iloczynéw o tej samej postaci jest tyle, ile mamy

sposobow wybrania k-elementowego podzbioru ze zbioru

n-elementowego, czyli (}). To dostarcza dowodu wzoru

dwumianowego.
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Kombinatoryka Liczba podziatéw zbioru skonczonego

@ Wszystkich relacji rbwnowaznosci na danym zbiorze jest tyle
samo, ile jest podziatéw tego zbioru. Niech S(n, k) (liczba Stirlinga
drugiego rodzaju) oznacza liczbe podziatéw zbioru
n-elementowego na k podzbiordw.

@ Mamy: S(n,1) =1 oraz S(n,n) = 1. Przyjmujemy S(n,0) = 0 dla
n> 0oraz S(n, k) = 0dla k > n. Mamy: S(n,2) = 2"~ — 1.

@ W ogdlnosci mamy: S(n, k) = S(n—1,k—1)+k-S(n—1,k).

@ Zatbézmy, ze zbiér n-elementowy dzielimy na k roztgcznych
niepustych podzbioréw o liczebnosciach ny, no,. .., ng.

nq{+no—+...+nNk=n
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Kombinatoryka Liczba podziatéw zbioru skonczonego

S(0,0)
S(1,0) S(1,1)
S(2,0) S(2,1) S(2,2)
S(3,0) S(3,1) S(3,2) S(3,3)
S(4,0) 5(4,1) S(4,2) 5(4.3) S(4,4)

S(5,0) S(5,1) S(5,2) S(5,3) S(5,4) S(5,5)

Zachecamy stuchaczy do proby ustalenia wartosci liczbowych
poszczegblinych miejsc w danym wierszu tej tablicy, biorgc pod uwage
wartosci w wierszu powyzej danego.

n

Liczby Bella: B, = > S(n, k) (liczba wszystkich podziatéw zbioru
k=0

n-elementowego).
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Ciagi liczbowe Monotoniczno$¢ i ograniczenie

@ Ciag (an)nen, Nazywamy ograniczonym, jesli istnieje liczba
naturalna M taka, ze dla wszystkich n € N zachodzi: |a,| < M.
@ Cigg (an)nen, nazywamy:
@ rosnacym,gdy a1 < ap < a3 < ...
@ malejacym, gdy a; > a> > as > ...
© niemalejgcym,gdy a1 < ax < a3 < ...
© nierosngeym, gdy a1 > a > az > ...
@ Ciagi, spetniajace ktéry$ z powyzszych warunkéw nazywamy
monotonicznymi. Te, ktére spetniajg ktérys z pierwszych dwdch
powyzszych warunkéw nazywamy scisle monotonicznymi.

@ Dla ustalenia czy ciag (an)nen, jest monotoniczny, badamy
wartos$¢ réznicy miedzy jego dwoma kolejnymi wyrazami:

o jesli ax 1 — ax > 0, to ciag jest rosnacy;
o jesli ax 1 — ax < 0, to ciag jest malejacy.
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Monotoniczno$¢ i ograniczenie
Ciaggi liczbowe: przyktady

@ Cigg wszystkich liczb pierwszych jest rosngcy, ograniczony z dotu,
nieograniczony z gory.

@ Ciag (an)nen, , gdzie a, = (—1)" nie jest monotoniczny, za to jest
ograniczony.

@ Ciag (an)nen, , gdzie a, = (—1)" - 27, nie jest ani monotoniczny,
ani ograniczony.

@ Ciag (an)nen,, gdzie a, = (1 + 15)” jest rosngcy oraz ograniczony.
@ Cigg harmoniczny a, = 15 jest malejacy i ograniczony.

n
@ Niech H, = > 1} (liczby harmoniczne). Ciag liczb harmonicznych

k=1
jest rosnacy i nieograniczony.
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Ciagi liczbowe Przyktad: zaleznosSci rekurencyjne

@ Pewne ciggi i funkcje moga by¢ okreslone warunkami
rekurencyjnymi: aby okresli¢ kolejny wyraz ciggu (lub kolejng
wartos¢ funkcji) trzeba braé¢ pod uwage poprzednie jego (jej)
wartosci.

@ Rekurencyjna definicja funkcji polega na podaniu jej wartosci dla
pierwszego argumentu rozwazanej dziedziny oraz przepisu, w jaki
sposéb otrzymac kolejne wartosci z jej poprzednich wartosci.

Niech s : N — N bedzie funkcjg nastepnika, czyli s(n) = liczba
naturalna bezposrednio nastepujaca po n. Zaktadamy, ze zero nie jest
nastepnikiem zadnej liczby i ze r6zne liczby majg rézne nastepniki.
Mozemy zdefiniowa¢ dodawanie, mnozenie, potegowanie, silnie
rekurencyjnie:

@ n+0=n,n+s(m)=s(n+m)
en-0=0,n-s(m=n-m+n
@ n’=1,n5mM =pm.np 0! =1, s(n)! = n! - s(n).
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Ciagi liczbowe Przyktad: zaleznosSci rekurencyjne

NiesSmiertelne monogamiczne kazirodcze kroliki

@ Mamy Pierwszg Pare krélikow (samca i samice). Chcemy
obliczyé, ile par krolikow otrzymamy po n miesigcach przy
zatozeniu, ze kazda para krélikéw rodzi co miesigc nowg pare
(samca i samice), ktéra staje sie reproduktywna po miesigcu (i
natychmiast z tego korzysta).

@ Nadto, kréliki zyjg wiecznie, sg monogamiczne i kazirodcze
(poczawszy od drugiej pary tylko brat z siostrg dajg potomstwo;
Pierwsza Para tez kontynuuje prokreacje), oraz nie ustajg w
rozmnazaniu. [Jest rébwniez wersja ze smiertelnymi krélikami.]

Ciag Fibonacciego:
@ F(0)=0
@ F(1)=1
@ F(nN=Fn—-1)+F(n—-2)dlan>2
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Zasada indukcji matematycznej Prawomocno$¢ zasady indukcji matematycznej

Dowody, korzystajgce z zasady indukcji matematycznej majg postac
nastepujaca:

@ Krok poczagtkowy. Pokazujemy, ze teza twierdzenia zachodzi dla
najmniejszej liczby z rozwazanego zakresu. Najczesciej jest to
liczba O lub liczba 1.

@ Krok nastepnikowy. Zaktadamy, ze teza twierdzenia zachodzi dla
liczby k z rozwazanego zakresu (czynimy zatozenie indukcyjne).
Pokazujemy, ze przy tym zatozeniu teza twierdzenia zachodzi dla
bezposredniego nastepnika tej liczby, czyli liczby k + 1.

@ Konkluzja. Je$li powodzeniem zakonczyly sie oba powyzsze kroki,
to jesteSmy uprawnieni do przyjecia, ze rozwazane twierdzenie
zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych n z rozwazanego
zakresu.
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Zasada indukcji matematycznej Prawomocno$¢ zasady indukcji matematycznej

@ Takie dowody wykorzystujg schemat aksjomatow indukcji:

© (¢(0) A (Vx(p(x) = @(x +1)))) = Vxp(X),

@ gdzie ¢(x) jest formutg jezyka arytmetyki (wyraza pewng
wtasnos¢ liczb).

@ Zasada indukcji matematycznej moze tez by¢ sformutowana w
jezyku teorii mnogosci:

VX (0eXAN(VkeN(ke X —(k+1)e X)) - NC X),

@ gdzie X C N jest dowolnym zbiorem liczb naturalnych.

Istnieja subtelne zwigzki logiczne miedzy zasadg indukciji
matematycznej a uporzadkowaniem liczb naturalnych. Wrocimy do tej
sprawy w wyktadzie 5.
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Zasada indukcji matematycznej Przyktady dowodéw przez indukcje matematyczna

Mamy udowodni¢ rownoé¢: 1 +2+3+ ...+ n= % J

Najmniejszg liczbg z rozwazanego zakresu jest liczba 1.

Krok poczatkowy. Dla k = 1 powyzsza rownos¢ sprowadza sie do:

1= w co jest oczywiscie prawda.

Krok nastepnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne, ze omawiany wzor
zachodzi dla liczby k, czyli zakladamy, ze: 1 +2+ 3+ ... + k = K&,

Musimy wykaza¢, ze badany wzér zachodzi takze dla k + 1, czyli

musimy udowodnic, ze: (1 +2 43+ ... + k) + k + 1 = KED(a)H),

Na mocy zatozenia indukcyjnego, lewa strona tej rownosci jest postaci:

kKD + k + 1. Obliczamy tg sume:

k.(k2+1) Ckad= k-(k+1)-£2~(k+1) _ (k+1)é(k+2) _ (k+1)~((§+1)+1)_
PokazaliSmy zatem, ze ze jesli rozwazany wz6ér zachodzi dla liczby k,

to zachodzi takze dla liczby k + 1.

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, teza twierdzenia
zachodzi dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych n.
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Zasada indukcji matematycznej Przyktady dowodéw przez indukcje matematyczna

Mamy udowodni¢ rownosé: 21 +22 + 23 4 . y2n =21 _ 2, )

Najmniejszg liczbg z rozwazanego zakresu jest liczba 1.

Krok poczatkowy. Poniewaz 2! = 211 — 2 wiec dla k = 1 rozwazana
rownos¢ zachodzi.

Krok nastepnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne, ze omawiany wzor
zachodzi dla liczby k, czyli zaktadamy, ze:

21 422 428 1 g2k =2k _2

Musimy wykazac, ze: (21 +22 423 ... 4 2k) 4 2k+1 = pk+2 _ 3

Na mocy zatozenia indukcyjnego, lewa strona tej rownosci jest postaci:
2k+1 _ 2 4 2k+1 Taliczba jest oczywiscie réwna 2 - 2k+1 — 2, czyli
rowna 2k+2 — 2,

PokazaliSmy zatem, ze jesli rozwazany wzér zachodzi dla liczby k, to
zachodzi takze dla liczby k + 1.

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, teza twierdzenia
zachodzi dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych n.
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Zasada indukcji matematycznej Przyktady dowodéw przez indukcje matematyczna

Udowodnimy, ze jesli zbiér X ma n elementoéw, to zbior p(X) ma 2”
elementdw, gdzie n > 0.

Najmniejszg liczbg z rozwazanego zakresu jest 0.

Krok poczatkowy. Jesli | X| = 0, to X jest zbiorem pustym, a

o(0) = {0}, czyli |p(0)| = 1 = 2°, a wigc zalezno$¢ zachodzi dla k = 0.
Krok nastepnikowy. Zaktadamy, ze |p(X)| = 2% dla kazdego zbioru X o
k elementach. Musimy udowodnié, ze |p(Y)| = 2k dla kazdego
zbioru Y o k + 1 elementach.

Niech a € Y. Wtedy Y — {a} ma k elementow, a wiec (z zatozenia
indukcyjnego) |p(Y — {a})| =2k, czyli|[{Z C Y :a¢ Z}| = 2X.
NiechA={ZCY:aeZ}iB={ZCY:a¢Z}. Wtedy {A, B} jest
podziatem o(Y), zbiory Ai B sg réwnoliczne, a skoro |B| = 2%, to takze
|A| = 2K. Mamy zatem |p(Y)| = |A| +|B| = 2K + 2k = 2. 2k = 2k+1,
PokazaliSmy wiec, ze jesli badana zaleznos¢ zachodzi dla k, to
zachodzitez dla k + 1.

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, teza twierdzenia
zachodzi dla wszystkich zbioréw skonczonych.
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Skonczone przestrzenie probabilistyczne Zdarzenia elementarne i zdarzenia

@ Rozwazamy skonczony zbiér Q zdarzen elementarnych. Myslimy
o0 zdarzeniach elementarnych jako o wynikach w jakim$
doswiadczeniu, np. rzucie kostka lub moneta.

@ Zdarzeniem nazywamy dowolny podzbiér zbioru Q.

@ Zdarzeniem pewnym jest zbidr Q. Zdarzeniem niemozliwym jest
zbiér pusty.

@ Skoro zdarzenia traktujemy jak zbiory, to mozemy tworzy¢ ich
sumy, iloczyny, réznice, dopetnienia.

@ Jesli zdarzenie elementarne w € Q jest elementem zdarzenia
A C Q, to méwimy, ze zdarzenie w jest zdarzeniem sprzyjajgcym
zajsciu zdarzenia A.

@ Zakfadamy, ze rozwazane doswiadczenia sg powtarzalne oraz ze
wyniki doswiadczen (zdarzenia elementarne) sg od siebie
niezalezne.
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Przyktady

@ W doswiadczeniu polegajacym na dwukrotnym rzucie kostka
szescienng jest 36 zdarzen elementarnych:
Q={(i,j):1<i<6,1<j<6}.

@ W doswiadczeniu polegajacym na wybraniu trzech os6b z grupy
dziesieciu os6b jest ('y) = 120 zdarzen elementarnych.

@ W doswiadczeniu polegajacym na jednoczesnym rzucie monetg
oraz kostkg szescienng jest 2 - 6 = 12 zdarzen elementarnych.
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Skonczone przestrzenie probabilistyczne Czestosciowa charakterystyka prawdopodobienstwa

Dla skonczonych przestrzeni probabilistycznych Q
prawdopodobienistwem (zdarzen) nazywamy funkcje P okreslong na
zbiorze () taka, ze:

@ P(A) > 0dla kazdego A € p(Q)

@ P(AUB)=P(A)UP(B),0ile AnB=1

° P(Q) =1

@ Przy zatozeniu, ze wszystkie zdarzenia elementarne sg
jednakowo prawdopodobne, prawdopodobienstwo dowolnego
zdarzenia A C Q jest ilorazem liczby zdarzenh sprzyjajacych
zdarzeniu A i liczby wszystkich zdarzen elementarnych

rozwazanej przestrzeni: P(A) = %.

@ Mamy np.: P(0) = 0; P(A) < 1 dla kazdego A C Q;
P(A) =1—- P(A); P(A) < P(B),oile AC B;
P(AU B) = P(A) + P(B) — P(An B).
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Skonczone przestrzenie probabilistyczne Czestosciowa charakterystyka prawdopodobienstwa
Przyktady

Rzucamy dwiema szes$ciennymi kostkami. Jakie jest
prawdopodobienstwo zdarzenia A, ze suma liczb oczek na obu
kostkach jest mniejsza lub réwna 47?

o |0 =36
° A={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(3,1)}, |A| = 6
o PA=S=1

Losujemy jedng karte z talii 52 kart. Jakie jest prawdopodobienstwo
zdarzenia A, ze wylosowano asa lub trefla? Mamy |Q| = 52 oraz:
@ B: wylosowano asa; P(B) = 52, C: wylosowano trefla; P(C)
@ Bn C: wylosowano asa trefl; P(BN C) = 52, A=BuUC
@ P(A)=P(B)+ P(C)—P(BNC) = L=10=4

Bt B -m=B=1

— 52

13
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Skonczone przestrzenie probabilistyczne Prawdopodobienstwo warunkowe

Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto

zdarzenie B, oznaczane przez P(A|B) wyraza si¢ wzorem:

P(A|B) = Pf,’?gf), przy zatozeniu, ze P(B) > 0.

Przyktad. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w rzucie
kostkg szescienng wypadnie nieparzysta liczba oczek, pod
warunkiem, ze wypadto co najwyzej 5 oczek?

Q=6

@ A:wypadta nieparzysta liczba oczek; A= {1,3,5}; P(A) = %
@ B: wypadfo co najwyzej 5 oczek; B = {1,2,3,4,5}; P(B) = g
e AnB=1{1,3,5}

e P(AB) = ”g(‘g)B) -

olofol=
Il
glw
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Skonczone przestrzenie probabilistyczne Niezalezno$¢ zdarzen

@ Zdarzenia Ai B sa niezalezne, jesli prawdopodobienstwo iloczynu
tych zdarzen jest rowne iloczynowi ich prawdopodobienstw:

e P(ANB) = P(A)- P(B).

@ Jesli A1, Ay, ..., A, jest zestawem zdarzen w przestrzeni
probabilistycznej 2, to méwimy, ze zdarzenia te sg niezalezne
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego podciagu (i1, o, . . . , i)
ciagu (1,2,..., n) zachodzi:

o P(A,’1 I'WA,'2 Nn... ﬂA,'k) = P(A,1) . P(Alz) o P(A,k)

@ Zauwazmy, ze zdarzenia danego zestawu moga by¢ parami
niezalezne, ale caty ten zestaw moze nie by¢ niezalezny.
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Skonczone przestrzenie probabilistyczne Niezalezno$¢ zdarzen

Rzucamy czerwong i zielong kostka szescienng. Wtedy || = 36.
A: suma oczek jest rowna 5; A= {(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)};

P(A) = 3.
B: na czerwonej wiecej niz 2 oczka; B={(i,j):2<i <6, 1 <j<6};
P(B) = 36
C:na 2|elonej co najwyzej 3 oczka; C={(/,j): 1 <i<6,1<j<3}
P(C) = 36

ANB={(3,2),(41)} P(ANB) = &, P(A)- P(B) = 55 - 5¢ = &;
poniewaz P(AN B) # P(A) - P(B), wiec Ai B nie sa niezalezne
BNC={(i,j):ie€{3,4, 5 6}, j€{1,2,3}}; P(BNC) = {;
P(B)-P(C) = %2 - 32 = 12; poniewaz P(Bn C) = P(B) - P(C), wiec B
i C sg niezalezne.

The Incompatible Food Triad. Can you find three foods such that all

three do not go together (by any reasonable definition of foods “going

together”) but every pair of them does go together?
http://www.georgehart.com/triad.html
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Skonczone przestrzenie probabilistyczne Prawdopodobienstwo catkowite i wzér Bayesa

@ Jesli zdarzenia A+, Ao, ..., A, stanowig podziat przestrzeni Q oraz
P(A;) > 0 dla wszystkich 1 </ < n, to dla dowolnego zdarzenia
B C Q zachodzi réwno$¢:

@ P(B) = P(Ay)-P(B|A1) + P(A2) - P(B|A2) + ...+ P(An) - P(B|Ap).
@ Powyzszy wzdr nazywamy wzorem na prawdopodobieristwo
catkowite.

@ Niech zdarzenia Aq, Ao, . .., A, stanowig podziat przestrzeni Q
oraz P(A;) > 0 dla wszystkich 1 < i < n. Przypu$émy, ze zaszto
zdarzenie B.

@ Prawdopodobienstwo, ze przyczyng zajscia zdarzenia B byto
zdarzenie A; podaje wzdr Bayesa:

P(B|A})-P(Ai
°© P(A[B) = P(A1)~P(B|A1)+P(A£)~‘P()B\A(2)—i)-...+P(An)~P(B\An)'
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Skonczone przestrzenie probabilistyczne Prawdopodobienstwo catkowite i wzér Bayesa

W sadzie okregowym A pracuje 6 kobiet i 2 mezczyzn, a w sgdzie

okregowym B pracuje 1 kobieta i 2 mgzczyzn. Przy losowaniu

sedziego rzucamy najpierw kostkg szescienna: jesli wypadnie liczba
oczek 1 lub 2, to losujemy z sgdu A, w przeciwnym przypadku z sadu
B. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosowana zostanie kobieta?

@ A:wylosowano sad A; P(A) =2 =1
@ B:wylosowano sad B; P(B) = & = 2

@ C: wylosowano kobiete

° P(ClA)=%=2

@ P(C|B) = %

@ P(C)=P(A)-P(C|IA)+P(B)-P(CIB)=%-3+2.1=14+2=1T
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Skonczone przestrzenie probabilistyczne Schemat Bernoulliego

@ Rozwazmy doswiadczenie, w ktbrym mozemy otrzymac dwa
wyniki: sukces z prawdopodobienstwem p oraz porazke z
prawdopodobienstwem 1 — p. Zaktadamy, ze doSwiadczenie jest
powtarzalne, z podanymi statymi prawdopodobienstwami i ze
poszczegolne wyniki sg niezalezne.

@ Wtedy prawdopodobienstwo P(n, k, p), ze w serii n powtdrzen
doswiadczenia uzyskamy dokfadnie k sukceséw dane jest
wzorem Bernoulliego: P(n, k,p) = (}) - p*- (1 — p)"~*.

@ Z zatozen wynika, ze prawdopodobienstwo, iz w serii n prob
odniedlismy k sukceséw oraz n— k porazek wynosi p - (1 — p)"*.

@ k sukceséw w n-elementowej serii mozemy uzyskac na (})
sposobow, a wiec otrzymujemy wzor Bernoulliego.
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Przyktady

Strzelasz z tuku do celu, prawdopodobienstwo trafienia wynosi %
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w serii pieciu strzatow:

@ nie trafisz ani razu?

© trafisz doktadnie raz?

Q trafisz wiecej niz raz?

Q trafisz co najwyzej raz?

Q k=0:P(5,0.3)= () (5)° (5)° = 55
Q@ k=1:P51,H=05 () (3)*=5-118=25
Q@ k>1:1-(P(5,0,%)+P(51,%) = 154

112
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Kilka zagadek probabilistycznych Mréweczki w szescianie

@ W kazdym wierzchotku szescianu jest mrowka, ktéra catkiem
losowo drepcze krawedzig do sasiedniego wierzchotka.

@ Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jednoczesny ruch wszystkich
mrowek przebiegnie bez ich zderzen?

@ Prostsza zagadka: ruch po wielokgcie foremnym. W trojkacie
rownobocznym wszystkich mozliwosci ruchéw mréwek jest
23 = 8, lecz tylko dwie z nich (ruch zgodny ze wskazéwkami
zegara i ruch do niego przeciwny) odpowiadajg bezkolizyjnemu
ruchowi wszystkich mréwek. Tak wiec, prawdopodobienstwo

ruchu bezkolizyjnego w trojkacie jest rowne 2 = 1.

@ W kwadracie wszystkich mozliwo$ci ruchéw mréwek jest 24 = 16,
lecz tylko dwie z nich (ruch zgodny ze wskazéwkami zegara i ruch
do niego przeciwny) odpowiadajg bezkolizyjnemu ruchowi
wszystkich mréowek. Tak wiec, prawdopodobienstwo ruchu

. . . . 7 2 _ 1
bezkolizyjnego w kwadracie jest rowne 5 = 3.
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Kilka zagadek probabilistycznych Mréweczki w szescianie

Szescian. Rozwaz ruch bez kolizji na kazdej parze przeciwlegtych
$cian (to daje w sumie 12 mozliwosci), dodaj cykle Hamiltona (czyli
zamknietg Sciezke Hamiltona, tj. uktad krawedzi taki, ze kazdy
wierzchotek grafu jest odwiedzany dokfadnie jeden raz) w grafie
krawedzi sze$cianu (to tez daje w sumie 12 mozliwosci). Wszystkich
mozliwosci ruchu mrowek jest 3% = 6561. Odpowiedz:
prawdopodobienstwo ruchu bezkolizyjnego jest rowne

212 = 5% ~ 0,0037.

Na czerwono zaznaczono dwa przyktady cykli Hamiltona.
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Kilka zagadek probabilistycznych Ztamana laska

@ Laska zostaje losowo ztamana w dwéch miejscach.

@ Jakie jest prawdopodobienstwo, ze z powstatych trzech czesci
(odcinkéw) zbudowaé¢ mozna trojkat?

@ Odcinek dzielimy losowo na trzy odcinki. Prawdopodobienstwo, ze
z tych odcinkéw utworzy¢é mozna trojkat, jest réwne %. Korzystamy
z twierdzenia Vivianiego, ktére gtosi, iz dla dowolnego punktu
wewnatrz tréjkata rownobocznego suma odlegtosci tego punktu
od poszczegdlnych bokéw trojkata réwna jest wysokosci
rozwazanego tréjkata rownobocznego. Dwa dowody:
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Kilka zagadek probabilistycznych Ztamana laska

Jerzy Pogonowski (M

0
Q
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Kilka zagadek probabilistycznych Ztamana laska

@ Dowdd wizualny powyzej. W tym uzasadnieniu (milczaco)
wykorzystujemy fakt, ze miara (dtugosci odcinkéw, pola trojkatow) jest
niezmiennicza ze wzgledu na izometrie. Przesuniecia i obroty nie
zmieniajg miary rozwazanych figur geometrycznych. Czerwone odcinki
na diagramach powyzej nie utworzg tréjkata, poniewaz ich punkt
wspdlny lezy poza niebieskim tréjkatem réwnobocznym, a tylko punkty
lezace wewnatrz tego tréjkata odpowiadajg sytuacji, gdy najdtuzszy z
trzech odcinkéw nie jest dtuzszy od potowy wysokosci duzego tréjkata
réwnobocznego. Pole niebieskiego trojkata to 1; pola duzego trojkata
réwnobocznego.

© Dowdd przez poréwnanie pdl trojkatdw. Rozwazamy trzy trdjkaty, o
wierzchotkach bedacych: wybranym punktem i dwoma wierzchotkami
catego trojkgta rownobocznego. Podstawg kazdego z tych trojkatow jest
bok trojkgta rownobocznego, a ich wysokosciami sg odlegtosci
wybranego punktu od bokéw catego trojkgta rownobocznego. Suma pdl
tych tréjkatéw jest rowna polu catego trojkagta rownobocznego, a wiec
suma odlegtosci wybranego punktu od bokéw catego trojkata
réwnobocznego jest réwna wysokosci tego tréjkata. Dalszy cigg dowodu
jak w 1).
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Kilka zagadek probabilistycznych Ztamana laska

Drugi dowod tez ilustrowa¢ mozna rysunkiem:

C
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Kilka zagadek probabilistycznych Ztamana laska

W oznaczeniach tego rysunku mamy:
Q Pagp =2
Q Pacp =232
Q Pgep = 42
© Pasc = Pasp + Pacp + Pscp
e PABC_ Lm+ ahZ + ah3
Q Pasc=45-(hy + hs + hs)

Z ostatniej rownosci wynika, ze hy + ho + hs jest réwne dtugosci
wysokosci trojkgta rownobocznego ABC.
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Kilka zagadek probabilistycznych Tréjkaty prostokatne w szescianie

@ Jakie jest prawdopodobienstwo, ze trzy losowo wybrane
wierzchotki szescianu sg wierzchotkami trojkata prostokgtnego?

G

c
A B
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Kilka zagadek probabilistycznych Tréjkaty prostokatne w szescianie

° Wszystkich wyboréw trzech wierzchotkéw z oSmiu jest:

(§) = 525 = 56. Z kazdym trojkatem prostokatnym o
wierzchotkach w wierzchotkach szescianu stowarzyszony jest
prostokat. Na kazdej z szesciu $cian szescianu znajdujemy cztery
tréjkaty prostokatne, czyli w sumie 24.

@ Dalej, mamy prostokaty utworzone przez przekatne
przeciwlegtych scian szescianu i krawedzie szescianu tgczace te
przekatne. Mamy zatem: dwie przekatne na kazdej z par
przeciwlegtych Scian, a tych par przeciwlegtych $cian rozwazy¢
trzeba trzy. W kazdym z tych szesciu prostokgtéw mamy cztery
tréjkaty prostokatne, a zatem w sumie 24.

@ tacznie wszystkich tréjkatéw prostokatnych o wierzchotkach
bedacych wierzchotkami szescianu jest 24 + 24 = 48.

@ Prawdopodobienstwo, ze trzy losowo wybrane wierzchotki
szeécianu sa wierzchotkami tréjkata prostokatnego jest wiec
réwne 56 = 7 Nie sg trojkgtami prostokgtnymi np. tréjkaty: DBG,
AFH, ACH.
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Zacheta do refleksji

Mysl przekornie!

Czy stosujgc zasade indukcji matematycznej wykorzystujemy
skonczong czy tez nieskonczong liczbe przestanek?

Co to znaczy, ze jeden cigg rosnie szybciej od drugiego?

Liczby wymierne majg skonczone lub okresowe rozwiniecia
dziesigetne. Czy w rozwinigciach dziesietnych liczb niewymiernych
nie ma Zadnych regularnosci? A co z zapisami w innej bazie
liczbowej? A jak wygladajg utamki fancuchowe reprezentujace
liczby?

Czy kazdy ciag, ktéry zostat podany przez wzér rekurencyjny
moze tez zosta¢ zdefiniowany przez wzér jawnie podajgcy postac
n-tego wyrazu, bez odwotywania sie do wyrazéw wczesniejszych?
Czy to mozliwe np. dla ciagu Fibonacciego?

Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana cieciwa
okregu jednostkowego jest dtuzsza od boku trojkata
rownoramiennego wpisanego w ten okrag?
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Podsumowanie

Co musisz ZZZ (Zapamigtac-Ze-Zrozumieniem)

@ Wariacje, permutacje, kombinacje.

@ Trojkat Pascala. Wz6r dwumianowy. Liczby Stirlinga i Bella.
@ Ciagi liczbowe: ograniczenie i rodzaje monotonicznosci.
@ Definiowanie ciggdéw i funkcji przez rekursje.

@ Dowody z wykorzystaniem indukcji matematycznej.

@ Skonczona przestrzen probabilistyczna.

@ Prawdopodobienstwo wyznaczone przez czestoscC.

@ Wiasnosci funkcji prawdopodobienstwa.

@ Prawdopodobienstwo warunkowe.

@ Niezalezno$¢ zdarzen. Prawdopodobienstwo catkowite.
@ Wzér Bayesa. Schemat Bernoulliego.
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