(page 1)

[ N

Kazimierz Trzesicki

METODOLOGICZNE I TEORIOPOZNAWCZE PRZESLANKI
KLASYCZNEGO PROBLEMU ROZSTRZYGALNOSCI

Zagadnienie rozstrzygalnosci swéj poczatek ma w pracach Hil-
berta. Tu chcemy da¢ odpowiedZ na pytanie o przestanki metodo-
logiczne i teoriopoznawcze postawienia zagadnienia rozstrzygalnosci
logiki pierwszego rzedu, czyli — jak bywa ono okreslane — klasycznego
problemu rozstrzygalnosci. Méwiac najogélniej chodzi o poglady filo-
zoficzne Hilberta, ktére doprowadzity go do dostrzezenia i okreslenia
zagadnienia rozstrzygalnosci, czyli — jak dzi$§ powszechnie si¢ to na-
zywa — Entscheidungsproblem.

Szukajac odpowiedzi na postawione pytanie trzeba siegnaé¢ do
II kongresu matematykéw w Paryzu w 1900 r. Hilbert wystapie-
nie, ktére miato miejsce 8-ego sierpnia, konsultowal z przyjacidétmi
a zarazem jednymi z najwybitniejszych matematykéw Minkowskim
i Hurwitzem. Radzili mu: Najbardziej pociggajgca bylaby préba spoj-
rzenia w przysztosé, innymi stowy, charakterystyka problemow, z kto-
rymi matematycy bedg mieli do czynienia w przysztosci. Przy tym,
jak mozna sqdzié, byliby ludzie mowigcy o twoim wystgpieniu nawet
dziesigtki lat pozniey.

Hilbert — jak na to wskazuje wstep do paryskiego wyktadu —
charakterystyki probleméw, ktorymi matematycy powinni zajaé sie
w przyszitoéci dokonal przede wszystkim w oparciu o przestanki na-
tury metodologicznej i teoriopoznawczej.

Nauka zdaniem Hilberta rozwija sie nieprzerwanie. Zas kazdy
wiek ma swoje problemy, ktére w nastepnej epoce sa badz rozwia-
zywane, badz odrzucone jako bezptodne. Nauka, w tym matema-
tyka, zyje nowymi problemami. Ich brak prowadzi do obumierania
lub kofica samodzielnego rozwoju'. Sita badacza polega na rozwia-

I W 1947 r. powtérzyl to za Hilbertem burbakista André Weil.
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zywaniu probleméw, kiedy znajduje on nowe metody, nowe punkty
widzenia, odslania szersze i otwarte horyzonty.

Hilbert stawia pytanie o wyznaczniki dobrego problemu matema-
tycznego. W odpowiedzi wpierw wymienia jasno$c¢ i zrozumiatosé. Ma
to miejsce wéwczas, gdy problem daje si¢ wylozy¢ — jak to obrazowo
przedstawia, powolujac si¢ na francuskiego matematyka (bez wymie-
nienia go z nazwiska) — pierwszej napotkanej osobie. Taki problem po-
cigga do rozwazan. Druga cecha dobrego matematycznego problemu
jest jego trudnosé, ktéra tez pociaga a jednoczesnie problem ten nie
moze by¢ taki, aby trud nie zostal wynagrodzony radoscig znalezio-
nego rozgwigzania.

Kolejnym pytaniem stawianym przez Hilberta jest zagadnienie
zrodla probleméw matematycznych. W odpowiedzi w pierwszej ko-
lejnosci wymienia $wiat fizyczny i doswiadczenie empiryczne a z nimi
mechanike, astronomie i fizyke?. Zrédlem poznania jest tez rozum
ludzki, ktéry dochodzi do problemu matematycznego czesto bez ja-
kiegos wplywu swiata zewnetrznego, dokonujac tylko logicznego ze-
stawienia, uogélnienia, uszczegdlowienia (specjalizacji), analizy i gru-
powania poje¢. To z kolei prowadzi do interakcji z poznaniem $wiata
zewnetrznego. Ma miejsce stata, powtarzajaca sie gra miedzy mysle-
niem a do$wiadczeniem. Na niej oparte sa gltebokie analogie i przed-
ustawna harmonia, ktére matematyk tak czesto ukazuje w zadaniach,
metodach i pojeciach réznych dziedzin poznania.

Na pytanie o uprawnione metody rozwiazywania probleméw ma-
tematycznych Hilbert odpowiada, ze sa nimi dedukcja i Scistosé.
Rozwiazanie problemu ma by¢ oparte o skonczona liczbe przesta-
nek i skonczong liczbe wnioskowan. Przestanki winny by¢ sformu-

2 Pod koniec wykladu, podejmujac problem jednosci matematyki pisze: Der
einheitliche Charakter der Mathematik liegt im inneren Wesen dieser Wissen-
schaft begrindet; denn die Mathematik ist die Grundlage alles exakten natur-
wissenschaftlichen Erkennens. Damit sie diese hohe Bestimmung vollkommen
erfille, mégen ihr im neuen Jahrhundert geniale Meister erstehen und zahlre-
iche in edlem FEifer erglithende Jinger! — Jednolity charakter matematyki znaj-
duje ugruntowanie w wewnetrznej istocie tej nauki; przeciez matematyka jest
podstawsg, kazdego $cistego poznania przyrodniczego. Stad, aby w peini wypelnié
to wielkie zadanie, w nowym stuleciu moga pojawié si¢ genialni mistrzowie i liczni
patajacy szlachetna pasja adepci.
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towane precyzyjnie. Jest to postulat Scistosci dowodzenia. To odpo-
wiada ogdlnemu filozoficznemu oczekiwaniu ludzkiego rozumu. Tylko
realizacja tego postulatu ukazuje pelne znaczenie istoty problemu
i jego owocnosc.

Byloby wielkim btedem sadzenie, ze Scistosé dowodu jest wro-
giem prostoty. Wiele przyktadéw pokazuje, ze jest odwrotnie. Daze-
nie do Scistosci prowadzi do prostoty dowodéw i do owocnych metod.
Postulat ten dotyczy nie tylko calosci matematyki, lecz réwniez przy-
rodoznawstwa.

Rozwazania na temat zwiazkéw myslenia arytmetycznego i geo-
metrycznego rozpoczyna od postulatu, aby oznaczenia kojarzyly sie
z tym, do czego odnosza. Wiecej, wskazuje na nieodzownosé przed-
stawien geometrycznych w dowodzeniu. Glosi, ze znaki arytmetyczne
to zapisane figury geometryczne, a figury geometryczne to naryso-
wane formuty i zaden matematyk nie moze sie bez nich obejsé tak,
jak nie mogltby obejé¢ sie przy liczeniu bez brania w nawias. Wy-
korzystanie figur geometrycznych jako $cislego srodka dowodowego
zaklada doktadna znajomosé i pelne opanowanie aksjomatéw, ktore
leza u podstaw teorii tych figur. Z tego powodu konieczna jest $cista
aksjomatyzacja ich tre$ci naocznych?.

Zbieznos¢ miedzy mysleniem geometrycznym a arytmetycznym
przejawia sie takze w tym, ze lancuch dowodowy nie jest doprowa-
dzany do samych aksjomatéw. Przeciwnie, szczegdlnie przy pierw-
szym podejsciu do zagadnienia zaréwno w arytmetyce jak i w geome-
trii korzysta sie z tego, co nazwalibySmy intuicja.

Konczac rozwazania na temat trudnosci, jakie mogg stwarzaé
problemy matematyczne i sposobach ich przezwyci¢zania Hilbert wy-
glasza bardzo znamienny poglad, ktéry — jego zdaniem — podzielaja
wszyscy matematycy, a ktory nie zostal poparty dowodem, a miano-

3 O znaczeniu aksjomatyzacji pisal w ,,Axiomatisches Denken”. Wyrazat prze-
konanie, ze kazdy mozliwy obiekt poznania naukowego, gdy tylko dojrzeje do po-
znania teoretycznego, podlega metodzie aksjomatycznej a tym samym posrednio
matematyce. Aksjomaty umozliwiajg poglebione rozumienie samej natury pozna-
nia naukowego i prowadzg do wigkszej Swiadomosci jednoéci poznania naukowego.
To dlatego matematyka ma wiodaca role w nauce w ogéle. (Hilbert [1918], s. 415)
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wicie, ze kazdy okre$lony problem matematyczny na pewno powinien
by¢ dostepny $cistemu rozwigzaniu®.

Hilbert pyta, czy teza o rozwiazalnosci kazdego problemu jest
osobliwodcia matematyki, czy tez ma miejsce ogdlna zasada odno-
szaca sie do rozumu ludzkiego, ze kazde zagadnienie, ktore on stawia
moze by¢ przez rozum rozwigzane. Jako pozytywny przyktad podaje
problem perpetuum mobile® .

Przekonanie o rozwiazywalnosci kazdego problemu matematycz-
nego jest — zdaniem Hilberta — znaczacym motywem pracy. We-
wnetrzny glos mowi: jest problem, szukaj rozwigzania. Znalez¢ mo-
zesz je za pomocy, czystego myslenia; albowiem w matematyce nie ist-
nieje Ignorabimus!® Hilbert pozostawal optymista w sprawie poznania
matematycznego”. W 1922 zaangazowal si¢ w dyskusje z Brouwerem,
ktory uznal, ze umyst ludzki ma ograniczone mozliwo$ci w kwestiach

4. die Uberzeugung, daf ein jedes bestimmte mathematische Problem einer

strengen Erleitung notwendig fahig sein miss. Zob. wyktad na II kongresie. Mu-
simy tu zauwazy¢, ze jest istotna réznica pomiedzy tezg o rozwigzywalnosci kaz-
dego problemu matematycznego a teza o rozstrzygalnosci kazdego problemu za
pomocy jednego algorytmu. Mozna przyjaé, ze dla samego Hilberta znaczenie tej
réznicy nie bylo jasne.

5 Mysél taka znajdujemy tez u Wittgensteina w , Tractatus Logico-Philosophi-
cus”. Czytamy tam: The riddle does not exist. If a question can be put at all,
then it can also be answered. [Jezeli jakie$ pytanie da sie¢ w ogdle postawié, to
mozna tez na nie odpowiedzieé.] — 6.5.

6 Hilbert nawigzuje tu do stynnego Ignoramus et ignorabimus— Nie wiemy i nie
bedziemy wiedzie¢ — wypowiedzianego przez E. Dubois-Raymonda.

7 Stanowisko to przenosi sie na calo$é poznania naukowego. W wystapieniu
krélewieckim z 1930 r., wskazuje na role matematyki w nauce. Matematyka jest
narzedziem posredniczacym miedzy praktyka a mysla. Matematyka tworzy mosty
stale zwigkszajac swoje mozliwosci. Stad cala nasza kultura oparta na intelektu-
alnym poszukiwaniu i wykorzystaniu przyrody, znajduje swoje podstawy w mate-
matyce. Cytuje stowa Galileusza, ze tylko ci, ktorzy nauczyli sie jezyka i znakdw,
ktorymi do nas przemawia przyroda mogq przyrode zrozumieé. Tym jezykiem —
zdaniem Hilberta — jest matematyka. Za Kantem powtarza, ze w kazdej szczegolo-
wej nauce przyrodniczej, prawdziwa tresé naukowa moze byé o tyle odnaleziona,
o ile zawarta jest w niej matematyka. Bez matematyki wrecz nie sa mozliwe takie
nauki, jak astronomia i fizyka. Zastosowania matematyki sa miarg jej wartosci.
Jednak poznanie matematyczne ma na celu, podobnie jak cata nauka — o czym
méwit stynny matematyk Jacobi — godno$é ludzkiego ducha. Bez tego osiggniecia
przemystowe nie ujrzatyby dziennego $wiatta.
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nieskonczonosci. Argumentacji Brouwera ulegt nawet Hermann Weyl,
najlepszy uczen Hilberta. Hilbert definiujac matematyke jako sys-
tem znakéw i odrdzniajac miedzy matematyka a metamatematyka
odrzucil argumenty Brouwera, ktéry wycofal sie¢ z dyskusji. Weyl,
w zwiazku z badaniami nad grupami Lie réwniez odwotal sie do kla-
sycznej analizy.

Do dzisiaj zachowalo sie nagranie wypowiedzi Hilberta w zwiazku
z otrzymaniem w 1930 r. honorowego obywatelstwa Krolewca, ktore
konczy, tak jak to czynit juz na kongresie w Paryzu: Wir miissen wis-
sen. Wir werden wissen.® To ,Musimy wiedzieé¢. Bedziemy wiedzieé.”
dotyczy nie tylko matematyki, lecz réwniez nauk przyrodniczych.
Czyni to mimo wyniku Godla, ktory jak na ironie dzien wczesniej
na IT Konferencji Epistemologii i Nauk Scistych wykladal w Kré-
lewcu twierdzenie o niezupelnosci®; to wlasnie twierdzenie, o ktérym
mozna powiedzieé, ze zniweczylo program Hilberta!?. Chociaz — jak
mowi o tym sam Godel — twierdzenie to nie jest sprzeczne z Hilberta
formalistycznym punktem widzenia.

Przekonaniu Hilberta o rozwiazywalnosci kazdego problemu ma-
tematycznego towarzyszy poglad, ze niezmierzona jest wielo$é pro-
bleméw matematycznych. W miejsce jednego rozwiazanego problemu
pojawia sie niezliczenie wiele nowych. Zauwazmy, ze ten poglad jest
koniecznym warunkiem przekonania o tym, ze matematyka wciaz zyje
nowymi problemami i nie grozi jej obumarcie.

8 Tej tresdci inskrypcja znajduje sie na grobie Hilberta na cmentarzu miej-
skim w Gottingen (zob. http://www.psych.uni-goettingen.de/home/ertel/ertel-
-dir/morehome/4gallerypast /4.04gravesofrenownscientists.html). Zwrécil mi na
to uwage profesor W. Marciszewski.

9 Problem zupelnosci poznania matematycznego zostal postawiony przez Hil-
berta na kongresie matematykéw w Bolonii w 1928 r. Filozof J. I. Austin informo-
wany o wyniku Gédla, ze nie kazda prawda moze byé dowiedziona odpowiedzial:
Who would have ever thought otherwise?[Kto w ogéle mégt mysleé inaczej?]

10 Wystapienie Godla bylo ostatnim w trzecim dniu konferencji. Chyba jednak
nie zmeczenie zdecydowalto o braku zainteresowania. W materiatach pokonferen-
cyjnych tez nie ma wzmianki ani o wystapieniu ani o Gédlu. Jedynym uczestni-
kiem sympozjum, ktéry od razu pojal znaczenie twierdzenia byt John von Neu-
mann. Geniusz rozpoznal geniusza.



Zagadnienie rozstrzygalnosci obecne jest w dziesigtym problemie
z paryskiego kongresu, czyli problemie réwnan diofantycznych!!. Hil-
bert pyta sie o algorytm, sposéb, za ktérego pomoca dla zadanego
réwnania po wykonaniu skonczonej liczby operacji znajdujemy odpo-
wied%, czy rOwnanie to ma rozwiazanie w liczbach catkowitych. Jest
to jedyny z 23 sformutowanych przez Hilberta problemdw, ktory jest
problemem rozstrzygalnoéci. Nie mozemy jednak tu moéwié o sfor-
mutowaniu przez Hilberta problemu rozstrzygalnosci. Laczenie tego
problemu z Entscheidungsproblem — jak to czyni np. Penrose — moze
byé usprawiedliwiane przez fakt, ze it is a corollary of the methods
used to give a negative solution to Hilbert’s tenth problem that the que-
stion of whether any given Turing machine will eventually halt, and
hence the Enscheidungsproblem can be encoded as a Diophantine pro-
blem. (Martin, Matijasevic, Robinson [1976]) [Jest to wniosek z me-
tod zastosowanych dla wskazania negatywnego rozwiazania 10-tego
problemu Hilberta, ze pytanie, czy dana maszyna Turinga ostatecz-
nie zatrzyma sie, a stad Entscheidungsproblem moze byé¢ zakodowany
jako problem diofantyczny.] Chodzi bowiem o to, ze kazdej maszynie
Turinga odpowiada pewne réwnanie diofantyczne, zas rozwigzaniom
tego réwnania wlasnosci maszyny, czyli istnieje miedzy nimi réwno-
wazno$é!?2. W 1900 r. Hilbert nie mial o tym nawet wyobrazenia.

Problem rozstrzygalnosci dotyczy nieskonczenie przeliczalnie wie-
lu szczegdltowych problemoéw, subprobleméw, dla kazdego z nich po-
winna byé¢ dana odpowiedZ TAK lub NIE. Kazdy taki subproblem
okreslony jest przez skonczona iloéé informacji.

Istota zagadnienia rozstrzygalnosci polega na zadaniu znalezie-
nia doktadnie jednej metody, ktéra mogtaby byé¢ uzyta do uzyskania
w skonczonej liczbie krokéw odpowiedzi na kazdy z subprobleméw.
W wypadku réwnan diofantycznych od czaséw Diofantesa znaleziono
rozwigzania wielu z réwnan oraz wykazano nierozwigzywalno$é¢ wielu

1 Nierozstrzygalno$é tego problemu zostata wykazana przez Matijasevica na
poczatku lat 70-tych. Skorzystal z wcze$niejszych wynikéw Martina Davisa, Hi-
larego Putnama i Julii Robinson. Julia Robinson sama byla bliska rozwigzania.
Scisle wspélpracowala z Matijasevicem.

12 Rozwigzanie Matijasevica, ze istnieje réwnanie diofantyczne, ktére nie ma
rozwigzan i nie mozna tego udowodnié jest réwnowazne twierdzeniu Gddla.
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innych. Dla wielu klas tych rownan a nawet poszczegdlnych réownan
trzeba bylo znalezé specyficzne metody. W 10-tym problemie Hilbert
stawia pytanie o metode uniwersalng znajdowania odpowiedzi na py-
tanie, czy takie réwnania ma w ogole rozwigzanie. Niech chodzi wiec
o algorytm znajdowania rozwigzan, bo taki algorytm istnieje.

Zagadnienie rozstrzygalnosci systemu formalnego jest pytaniem
o metode, ktéora w wypadku dowolnego zdania tego systemu umoz-
liwia znalezienie odpowiedzi na pytanie, czy zdanie to jest, czy tez
nie jest twierdzeniem tego systemu. Takie zagadnienie pojawia sie
w pracach Schrodera [1895], Loweheima [1915] oraz Hilberta [1918].

Zagadnienie rozstrzygalnoéci rachunku pierwszego rzedu, czyli to,
co okreslamy jako klasyczny problem rozstrzygalnosci lub FEntschei-
dungsproblem, formutuje Hilbert w ,,Grundziige der theoretischen Lo-
gik”13. W rozdziale , Das Entscheidungsproblem im Funktionenkalkiil
und seine Bedeutung” czytamy: Das FEntscheidungsproblem ist gelost,
wenn man ein Verfahren kennt, das bei einem vorgelegten logischen
Ausdruck durch endlich viele Operationen die Entscheidung tiber die
Allgemeingiiltigkeit'* bzw. Erfillbarkeit'® erlaubt. (Hilbert D., Acker-

13 W 1928 r. — roku publikacji tego dzieta — odbywa sie kongres matematykéw
w Bolonii. W referacie Hilbert stawia problem zupelnosci. Nie stawia problemu
rozstrzygalnosci.

14 Bei dem Problem der Allgemeingiiltigkeit handelt es sich um die folgende
Frage: Wie kann man beim einem beliebigen vorgelegten logischen Ausdruck, der
keine individuellen Zeichen enthdlt, feststellen, ob der Ausdruck bei beliebigen
Einsetzungen fiur die vorkommendem Variablen eine richtige Behauptung dar-
stellt oder nicht?, s. 72. — W wypadku problemu (logicznej) prawdziwosci chodzi
o nastepujace pytanie: Jak mozna dla dowolnego danego logicznego wyrazenia,
ktore nie zwiera symboli indywiduowych, stwierdzi¢ czy wyrazenie to dla dowol-
nego rozumienia wystepujgcych w nim zmiennych (liter predykatowych) jest, czy
nie jest prawdziwym sgdem? — To podejécie preferuja teoretycy dowodu.

15 Bei dem Problem der Erfiillbarkeit handelt es sich um die Frage, ob es
tberhaupt eine Einsetzung fir die Variablen gibt, so dafi durch den betreffen-
den Ausdruck eine richtige Behauptung dargestellt wird., s. 73. — W wypadku
problemu spelnienia (w modelu) chodzi o pytanie, czy w ogdle jest takie rozumie-
nie zmiennych (liter predykatowych), ze dane wyrazenie jest prawdziwym sqdem.
— To podejécie preferowane jest w podejéciu teoriomodelowym. Zauwazmy, ze
problemy (logicznej) prawdziwosci i istnienia modelu (spelnialnosci) sa dualne.
Zdanie jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy jego negacja nie ma modelu, lub
— rownowaznie — zdanie nie jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy jego negacja
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man W. [1928], s. 73) [Problem rozstrzygalnosci jest rozwiazany, gdy
znana jest metoda, ktéra dla kazdego danego logicznego wyrazenia
umozliwia rozstrzygniecie za pomoca skonczenie wielu operacji, czy
jest ono prawdziwe (logicznie) wzgl. spelnione (w modelu).]

Idea mechanicznego rozstrzygania probleméow nie tylko matema-
tycznych ma dluga historie. Jej poczatki wiazane sa z Lullusem, ktory
za pomocy specjalnych kot zamierzal dowodzi¢ prawd wiary chrzesci-
janskiej. Dal tym poczatek ruchowi lullystycznemu. Gottfried Leib-
niz, ktéry w XVII w. zbudowal maszyne liczaca, marzyt o czasach —
wypowiadajac stynne Calculemus — w ktérych wszelkie spory bedzie
mozna rozwiazywac tak, jak to czynimy wykonujac rachunki arytme-
tyczne. W 1869 r. William Stanley Jevons zbudowal pierwsza ma-
szyne logiczna, czyli maszyne, ktéra odpowiada na postawione pyta-
nia TAK lub NIE (a nie, jak to jest w wypadku maszyny liczacej,
gdzie wynik jest liczba). Idee rachunku i jezyka formalnego znajduja
nowe inspiracje w koncepcjach Hilberta. Za sprawa Fregego wspoél-
czesna logika uczynita z nich swdj fundament.

Zdaniem Hilberta: Die Lésung des Entscheidungsproblems ist
fir die Theorie aller Gebiete, deren Sdtze tiberhaupt einer logi-
schen Entwickelbarkeit aus endlich vielen Aziomen fahig sind, von
grundsdatzlicher Wichtigkeit. (Hilbert, Ackermann [1928] s. 73-74.)
[Rozwiazanie problemu rozstrzygalno$ci ma podstawowe znaczenie
dla teorii wszystkich tych dziedzin, ktérych twierdzenia w ogdle sa
wyprowadzalne ze skonczenie wielu aksjomatéw.] Dlaczego rozstrzy-
galno$é¢ rachunku pierwszego rzedu ma tak donioste znaczenie? Otoz,
jesli zgodzimy sie, ze cala matematyka daje sie zapisa¢ w jezyku
pierwszego rzedu'®, to — co Hilbert pokazuje na przykladzie geome-
trycznego twierdzenia Pascala — wszystkie problemy matematyczne
beda mogly by¢ rozwiagzane za pomocg takiej metody.

Pierwsza kwestia w Entscheidungsproblem bylo znalezienie precy-
zyjnego matematycznego sformutowania metody, o ktorej méwi Hil-
bert. Metoda ta musiata by¢ zgodna choéby ze sposobem wykony-
wania rachunkéw arytmetycznych, gdy liczby zapisane sg w systemie

ma model.

16 Teze, ze tak jest okresla sie mianem tezy Hilberta.
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arabskim, czyli z tym, co tradycyjnie okreslano jako algorytm. Cho-
dzilo zatem o taki matematyczny zapis intuicyjnej tresci pojecia al-
gorytmu, ktoéry bytby zgodny z metodologia postulowana m.in. przez
Hilberta. Pojawily sie¢ rézne propozycje. Church pisze o nich w re-
cenzji pracy Turinga ,,On computability ...”: As a matter of fact,
there is involved here the equivalence of three different notions: com-
putability by a Turing machine, general recursiveness in the sense of
Herbrand-Godel-Kleene, and the \-definability in the sense of Kle-
ene and the present reviewer. Of these, the first has the advantage
of making the identification with effectiveness in the ordinary (not
explicitly defined) sense evident immediately - i.e. without the ne-
cessity of proving preliminary theorems. The second and third have
the advantage of suitability for embodiment in a system of symbolic
logic. (A. Church [1937] s. 42-43) [Faktycznie ma tu miejsce row-
nowaznosé¢ trzech réznych pojeé: obliczalnoéci za pomocg maszyny
Turinga, ogdélnej rekurencji w sensie Herbranda-Godla-Kleene oraz
A-definiowalnoéci w sensie Kleene i recenzenta. Z tych pierwsze ma
przewage, czyniac bezposrednio oczywista zgodnoéé¢ z efektywnosciag
w zwyklym (nie zdefiniowanym explicite) sensie, t.j. bez potrzeby do-
wodzenia wstepnych twierdzen. Drugie i trzecie ma przewage w od-
powiednio$ci dla inkorporacji w system logiki symbolicznej.|

Zauwazmy, ze Church pomija Posta propozycje binormalno$ci.
Kierowal sie przeslankami natury metodologicznej. Swiadomy jest
réwnowaznosci propozycji Posta z propozycja Turinga, chodzi mu
jednak o to, ze sam Post nie identyfikuje swojego sformutowania z
efektywnoscia w zwyklym sensie, lecz raczej rozwaza je jako ,hi-
poteze robocza”, ktéra wymaga statej weryfikacji. W takim razie —
Church [1936a] konkluduje — efektywnosci w zwyklym sensie nie zo-
stalo nadane Sciste znaczenie.

We wspolczesnej literaturze teze, ze podane definicje, w szcze-
gblnoéci Turinga i Churcha wyczerpuja intuicyjna tresé¢ efektywnej
metody okresla sie jako tez¢ Churcha-Turinga.

Propozycja Turinga ma i te przewage nad pozostalymi, ze jest
znakomicie uzasadniona. Zauwazal to juz Godel, gdy stwierdzal, ze
Turing pokazal réwnowaznos$é pojecia mechanicznej procedury ze
swoja maszyna. Bernays w liscie do Churcha z 22 kwietnia 1937 r.
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dzieli si¢ uwagami w zwiazku z listem od Turinga, w ktérym szcze-
gbélowo oméwione sg pewne kwestie dotyczace Turinga dowodu nie-
rozstrzygalnosci Entscheidungsproblem. Bernays pisze: He [Turing]
seems to be very talented. His concept of computability is very sug-
gestive and his proof of equivalence of this notion with your \-defi-
nability gives a stronger conviction of the adequacy of these concepts
for expressing the popular meaning of ,effective calculability”. [Turing
zdaje sie by¢ bardzo utalentowany. Jego rozumienie obliczalnosci jest
bardzo sugestywne a jego dowdd réwnowaznosci tego pojecia z twoja
M-definiowalnoscia daje mocniejsze przeswiadczenie o réwnowazno$ci
tych pojec¢ dla wyrazenia zwyklego znaczenia ,efektywnej obliczalno-
§ci”.]

Kiedy dzisiaj podejmuje sie kwestie pojecia efektywnej metody,
to z zasady jako argument decydujacy przyjmowany jest fakt, ze
wszystkie dotychczas zaakceptowane jej Sciste sformutowania sa sobie
rownowazne mimo, ze sa rézne. To, ze sa to istotnie rézne definicje
poddal w watpliwoéé Dana Scot. Réwniez fakt, ze definicje te wytrzy-
maly prébe czasu ma by¢ argumentem na rzecz tezy Turinga-Chur-
cha. Pomijana jest argumentacja Turinga. A ta, choéby zdaniem Gu-
revicha, zastuguje na uwage, jako wspanialy przyktad spekulatywnej
filozofii. Stowa Turinga z ,,On computable ...”: We may compare a
man in the process of computing a real number to a machine ... [Mo-
zemy porownacé cztowieka, ktéry rachuje na liczbach rzeczywistych do
maszyny. .. | wspétbrzmia z komentarzem Wittgensteina [1980], 1096:
These (Turing’s) machines are humans who calculate. [Te maszyny
to ludzie, ktérzy rachuja.]

Nie sposéb pominaé innego jeszcze faktu w ocenie propozycji Tu-
ringa. Z perspektywy czasu dostrzec mozna w jego pracach zaczatki
wielu idei istotnych dla wspotczesnej informatyki. Turing doszedt do
idei zapisu zaréwno instrukcji jak i danych w jednym miejscu, an-
tycypujac tym samym klasyczny komputer von Neumanna z 1945 r.
Juz w jego pracach pojawiaja si¢ pojecia ,input-output”, ,pamieé”,
,kodowany program”, ,algorytm”, ,kompiler/interpreter”, ,maszyna
skonczenie stanowa”.

Majac Sciste pojecie efektywnej metody mozna bylo przystapié
do FEntscheidungsproblem. Turing dowiddl, ze za pomoca maszyny
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[Turinga] nie jest mozliwe znalezienie odpowiedzi TAK lub NIE na
pytanie, czy dane zdanie jezyka pierwszego rzedu jest prawdziwe. Wo-
bec réwnowaznoéci innych pojeé, ktére miaty wyrazaé intuicyjna tresé
efektywnej metody uznano, ze klasyczny problem rozstrzygalnosci zo-
stal rozwiazany (negatywnie). Tym samym, w zwiazku z twierdze-
niami Godla uznano, ze program Hilberta leglt w gruzach.

W wyniku twierdzenia Churcha i Turinga klasyczny problem roz-
strzygalnosci przeksztalcit sie w pewnego rodzaju metaproblem: ktére
fragmenty logiki pierwszego rzedu (dokladniej: ktére klasy zdan) sa
rozstrzygalne? Upadl ambitny plan mechanizacji matematyki przez
algorytm rozstrzygajacy dla logiki pierwszego rzedu. Nie oznaczato
to jednak odrzucenia dziedziny rozwazan. Nalezalo przeciez zapytac,
co da si¢ zrobi¢. Naturalne jest wskazanie szczegdlnych wypadkéw,
w ktorych mechanizacja jest mozliwa.

Niewatpliwie, negatywne rozwiazanie FEntscheidungsproblem wy-
znacza granice dla Leibniza Calculemus. Samej idei jednak nie prze-
kredla. Dobitnie $éwiadcza o tym chociazby wspdlczesne badania i osig-
gniecia w zakresie automatycznego dowodzenia i sprawdzania po-
prawnosci dowodu.

W zwigzku z postawieniem przez Hilberta Entscheidungsproblem
pojawia si¢ pytanie o to, jak Hilbert rozumial poznanie matema-
tyczne. Pozytywne rozwigzanie Entscheidungsproblem, czynito znaj-
dowanie odpowiedzi na pytanie, czy zdanie (jezyka pierwszego rzedu)
jest twierdzeniem zajeciem czysto mechanicznym, ktére — jak to uwa-
zal Leibniz — nie jest zajeciem godnym dla czlowieka wolnego. Takie
czynnosci tym bardziej nie moga ani pociggaé, ani dawaé¢ radosci
z ich wykonania, co — zdaniem Hilberta — ma cechowaé poznanie
matematyczne. Czymze jest wiec poznanie matematyczne, skoro ma-
tematyka ma pozostaé¢ zywa dziedzing dociekan z wciaz nowymi pro-
blemami i dawaé satysfakcje poznawcza z jej uprawiania? Odpowiedz
na postawione pytanie mozemy znalez¢é choCby w wykltadach Hilberta
z 1919 r.  Natur und mathematisches Erkennen” (s. 8): ... vielmehr
zeigt sich, daf8 die Begriffsbildungen in der Mathematik bestindig
durch Ansachauung und Erfahrung geleitet werden, so daf$ im grofien
und ganzen die Mathematik ein willkirfreies, geschlossenes Gebilde
darstellt. |. .. przeciwnie okazuje sie, ze tworzenie poje¢ w matematyce
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kierowane jest przez intuicje i doSwiadczenie tak, ze w caloSci ma-
tematyka tworzy niearbitralna, jednolita strukture.] Nieco dalej za$
(s. 19) méwi: Es bilden also die verschiedenen vorliegenden mathemat-
schen Disziplinen notwendige Glieder im Aufbau einer systematischen
Gednakenentwicklung, welche von einfachen, naturgemdfisich bieten-
den Fragen anhebend, auf einem durch den Zwang innerer Griinde im
wesentlichen vorgezeichneten Wege fortschreitet. Von Willkiir ist hier
keine Rede. Die Mathematik ist nicht wie ein Spiel, bei dem die Auf-
gaben durch willkiirlich erdachte Regeln bestimmt werden, sondern ein
begriffliches System von innerer Notwendigkeit, das nur so und nicht
anders sein kann. [R6zne istniejace dyscypliny matematyczne tworza
konieczne cztony w konstrukcji systematycznego rozwoju mysli, ktora
wychodzi od prostych, naturalnie narzucajacych sie pytan i postepuje
w sposéb co do istoty wyznaczony przez przymus wewnetrznych racji.
Nie mozna tu méwi¢ o dowolnosci. Matematyka nie jest gra, ktorej
zadania sa okreslone przez dowolnie pomyslane reguly, lecz systemem
pojeciowym o wewnetrznej koniecznosci, ktory moze by¢ tylko taki a
nie inny.] Poznanie matematyczne jest wiec przede wszystkim pozna-
niem, ktére realizuje sie poprzez tworzenie pojeé, ktérych Zrodiem
jest intuicja i do$wiadczenie. Mechanizacji tych proceséw poznaw-
czych jednak Hilbert nie przewidywal. Mozna zauwazy¢, ze wszyst-
kie twierdzenia zaréwno Godla jak i Church-Turinga wzmocnily teze
Hilberta o zywym charakterze poznania matematycznego.

Czy twierdzenia Godla i Churcha-Turinga ostatecznie przekre-
$lity optymizm poznawczy Hilberta? Czy w matematyce jest miejsce
dla Ignoramus et ignorabimus? Z cata pewnoscia twierdzenia te sa
waznymi argumentami, ze umyst ludzki nie jest w stanie poznaé (po-
tencjalnie) kazdej prawdy matematycznej.

Zauwazmy jednak, ze twierdzenie Churcha-Turinga moéwi o tym,
ze nie ma jednej metody rozstrzygania zdan jezyka pierwszego rzedu.
Nie wykluczone jest wiec, ze dla kazdego zdania jezyka pierwszego
rzedu mozna znalezé odpowiedZ na pytanie, czy zdanie to jest, czy
tez nie jest prawdziwe. Sam Gddel wierzytl w nasza mozliwoéé ,abso-
lutnego” dowodu lub kontrdowodu kazdej matematycznej hipotezy.
By¢ moze, ze w niektorych wypadkach trzeba bedzie wielkiej wiedzy,
umiejetnosci i pomystowosci dla znalezienia odpowiedzi, ale przeciez
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odpowiedz taka bedzie. Przyktadem tego moze by¢ Wielkie Twier-
dzenie Fermata. Oczywiscie, gdyby ziScilo si¢ zamierzenie Hilberta
i Entscheidungsproblem znalaztby pozytywne rozstrzygniecie, to do-
wbd tego twierdzenia bytby mechaniczny. Tak nie jest, a znaleziony
dowdd jest tak skomplikowany, ze w zasadzie wymaga wspomagania
komputerowego (maszynowego).

Kwestia, ktéra wciaz jest zywa jest pytanie o to, czy analiza Tu-
ringa i innych metody efektywnej wyczerpuje w pelni jej tres¢. Takie
préby byly zwykle podejmowane bezskutecznie (np. Kalmar [1959];
Mendelson [1963]). W 1982 r. Richard Feynman [1982] (fizyk, no-
blista) zauwazyl, ze wspodlczesna technologia komputerowa nie jest
zdolna do efektywnego symulowania systeméw kwantowych. Zasu-
gerowal, ze komputer zbudowany w oparciu o mechanike kwantowa
bylby zdolny do realizacji takiego zadania. W 1985 r. David Deutsch
[1985] rozwazal teoretyczny model takiego komputera i sugerowal, ze
taki model moze efektywnie obliczaé¢ problemy, ktére nie sg obliczalne
przez tradycyjny komputer. Pojeciowo mozliwe jest, ze przynajmniej
dla pewnych probleméw, komputer kwantowy wykracza poza ma-
szyne Turinga. Idea ta spotkala sie z szerszym zainteresowaniem, gdy
w 1994 r. Peter Shor [1994] odkryl nowy kwantowy algorytm fakto-
ryzacji duzych liczb!”, dzialajacy w czasie wielomianowym!®.

Postawienie przez Hilberta problemu rozstrzygalnosci okazalto sie
najbardziej owocne z wszystkich zadan, jakie stawial matematykom
XX w. Pytanie to doprowadzilo do maszyny Turinga i teorii jezy-
kéw formalnych, ktére stanowia podstawe wspdlczesnej informatyki
i technik komputerowych. Zagadnienie to jest rowniez wciaz zywe.
Nauka zyje dzieki swoim problemom. My$l Hilberta pozostaje wiec
Zywa.

17 Na zalozeniu, ze liczba operacji faktoryzacji rosnie wyktadniczo oparty jest
dzi§ powszechnie stosowany system kodowania RSA.

18 Tlumaczy to zainteresowanie, szczegdlnie stuzb specjalnych komputerem
kwantowym. Zob. réwniez Hughes R. J. [1998].
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