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Etyka (1677)

Baruch de Spinoza (1632-1677)



Wzorzec dowoddw
politycznych (1659)

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)



Optyka (1704)

Isaak Newton (1643-1727)



Arithmetices principia nova
methodo exposita (1889)

Giuseppe Peano (1858-1932)



Grundlagen der Geometrie
(1899)

David Hilbert (1862-1943)
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Arytmetyka Peana PA
Pojecia pierwotne: 0, S, +, -

Aksjomaty pozalogiczne:

Al
A2

(A1) S(x)=S5(y) > x=y,
(A2)  —(0=5(x)),

(A3) x+0=x,

(A4) x+S(y)=S(x+y),
(A5) x-0=0,
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Arytmetyka Peana PA
Pojecia pierwotne: 0, S, +, -

Aksjomaty pozalogiczne:

(A1) S(x)=S5(y) > x=y,
(A2)  —(0=5(x)),

(A3) x+0=x,

(A4) x+S(y)=S(x+y),
(A5) x-0=0,

(A6) x-S(y)=x-y+x

(A7) ©(0) A ¥x[p(x) = (S(x))] — Vxep(x).



Arytmetyka Peana PA

Model standardowy:

mO = <N70757+7'>



Logika matematyczna XIX/XX wiek

«O>» «Fr « >

«E)»

nae



Logika matematyczna XIX/XX wiek

George Boole



Logika matematyczna XIX/XX wiek

George Boole

Augustus De Morgan



Logika matematyczna XIX/XX wiek

George Boole
Augustus De Morgan
Gottlob Frege



Logika matematyczna XIX/XX wiek

George Boole
Augustus De Morgan
Gottlob Frege

Ernst Schroder



Logika matematyczna XIX/XX wiek

George Boole
Augustus De Morgan
Gottlob Frege

Ernst Schroder
Charles S. Peirce



Logika matematyczna XIX/XX wiek

George Boole
Augustus De Morgan
Gottlob Frege

Ernst Schroder
Charles S. Peirce

Bertrand Russell
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Zaktadano milczaco, ze:

e wszelka wiedza matematyczna moze by¢ oparta na
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Zaktadano milczaco, ze:

e wszelka wiedza matematyczna moze by¢ oparta na

adekwatnym zbiorze aksjomatéw,

e mozna dobra¢ dla kazdej dziedziny matematyki adekwatny
zestaw aksjomatéw, w oparciu o ktéry mozna rozwigzac kazdy

dotyczacy jej problem (zupetny ukfad aksjomatéw).
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Mikotaj |. Lobaczewski
Janos Bolyai
Karl Friedrich Gauss



Istota matematyki czystej polega na wyprowadzaniu twierdzen z
postulowanych zatozen (aksjomatéw) a nie na rozstrzyganiu

prawdziwosci tych zatozen.



Istota matematyki czystej polega na wyprowadzaniu twierdzen z
postulowanych zatozen (aksjomatéw) a nie na rozstrzyganiu

prawdziwosci tych zatozen.

"Matematyka czysta jest dziedzing, w ktdrej nie wiadomo, o czym
sie méwi, nie wiadomo tez, czy to, co sie méwi, jest prawdziwe."
(Russell, 1949)
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Kurt Godel i Albert Einstein




Kurt Godel

Uber formal unentscheidbare Sitze der 'Principia Mathematica’ und
verwandter Systeme. |, Monatshefte fiir Mathematik und Physik 38
(1931), 173-198.
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PIERWSZE TWIERDZENIE GODLA

Jezeli arytmetyka Peana PA jest niesprzeczna, to istnieje zdanie pg
jezyka PA nierozstrzygalne w PA, tzn. takie, ze PA ¥ ¢ oraz

PA ¥ —pg.

Zatem arytmetyka Peana PA jest teorig niezupetna.

To samo zachodzi dla kazdego niesprzecznego rozszerzenia PA

opartego na rekurencyjnym (efektywnie danym) ukfadzie
aksjomatéw.



DRUGIE TWIERDZENIE GODLA

Jezeli arytmetyka Peana PA jest niesprzeczna, to zdanie ,PA jest
niesprzeczna’ nie jest twierdzeniem PA, tzn. arytmetyka PA nie
dowodzi swojej wtasnej niesprzecznosci. Podobnie dla kazdej teorii
rozszerzajacej arytmetyke PA.
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arytmetyzacja (godlizacja) sktadni

@ — "7 (= liczba naturalna, numer Gédla formuty ).

Paradoks ktamcy (paradoks Eubulidesa):

»ja zawsze ktamie”
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zdanie Gédla ¢g: ,ja nie jestem twierdzeniem”

p¢ prawdziwe, ale niedowodliwe w PA

zatem: ¢ nierozstrzygalne w PA
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zdanie ¢ ma tres¢ metamatematyczna (a nie wprost

matematyczng)

lata 70-te i 80-te XX wieku — przyktady zdan nierozstrzygalnych

o tresci wprost matematyczne;j

J. Paris
L. Harrington

L. Kirby
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Zdanie Goodsteina-Kirby'ego—Parisa

Reprezentacja liczby m przy zasadzie n:

przedstawi¢ liczbe m jako sume poteg liczby n, to samo zrobi¢

z wszystkimi wyktadnikami

itd.

m=266,n=2
266 = 28 423 4 21
266 = 22°"" 4 02+1 4 o1
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Liczba Gp(m):
jezelim =0, to G,(m) =0

jezeli m # 0, to G,(m) jest liczba otrzymana przez zastapienie
w reprezentacji liczby m przy zasadzie n liczby n przez n+1i
odjecie 1

Gy(266) = 337 433t 43l 1=
= 37 43340



Ciag Goodsteina dla liczby m:

«O>» «Fr « >

«E)»

nae



Ciag Goodsteina dla liczby m:

mog =m,m; = Gz(mo), my = G3(m1), .



Ciag Goodsteina dla liczby m:
mog =m,m; = Gg(mo), my = G3(m1), .

mo = m, my;1 = Gpya(mg)



Ciag Goodsteina dla liczby m:
mog =m,m; = Gg(mo), my = G3(m1), .
mo = m, my11 = Grya(mg)

mg = 266=2%"" 1221 ol



Ciag Goodsteina dla liczby m:
mog =m,m; = Gg(mo), my = G3(m1), .
mo = m, my11 = Grya(mg)

my = 266=2%"" 4221 42!
m = GQ(mo) = 333+1 + 33+1 +2



Ciag Goodsteina dla liczby m:
mog =m,m; = Gg(mo), my = G3(m1), .
mo = m, my11 = Grya(mg)

my = 266=2%"" 4221 42!
m = Gy(mp)=3""" +3%1 42~ 10%



Ciag Goodsteina dla liczby m:

mog =m,m; = Gg(mo), my = G3(m1), .

mo = m, my;1 = Gpya(mg)

mo

= 266 =22""" 4221 4 9!
= Gy(mg) =3 + 331 12~ 10%8
= Gy(mp) =4%" 44t



Ciag Goodsteina dla liczby m:

mog =m,m; = Gg(mo), my = G3(m1), .

mo = m, my;1 = Gpya(mg)

mo

= 266 =22""" 4221 4 9!
= Gy(mg) =3 + 331 12~ 10%8
= Gi(my) =4""" 4441 1 1~ 10000



Ciag Goodsteina dla liczby m:
mog =m,m; = Gg(mo), my = G3(m1), .

mo = m, my;1 = Gpya(mg)

my = 266=2% 2% !

m = Gy(mp)=3""" +3%1 42~ 10%
my = Gz(m)= 4% 4% 4 1~ 1000
ms = Gy(my)=5"" 45%t1
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Ciag Goodsteina dla liczby m:
mog =m,m; = Gg(mo), my = G3(m1), .

mo = m, my;1 = Gpya(mg)

my = 266=2% 2% !

m = Gy(mp)=3""" +3%1 42~ 10%
my = Gs(my)=4*" 4 a%1 41~ 10016
ms = Gy(mp) = 55°" | g5+1 1010000

itd.
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1 VYm3k(my = 0)

zdanie 1 jest prawdziwe, ale niedowodliwe w arytmetyce PA
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Y1 - VmEIk(mk = O)
zdanie 1 jest prawdziwe, ale niedowodliwe w arytmetyce PA
zatem: ¢ jest nierozstrzygalne w PA

dla m =4 mamy my = 0 dla k > 3. 2402653211 _ 3 ~, 1121000000



P1: VYm3k(my = 0)

zdanie 1 jest prawdziwe, ale niedowodliwe w arytmetyce PA
zatem: ¢ jest nierozstrzygalne w PA

dlam=4mamy m,=0dla k>3- 2402653211 __ 3 ~, 1()121000000

liczba atoméw we Wszechséwiecie ~ 1080,






Herakles walczy z Hydra

grecka waza z 525 p.n.e.

(kolekcja J. Paul Getty Museum, Malibu, California)



Walka Heraklesa z hydra lernejska

grafika Antonio Pollaiuolo z kofica XV wieku

(Galeria Uffizi we Florencji)
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W kazdym kroku Herakles odcina jedna gtowe.

Na miejscu odcietej gtowy wyrasta nowa wedtug nastepujacej

zasady:

jesli w kroku n-tym (czyli n-tym cieciem miecza) Herakles odciat
jakas glowe, to z wezta odlegtego o 1 segment od glowy uciete;
wyrasta n kopii tej czesci hydry, ktéra po odcieciu gtowy znajduje
sie powyzej wezta osiggnietego przez cofniecie sie o 1 segment

jesli ucieta gtowa ma tutéw jako jeden ze swoich weztéw, to nie

wyrasta zadna nowa gfowa

Herakles zwycieza, jesli odetnie wszystkie gtowy



Posag Heraklesa zabijajacego Hydre
rzymska kopia greckiego oryginatu z IV w.p.n.e.

(Palazzo Nuovo, Rzym)
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strategia = funkcja okreslajaca, ktéra gtowe nalezy odcigé na

danym etapie walki



strategia = funkcja okreslajaca, ktéra gtowe nalezy odcigé na

danym etapie walki

strategia zwycieska = strategia, ktéra gwarantuje zwyciestwo
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TWIERDZENIE Kazda strategia jest dla Heraklesa zwycieska.

zdanie v kazda strategia efektywna (rekurencyjna) jest dla

Heraklesa zwycieska
zdanie v jest prawdziwe
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w arytmetyce PA.



TWIERDZENIE Kazda strategia jest dla Heraklesa zwycieska.

zdanie v kazda strategia efektywna (rekurencyjna) jest dla
Heraklesa zwycieska

zdanie v jest prawdziwe

TWIERDZENIE Zdanie v jest prawdziwe, ale niedowodliwe
w arytmetyce PA.

Zatem: zdanie 1) jest nierozstrzygalne w PA
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e nie mozna catej matematyki zawrze¢ w niesprzecznym
systemie aksjomatycznym, w zadnym takim systemie nie
mozna zawrze¢ catosci prawdy nawet o liczbach naturalnych

e niewyczerpywalnos¢ zasobu prawd matematycznych, nawet

prawd arytmetycznych dotyczacych liczb naturalnych
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Whioski

konieczno$¢ stosowania metod nieskonczonych nawet przy
dowodzeniu twierdzen o obiektach skonczonych, jak liczby

naturalne
dowodliwos¢ # prawdziwosé

¢ dowodliwe — ¢ prawdziwe

ale nieprawda, ze: ¢ prawdziwe — ¢ dowodliwe

nie mozna a priori ogranicza¢ metod stosowanych
w matematyce, nie mozna ogranicza¢ twdrczej inwencji

matematykéw

nie ma (i nie bedzie) absolutnych dowodéw niesprzecznosci

w matematyce
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Twierdzenia Godla a sztuczna inteligencja

Czy umyst ludzki dziata tak, jak maszyna (komputer)?
Czy prace matematyka mozna zmechanizowa¢ i zautomatyzowaé?

NIE

Nie mozna twérczej pracy umystu matematyka zastapi¢ w petni

praca maszyny (komputera).
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Twierdzenia Godla a sztuczna inteligencja

Twierdzenia Gédla pokazuja pewne granice mozliwosci poznawczych
metody aksjomatycznej i granice mozliwosci maszyn (komputeréw).

Czy pokazuja tez granice mozliwosci poznawczych cztowieka?

Umiemy rozstrzygac (przynajmniej niektére) zdania nierozstrzygalne

w danym systemie aksjomatycznym.
Wydaje sie wiec, ze odpowiedz jest negatywna.

Ale czy jestesmy w stanie odpowiedzie¢ na kazde pytanie?



