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W wyktadze zastanawia¢ bedziemy si¢ nad dwoma kluczowymi pytania-
mi:

Czym jest efektywna procedura? Hardwarem czy softwarem? Urza-
dzeniem, ktére realizuje okreslone obliczenia (pierwsze komputery), czy cia-
giem instrukcji (programem) w naszym ulubionym jezyku programowania?

Czym jest problem rozwiazywalny przez efektywna procedure? Czy
istnieja problemy nierozwigzywalne?

Intuicyjnie czujemy, ze bedziemy wykonywaé obliczenia.

Zasdaniczo prowadzi¢ bedziemy obliczenia na (skonczonych ciagach liczb)
liczbach naturalnych.

Przypusémy, ze chcemy prowadzi¢ obliczenia na zbiorze wejs¢ i wyjsé¢ X
roznym od N. Mozemy to zrobi¢ przyporzadkowujac kazdemu elementowi z
X liczbe naturalng zwang jej kodem tak, aby rézne elementy X mialty rézne
kody.

Majac wejécia z X nalezy zastgpié je ich kodami i wykonaé obliczenia, ktére
zwracajg numeryczne wyjscie. Jesli to wyjscie jest kodem elementu z X, to
ten element traktujemy jako konicowy wynik obliczen.

Chcemy, by pierwszy i ostatni krok tej procedury byt realizowany w sposob
algorytmiczny. Wtedy méwimy, ze kodowanie jest efektywne.

U nas X bedzie: zbiorem wszystkich skonczonych ciagéw liczb naturalnych
lub stéw nad ustalonym (skoniczonym) alfabetem, zbiorem instrukcji lub pro-
graméw pewnego jezyka itp.

1 Kodowania i numeracje

Przypomnijmy dwie definicje zbioru przeliczalnego.

Definicja 1.1 Kodowaniem zbioru X nazywamy dowolng funkcje réznowar-
tosciowg f : X — N.

Zbior jest przeliczalny, jesli jest rownoliczny z pewnym podzbiorem N.

Definicja 1.2 Numeracjg (lub wyliczeniem) zbioru X nazywamy dowolng
funkcje g : N — X, ktora jest "na”.

Zbior jest przeliczalny, jesli jego elementy mozna ustawi¢ w ciag.

Przyklady



1. Funkcja m: N x N — N okreSlona wzorem w(n.m) = 2"(2m +1) — 1
jest bijektywnym kodowaniem par liczb naturalnych.
Funkcja odwrotna zadana jest przez funkcje 71, m : N — N zdefinio-
wane nastepujaco:
m(z) = n wtw, gdy 2 pojawia sie w rozkladzie x+1 na czynniki pierw-
sze 7z wyktadnikiem n;

m(x) = 3(Re — 1)

2. Wtedy funkcja f : N x N x N — N,fB(n,m,p) = n(n(n,m),p)
jest bijektywnym kodowaniem tréjek liczb naturalnych. Jak wyglada
funkcja odwrotna?

3. Rozwazmy funkcje 7 : Uyso N¥ — N taka, ze
7(ag, a1, - .., ap_q) = 2% 4 200tartl 4 gaotartap_ithl g

Jest to bijektywne kodowanie wszystkich skonczonych ciagéow liczb na-
turalnych.

Pokazemy pozniej, ze funkcje 7 i 3 sa (RAM-)obliczalne, a numeracja 7

jest efektywna. Beda to kluczowe rezultaty techniczne.

2 Maszyny RAM

2.1 Maszyny z nieograniczong pamiecia RAM (She-
perdson & Sturgis)

Budowa maszyny realizujacej programy w jezyku zblizonym do popularnych
imperatywnych jezykow programowania, ktory bedziemy rozwazaé, przypo-
mina budowe rzeczywistych komputeréw: maszyna sktada sie z licznika roz-
kazéw oraz pamieci, ktora jest tablica rozmiaru Ny. Komorki pamieci sa nu-
merowane kolejnymi liczbami naturalnymi i moga zawiera¢, tak jak licznik
rozkazéw, dowolna liczbe naturalna. W czasie obliczen prawie wszystkie ko-
morki pamieci zawieraja liczbe 0.
Oznaczenie z[x| oznacza zawartos¢ komorki o numerze x.

Lista instrukcji RAM



Kod Kod

instrukcji adreséw Oznaczenie Semantyka Uwagi
Licznik rozkazéw
0 n Z(n) z[n]:=0 zwigksz o 1
Licznik rozkazéw
1 n S(n) z[n]:=z[n]+1 zwigksz o 1
Licznik rozkazéw
2 m(m,n) T(m,n) z[n]:=z[m] swieksz o 1
Licznik rozkazéw
if 2[m]=2[n] zwieksz o 1,
3 B(m,n,q)  I(m,n,q) then goto q gdy z[m] # z[n],

w przeciwnym przypadku
umies¢ w nim q

Instrukcje typu 0, 1, 2 nazywamy arytmetycznymi , a typu 3 warunkowy-
mi.

Definicja 2.1 Programem (na RAM) nazywamy dowolny niepusty cigg
RAM-instrukcji.

Semantyka instrukcji typu 3 wymusza numerowanie instrukcji w programie.
Kultura matematyczna wymaga od nas sformalizowania pojeé

stanu, instrukcji, semantyki programu itp. Wrécimy do tego w roz-
dziale 4. Na razie wykorzystamy naszg intuicje.
Przykladowy program

1(1,2,5)

S(2)

S(3)

1(1,2,5)

I(1,1,1)

T(3,0)
Co liczy ten program?
Oczywiscie interesuja nas komoérki pamieci, ktore sa aktywne w czasie obli-
czen. Program zatrzymuje sie, gdy z[1]=z[2]. Jesli wiec na poczatku z[2]<z[1],
to wykonuje sie zwigkszanie z[2], az réwnos$¢ stanie sie prawdziwa. Zwieksza
sie z[3] o ilo$¢ dodawarn, czyli z[1]-z[2]. Jesli wiec z[i] oznacza poczatkowa
zawarto$¢ komorki, to po zakonczeniu obliczen w komorce o numerze 0 znaj-
duje sie liczba z[3|+z[1]-z[2]. Zauwazmy, Ze program nie zatrzyma sie, gdy na
poczatku z[2]>z[1]!

Z charakteru RAM wynika, ze bedziemy zajmowac¢ sie programami, ktore

na wejsciu biora ciagi (ustalonej dtugosci) liczb naturalnych i zwracaja jedna

Tl W N — O
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liczbe naturalng.

Umowa : Program zwraca zawartos¢ komoérki o numerze 0.

OczywiScie nie zawsze program musi si¢ zatrzymac na kazdych danych.

Naturalne jest wiec pytanie jakie funkcje sg obliczane przez RAM-programy.
Bedzie to pierwszy problem, ktorym sie zajmiemy. Okaze sie, ze funkcje aryt-
metyczne sa RAM-obliczalne.

Definicja 2.2 Niech k > 0. Program P oblicza funkcje czesciowq f : N¥ —
N, jesli po umieszczeniu ciggu danych x w komdrkach z[1], ... | z[k], wyze-
rowaniu pozostatych i uruchomieniu P, P zatrzyma sie zwracajgc wartosé f
na danych x, dokadnie gdy x € Dom f.

Kazdy program P oblicza pewng funkcje k-argumentows, dla k > 0, ktora
oznaczymy symbolem ¢$).
Symbolem Cj oznaczymy zbiér wszystkich funkcji RAM-obliczalnych i k-
argumentowych.

Przyklad 1 Na gruncie aksjomatyki Peano liczb naturalnych dodawanie
definiuje si¢ rekurencyjnie:

x+0=x
x+(y+1)=(x+y)+1
Nieformalnie: nalezy do x doda¢ 1 y-razy. Oto program RAM obliczajacy

z[1]4z[2], przy zalozeniu, ze z[3]=0.
0 1(2,3,5)
1
2

S(1)
S(3)
4 1(1,1,0)
5 T(1,0)

r—1 gdyz>1

0 ody z =0 Funkcja ta jest obli-

Przyktad 2 Niech z +-1 = {

czana przez nastepujacy program.
0 1(1,4,9)

S(3)

1(1,3,6)

5(2)

S(3)

1(1,1,2)

T(2,0)

O W N~



Uzasadnienie: W czasie obliczen (od instrukeji 2) réznica z[3]-z[2] stale réwna
jest 1, a obliczenia zatrzymuja sie, gdy z[3] osiagnie poczatkows wartosé z[1].
Pytanie: Zgodnie z definicjg, mozemy zastanawiac sie, jaka dwuargumentowsa
funkcje liczy ten program?

Odpowiedz: f(z,y) =y + (x =+ 1).

Zadanie 0 Jaka funkcje trojargumentows oblicza powyzszy program?
Zadanie 1 Pokaza¢, ze nastepujace funkcje sa RAM-obliczalne. Symbol oo
oznacza¢ bedzie, ze wartos¢ funkcji pozostaje nieokreslona.

1 f(z) = { 5 edyx Jest pgrzysta
oo gdy x jest nieparzysta

_J 1 gdyx>0
2 f<x)_{0 gdy =0

3. f(z)=5

1 gdyz#y
0 gdyz=1y

1 gdya>y

6. f(x)=1 3 gdy x d.meh sie przez 3
oo W przeciwnym przypadku

Umowa: GOTO(n)=I(x,x,n)

2.2 Inne maszyny typu RAM tej samej mocy oblicze-
niowej
1. Bazowa Shoenfielda wykonuje instrukcje
Increase r[i] czyli S(i)
GOTO n

Decrease r[i] , n ktérej wykonanie oznacza zmniejszenie rfi] o 1 1 przejscie
do instrukeji o numerze n, gdy r[i]>0



2. Uogoblniona RAM wykonuje instrukcje
z[c]:=z[a ]+Z[b]
z[c]:=z[a
z[b]

J+b
z[c]:=z[a]*
z|c]:=z[a]*b
if z[a]=z[b] then goto c
if z[a]<z[b] then goto ¢
Zadanie 2 Pokazaé, ze kazdy program w jednym z jezykéw mozna przettu-
maczy¢ na pozostate jezyki z zachowaniem semantyki.

3 Struktura zbioru funkcji RAM-obliczalnych

W DALSZYCH ROZWAZANIACH PROGRAMY SA W POSTA-
CI STANDARDOWEJ, CO OZNACZA, ZE W INSTRUKCJACH
WARUNKOWYCH I(n,m,q) DANEGO PROGRAMU P, q < k+1,
GDZIE k JEST NUMEREM OSTATNIEJ INSTRUKCJI P.

Zadanie Wykaz, ze dla dowolnego RAM-programu P istnieje RAM-
program P’ w postaci standardowej, ktéry oblicza te same funkcje co P.

Idea rozwigzania Kazda instrukcje warunkowa I(n,m,q) programu P
taka, ze q>k+1, zastap instrukcja I(n,m,k+1).

Niech P i S beda programami w postaci standardowej. Latwo jest popraw-
nie wprowadzi¢ sktadanie programow PS, ktére ma odpowiadaé przejsciu
od ostatniej instrukcji P do pierwszej instrukcji S. Nalezy kazda instrukcje
I(n,m,q) programu S zastapi¢ instrukcja I(n,m,q+k+1), gdzie k dalej jest
numerem ostatniej instrukcji P.

OZNACZENIE Dla programu P symbolem p(P) oznaczamy najmniej-
sz liczbe naturalng m taka, ze P nie uzywa w czasie obliczen komorki o
numerze m, ani o numerach wiekszych od m.

Aby uprosci¢ pisanie RAM-programéw wprowadzimy procedury. Niech
P = 4p,...,1, bedzie programem w postaci standardowej, a ly,...,l, ¢



{1,...,n}. Wtedy P[ly,...,l, — ] oznacza program
T(ly,1)... T(l,,n)Z(n+1)...Z(p(P))PT(0,1).

Zauwazmy, ze procedura zaczyna si¢ od przygotowania pola dziaania dla
programu P, czyli rejestrow 0,1, ... , p(P). Procedura jest wiec wykonywana
"w miejscu”, a nie "na boku”, co utatwi nam analizowanie programéw pro-
ceduralnych, ale jest sprzeczne z ogodlnie przyjeta praktyka programistyczna.

Obecnie zajmiemy sie wlasno$ciami zbioru C wszyskich funkcji RAM-
obliczalnych. Omoéwimy rézne konstruktory funkcji obliczalnych takie, jak
rekursja czy minimalizacja.

3.1 Podstawianie

Twierdzenie 3.1 (O podstawianiu) Niech f € Cy a g1,...,9x € Cn. Wite-
dy funkcja h(z) = f(g1(x), ..., gr(z)) € C,.

Dowdd Niech f € Cy, bedzie obliczana przez program F, a ¢q,..., g, € C,
beda obliczane przez programy Gy, ..., Gy odpowiednio. Wtedy funkcja h(x)
jest obliczana przez podany program H.

Niech m = maz{n, k, p(F), p(G1),...,p(Gk)}.

T(1,m+1)

T(n,m+n)
Gilm+1,...,m+n—m-+n+1]

Gilm+1,....m+n—m+n+k|
Fim+n+1,....m+n+k— 0

Podstawianie pozwala utozsamia¢ i wprowadza¢ nieistotne argumenty.
Niech f(z,y) bedzie RAM obliczalna. Wtedy f=cje f(x,x), f(y,x), g(x,y,z) ~
f(z, z) sa obliczalne.



3.2 Rekursja

Rekursja to sposéb zadania kolejnej wartosci funkeji poprzez wartosci weze-
$niej obliczone.

Twierdzenie 3.2 (O operatorze rekursji) Niech f(z) € C, i g(z,y,2) €
Cpio. Wtedy funkcja h(z,y) : N*™' — N okreslona ukladem

h(z,0) ~ f(z)
(Rek) h(i, Y+ 1) ~ g(g, Y, h(&; y))

jest obliczalna (h € Cp11).

Dowéd Niech f(z) € C,, 1 g(z,y, 2) € Cpy2 beda obliczane przez progra-
my F i G odpowiednio. Wtedy funkcja h(z,y) : N**' — N jest obliczana
przez podany program H.

Niech m = max(n + 2, p(F), p(G)).
Uzywacé bedziemy rejestrow 1,2, ...,m+n+1,m+n+2, m+n+3 i oznaczenia
t=m-+n.

T(1,m+1)
T(2,m +2)

Tn+1,m+n+1)

F[1,2,...,n —t+ 3] oblicz f(x) i zapisz w rejestrze t+3
qlt+2,t+1,p) jesli z[t+2] réwne jest y, to zakoncz
Gm+1,...,m+n,t+2,t+3—t+3] jesli nie postuz sie¢ G
S(t+2) zwigkszz[t + 2]
GOTO ¢
p T(t+3,0)

Zadania

1. Przypomnijmy definicje ciagu Fibonacciego: f(0) = f(1) =1

fn+2)=f(n)+ f(n+1).
Udowodn}j, ze funkcja f jest RAM-obliczalna.
WSKAZOWKA: Rozwaz funkcje g(n) = 2/("3f(n+1),
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2.

3.3

Uogoélnij poprzednie zadanie. Niech & > 0. Niech f;(z) € C,, gdzie
i€{0,1,...,k—1}ig(z,y,z) € Cpy11r beda obliczlane. Wtedy funkcja
h(z,y) : N*™' — N okreslona uktadem

h(z,0) ~ fo(x)
h(z,1) ~ fi(z)
(Rek)
hz, k—1) = fri(z)
hz,y+ k) ~ g(z,y,h(z,y),... . hz,y+k—1))

jest RAM-obliczalna.

Wazne przyklady funkcji RAM-obliczalnych

Dodawanie = + y;

Mnozenie x - y mozna zdefiniowaé przez rekursje wykorzystujac doda-
wanie: z-0=0; z - (y+ 1) = 2 - y + . Uwaga: do schematu rekursji
dobieramy za f funkcje stala zero, za g(x,y, z) = z + .

Potegowanie podobnie definiuje sie przez rekursje wykorzystujac mno-
zenie: ¥ = 1; 2¥t = ¥ - 2.

r—1 gdyxz>1
0 gdy x =0

Lo _Jrx—y gdyz>y
$.y—{0 gdy z <y

Odejmowanie x + 1 = { i ogblnie

rowniez tatwo zdefiniowaé¢ przez rekursje:

(a) 0+1=0 (z+1)+1=u;
(b) z+0=z z+(y+1)=(r+y)+1



Pozostate przyktady sa zebrane w ponizszej tabeli.

Funkcja Schemat
[0 gdyz=0 sg(0) =0
sg(:v)_{ 1 gdyz>0 sglz+1)=1
— v [ 1 gdyxz=0 —_ 1 .
59(2) =19 o ady z > 0 5g(z) =1+ sg(z)
lz — le—yl=(+y+Wy+=)
x! éwiczenie
min(@, ) min(z,y) === (@ 3)
maz(z,y) maz(z,y) =z + (y + )
_ rm(z,0) =0
rm(z,0) =0 rm(ay + 1) =

0 rm(z,y) + 1=

rm(z,y) +1 rm(z,y)+1#w (rm(z,y) + 1)sg(|z — (rm(z,y) + 1)])

rm(z,y+1) = {
g(z,y,2) = (z+ sg(lz — z+ 1))

qt(z,0) =0

o= { TEVEL e EI=s o) =2+ ) + 1)
VD= atley)  rmley) +1 £

divie,n) = { o oY, div(a,y) = 5g(rm(z, )

3.4 Inne konstrukcje

Niech f(z,y) bedzie dowolng funkcja (dwuargumentowa, RAM-obliczalna).

e Suma uogdlniona Schemat rekursji

h(z,0) =0
h(z,y +1) ~ f(z,y) + h(z,y) g(z,y,2) ~ f(z,y) +2

definiuje funkcje h(x,y) ~ 3., f(z,y).
e Tloczyn uogdélniony Schemat rekursji

t(z,0) =1
tx,y+1) ~ f(z,y) - t(x,y) g(x,y,2) >~ f(r,y) -2

definiuje funkcje h(x,y) ~ [1., f(z,y).

e Ograniczona minimalizacja

Zatézmy, ze f(x,y) jest totalna. Wzor

pz < y(fl,2)=0) =3 Tl sg(f(z,u))

v<y uLv
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definiuje operator minimalizacji ograniczonej, zwany tez operatorem
wyszukiwania dla y najmniejszej liczby z < y, dla ktérej f(x,z) = 0,
gdy taka liczba nie istnieje zwracana jest liczba y.

Z twierdzenia o podstawianiu i rekursji wynika, ze jesli f jest RAM-obliczalna
zdefiniowane funkcje réwniez sg RAM-obliczalne. Oczywiscie zatozenie, ze f
jest 2-argumentowa jest nieistotne.

3.5 Minimalizacja

Dla f(z,y) : N**1 — N potézmy: g(z) ~ uy (f(z,y) = 0) ~ najmniejsze
y takie, ze f(x, z) jest okreslona dla wszystkich z < y i f(z,y) = 0; gdy talie
y nie istnieje wartos¢ funkcji pozostaje nieokreslona.

Twierdzenie 3.3 (O operatorze minimalizacji) Jesli f € C,41, tog € C,,.

Dowéd Zalézmy, ze [ jest obliczana przez program F. Wtedy podany
program G oblicza funkcje g. Niech m = maz(n + 1, p(F)).

T(1,m+1)

T(n,m+n)
pFm+1,...m+nm+n+1—1]
I(I,m+n+2q)

S(m+n+1)

I(1,1, p)

qT(m+n+1,0)

Uwaga Niech k& > 0, predykat M(z) C N* jest rozstrzygalny, jesli jego
funkcja charakterystyczna ¢y, jest obliczalna.

Zadanie Wykorzystujac, jesli to konieczne, operator minimalizacji wykaz,
ze:

1. zbidr liczb pierwszych jest rekurencyjny;

2. funkcja p : N — N opisujaca rosngcy ciag wszystkich liczb pierwszych
jest RAM-obliczalna (czesto bedziemy pisaé¢ p, zamiast p(z));
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3. funkcja (z), zwracajaca dla x # 0 wyktadnik z jakim p, pojawia sie w
rozktadzie na czynniki pierwsze x i 0 dla x = 0 jest RAM-obliczalna;

4. jesli predykat M(z) € NF¥ jest rozstrzygalny i f,g € Ci, to funkcja

o) fl@) M(z) os obliczalna.
h(z)_{g(:v) M(z) jest RAM-obliczal

4 Funkcje czeSciowo rekurencyjne

W rozdziale tym zajmiemy sie zbiorem funkcji czesciowo rekurencyjnych zde-
finiowanych przez Kleene w 1952. roku. Jest to czysto matematyczna for-
malizacja pojecia funkcji obliczalne;j.

Lemat 4.1 Funkcje zerowa i nastepnika: 0,s : N — N, 0(x) = 0,s(x) =
x + 1 oraz funkcje rzutowania pl' : N* — N, p*(zg,...,Tp_1) = x;, dla
dowolnych n > 0,1 < n, s¢g RAM-obliczalne.

Definicja 4.2 Zbior R funkcji czesciowo rekurencyjnych definiujemy jako
najmmniejszy zbior funkcji, ktory zawiera funkcje bazowe: zerowq, nastepnika i
rzuty oraz jest domkniety na operatory podstawiania, rekursji © minimalizacyi.

Definicja 4.3 Podobnie PR oznacza zbior funkcji prymitywnie rekurencyj-
nych, ktore powstajq z funkcji bazowych przy uZyciu operatorow podstawiania
1 rekursyi.

Odnotujmy, ze z lematu 4.1 i twierdzen poprzedniego rozdziatu wynika
bezposredni wniosek.

Whniosek 4.4 Kazda funkcja czesciowo rekurencyjna jest RAM-obliczalna.

Nasuwa si¢ pytanie, czy jest tez odwrotnie.

Twierdzenie 4.5 KaZda funkcja RAM-obliczalna jest czesciowo rekurencyyj-
na.

Zanim zajmiemy sie dowodem powyzszego twierdzenia musimy wprowa-
dzi¢ matematyczne definicje zbioru S stanéw maszyny RAM i zbioru I jej
instrukc;ji:

S={f: NU{L} — N : 3,V f(n) =0}
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1=1{0,1,2,3} x N

Wtedy mozemy formalnie okresli¢ semantyke kazdej instrukcji. Funkcje 6 :
I x § — § zmiany stanu definiujemy nastepujaco: dla stanu f € S oraz
instrukeji ¢ =< k,a >€ [ kladziemy (g = (i, f) )

q gdy k=3 A f(m) = f(n)
g(L) = gdzie a = 3(m,n, q)

f(L)+1 w pozostatych przypadkach
0 c=a

k=0 9= f(e) c#a

I o

k=2 Aa = 7w(m,n) g(c) = ;EZ;) 2; Z

k=3 Veen g(c) = f(c)

Teraz mozemy podaé¢ formalng definicje funkcji ¢$§n) m-argumentowej ob-
liczanej przez program P = ig,i;...75. Clag z € N™ nalezy do dziedziny
definiowanej funkcji wtw, gdy istnieje ciag stanoéw fo, fi1, ..., f; taki, ze

1. fo jest konfiguracja poczatkowsg P z x na wejsciu;
2. Vi—o..i-1 fe(L) < s;

3. Vi=0.4=1 for1 = 0(frs i)
4. ft(L) >s+1

Wtedy 65" (z) = £:(0).
Rozwazmy funkcje cd : S — N kodujaca wszystkie konfiguracje RAM:

cd(f) =27 IT it
neN

Przypomnijmy, ze p, oznacza n-ta liczbe pierwsza.

Poszukujemy funkcji (prymitywnie) rekurencyjnej 6 : [ x N, — N
takiej, ze cd o § = 0 o (id; x cd), co matematycznie oznacza, ze funkcja §
opisujaca semantyke instrukeji jest (prymitywnie) rekurencyjna.

Podsumujmy wczesniejsze rezultaty.
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1. Funkcje kodujace pary liczb naturalnych w(n.m) = 2"(2m + 1) — 1
i trojki B(n,m,p) = w(mw(n,m),p) sa prymitywnie rekurencyjne oraz
bijektywne.

2. Istnieja prymitywnie rekurencyjne funkcje my, mo, 51, 32,03 : N — N
takie, ze < my,my > i < 1, 2, f3 > sa odwrotnymi do 7 i 3: m(x) =
(x + Do, m(z) = (2,20, 2 + 1)), fi(z) = m(m(x)), Fo(z) =
ma(m1(x)), Bs(x) = ma().

Teraz
2 qtpli, ) k=0
2 . pa+1 ) k: =

S(< kya>s) =4 2 GH((Pra(a) 1) D201, ) - (Pry(ay 1) @t k=2
9. g k=3 A ()8
963(a) . qt<2(3)0’ s) k=3A (S)ﬁl(a)
0 k>4

Funkcja ta jest prymitywnie rekurencyjna z okreslenia.

Dowéd twierdzenia Niech P =< kg, i >< ki,11 > ... < kg, 15 > bedzie
programem w postaci standardowej obliczajacym funkcje h(z) arnosci n > 0.
Niech o(z, k) bedzie kodem konfiguracji uzyskanej po k krokach obliczen P
na z. Przyjmowac bedziemy, ze konfiguracja nastepna po koncowej jest ona
sama oraz cod,(x) jest konfiguracja poczatkowa (czyli ciag x umieszczony
jest w rejestrach o numerach 1,...,n). Wtedy

o(z,0) = cd(cod,(z))

o< kiyar >0z, k) = (o(z, k) <s+1
kD)= { o(z. k) L= (o, k) > 5 +1

Inaczej funkcja o definiowana jest przez rekursje:
f(z) = cd(cody(z))

9(2,Y,2) = Cz)ocst1 - 0(i(2)g, 2) F Clz)ozst1 * 2
Wtedy funkcje c(z, k) = (o(z,k)); j(z, k) = (o(z, k))o sa prymitywnie
rekurencyjne i opisuja zawartosé rejestru 0 (c!) i licznik rozkazéw (j) po k
krokach obliczen P. Wtedy

h(z) ~c(z,pk (j(z, k) > s+1)).

co oznacza, ze h jest czeSciowo rekurencyjna.
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4.1 Funkcja Ackermanna

Zauwazmy, ze uzycie podstawiania i rekursji do funkcji totalnych daje funkcje
totalna, co nie jest prawda dla minimalizacji (rozwaz funkcje g(z) = py((z +
y+1) = 0)). Ta prosta obserwacja spowodowata pojawienie sie¢ wielu waznych
pytan. Podstawowe to: Czy kazda funkcja totalna i czedciowo rekurencyjna
jest prymitywnie rekurencyjna?. Zauwazmy, ze jest to pytanie, czy ma sens
uzywanie operatora minimalizacji do funkcji totalnych, gdy wynikiem jest
funkcja totalna.

Okazuje sie, ze istnieja funkcje totalne, ktore sa czedciowo rekurencyj-
ne, ale nie prymitywnie rekurencyjne. Rezultat ten zawdzieczamy Acker-
mannowi, ktéry skonstruowal taka funkcje, zresztg bardzo skomplikowang.
W literaturze pod hastem funkcja Ackermanna wystepuje prostsza funkcja
wprowadzona przez Hermesa:

A0y) =y +1
Az +1,0) = A(z, 1)
Al +1,y+1) = Az, Az + 1,y))

Warto zapamietaé ten przyktad i przetestowa¢ na nim, czym rézni sie defini-
cja funkcji przez rekursje od definicji rekurencyjnej. Jest to kolejna ilustracja
obserwacji, ze pewne definicje rekurencyjne w jezykach programowania wy-
sokiego poziomu mozna zasapi¢ iteracjg, a funkcja Ackermanna nie poddaje
sie temu procesowi.

4.2 Teza Churcha

Teza Churcha méwi, ze nieformalnie i intuicyjnie okreslona klasa funkcji ob-
liczalnych pokrywa sie z klasa funkcji RAM-obliczalnych. Teza ta nie jest
matematycznym twierdzeniem, ale istnieja wazkie argumenty na jej rzecz.
Jednym z istotniejszych jest powyzsze twierdzenie, ktore razem z wnioskiem
4.4 stwierdza, ze klasa gunkcji RAM-obliczalnych pokrywa sie z klasg
funkcji czeSciowo rekurencyjnych.

W wyktadzie rozwazaé¢ bedziemy jeszcze formalizacje Turinga, dla ktorej
mozna udowodni¢ podobne twierdzenie.
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5 Maszyny Turinga

Majac pewng wiedze techniczng na temat budowy komputera trudno przyjac
model rozwazany wczesniej. Nalezy tez uswiadomo¢ sobie, ze prosty pomyst
tatwiej zrealizowaé¢ technicznie. Te zalete ma definicja Turinga zapropono-
wana w 1936 roku. Po pierwsze, w tamtych czasach znane byly urzadzenia
mechanicznie realizujace zmudne algorytmy takie jak maszyny szyfrujace czy
réznicowe. Po drugie, byty one (w najlepszym wypadku) urzadzeniami elek-
trycznymi a nie elektronicznymi. Model Turinga (jedna maszyna) rozwiazuje
jeden problem wykonujac bardzo proste operacje. Maszyna ta ma nieskon-
czona tasme (pamieci) podzielong na komérki, w ktérych moze znajdowaé
sie co najwyzej jeden symbol ze skonczonego zbioru. Ma tez gtowice, ktora
obserwuje doktadnie jedng komorke i skonczony zbior standéw. Na postawie
tych dwoch informacji (stan, litera) podejmuje decyzje jaka litere umiesci¢ w
komorce, jaki ruch wykonac i w jaki stan wejsc.

Definicja 5.1 Jednotasmowqg maszyng Turinga nazywamy trojke < S, Q, P >,
gdzie Q) jest skonczonym alfabetem symboli tasmowych, S skonczonym zbio-
rem stanow roztgcznym z Q, a P skonczonym zbiorem instrukcji postaci:

stany litera  — literas ruch stans.

Matematycznie
PCSx(QU{B}) x(QU{B}) x{L,R,_} xS

gdzie B jest nowym symbolem zwanym blank oznaczajgcym, ze komorka jest
pusta, a litery L, R, _ odpowiadajg ruchom w lewo, w prawo i w miejscu.

Wejsciem dla maszyny bedzie dowolne stowo nad alfabetem (), analizowane
od pierwszej litery i poczatkowego stanu ¢o. Kolejny etap tej analizy nazywaé
bedziemy konfiguracja.

Definicja 5.2 Niech M =< S,Q, P > bedzie ustalong maszyng Turinga.

1. Konfiguracjg M nazywamy kazde stowo postaci uqw, gdzie u,w sg sto-
wami nad alfabetem QU{ B}, a q jest stanem: u,w € (QU{B})*,q € S.
Uwaga Bedziemy ignorowac symbole puste na poczgtku u i koncu w.
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2. Dla instrukcji qa — bRq' i konfiguracji vqaw wykonanie jej zapisujemy
vgaw Far vhg'w.
Uwaga Dokoncz definicje: dla instrukcji ga — bLq' i konfiguracji
vqaw...

3. Powyzsze wzory definiujg relacje jednokrokowej zmiany konfiguracy.
Matematycznie zbior K konfiguracji M réwny jest (Q U {B})* x S x
(QU{B})* ity C K x K. Wtedy relacje F5,C K x K bedgcg zwrotnio-
przechodnim domknieciem -y nazywamy relacjg zmiany konfiguracyi
maszyny M.

4. Niech KF bedzie zbiorem konfiguracji koricowych t.j. takich w ktorych
M nie moze wykonaé zZadnej instrukcyi:

KF={z€ K; ~Jyexz by w}

a qo € S wyrdznionym stanem. Jezyk LY} stéw akceptowanych przez
M przy stanie poczgtkowym qo definiujemy jako zbior tych stow s nad
alfabetem Q, ktore po umieszczeniu na tasmie stowa, ustawieniu glowi-
cy przy przy jego pierwszej literze w stanie qo, powodujq zatrzymanie
maszyny:

L3 ={s € Q" ; Juexr qos Fiy v}

5. Do zdefiniowania zbioru konfiguracji konicowych mozna wykorzystacé zbior
F C S zwany zbiorem stanow koncowych. Wtedy

KFF = {Z e K ; Elw,vE(QU{B})*EIqEF'Z = Uqw}

Jezyk L‘]IS[’F stow akceptowanych przez M przy stanie poczgtkowym qq
1 zbiorze standw koncowych I definiujemy jako zbior tych stow s nad
alfabetem @), ktore po umieszczeniu na tasmie stowa, ustawieniu glowicy
przy jego pierwszej literze w stanie qo, powodujq przejscie maszyny w
stan ze zbioru K Fr:

L?\%’F ={s € Q" ; Juerr, Qs w}
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5.1 Jednotasmowa maszyna Turinga dla palindromoéw

Niech X = {ay,...,a,} bedzie dowolnym skoniczonym i niepustym alfabetem.
Rozwazmy MT o instrukcjach

qoa; — a;Rqo szukaj prawego konca stowa

qB — BLq znalaztes, to czego szukaltes

qra; — BLs; zapamietaj, co byto na koncu (a;)

sia — alLs; a € X wr6é na poczatek (lewy koniec stowa)
s$;B — BRt; znalazles, to czego szukates

t,a;, — BRqo usun pierwsza litere, jesli rowna jest a;

Maszyna ta zawsze sie zatrzyma! W stanie ¢; lub t;, gdy stowo na wejsciu
jest palindromem; W stanie ¢;, gdy tak nie jest. W pierwszym przypadku na
tasmie pozostana same symbole puste B.

Zaleznie od wariantu definicji jezyka akceptowanego przez M'T dobieramy
instrukcje:

1. ¢«B— BLf,t;B— BLf
2. tiaj — CL]'RZZ‘ zZia — &Ltz a€eX gdy 1 #]

W pierwszym przypadku analizowanie palindromu zakonczy sie w sta-
nie koncowym f, w drugim wejscie, ktére nie jest palindromem spowoduje
zapetlenie maszyny.

Poniewaz do zdefiniowania jezyka akceptowanego przez maszyne Turinga
potrzebny jest stan poczatkowy qq i zbior konfiguracji koncowych zwykle do
jej definicji dodaje sie ten stan i zbior stanéw koncowych zaleznie od wariantu
definicji. Powyzszy przyktad ilustruje dowdd nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 5.3

1. Dla dowolnej maszyny Turinga M =< S,Q, P,qy > istnieje maszyna
Turinga M' =< S',Q, P, ¢, F > taka, se L% = L% -

2. Dla dowolnej maszyny Turinga M' =< S',Q, P, q,, F > istnieje ma-
szyna Turinga M =< S, Q, P,qy > taka, Ze L%%’/F =LY;
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5.2 Maszyna Turinga obliczajgca nastepnik stowa w
porzadku leksykograficznym

Zatézmy, ze alfabet X = {aq,...,a,} jest zbiorem uporzadkowanym liniowo:
a; < Qjy1.

Stowo s poprzedza t w porzadku leksykograficznym, jesli jest krotsze albo
s it sg tej samej dlugosci i s poprzedza t w porzadku alfabetycznym.

Porzadek leksykograficzny jest liniowy i poprawnie okreslone jest pojecie
nastepnika stowa:nast(sa;al) = sa;1a¥ nast(at) = af™.

Rozwazmy MT o instrukcjach

qoa; — a;Rqy  szukaj prawego konca stowa

qoB — BLq, znalaztes, to czego szukates

qia, — a1Lg;  zastap ostatnig na koncu pierwsza

qra; — a;41Lqy i < n,teraz wystarczy wrécié na poczatek (lewy)
qoa; — a; Lgo

¢B — BRq to koniec

@B — ayLqg;  wszystkie litery byly réwne a,

Maszyna zawsze zatrzymuje si¢ w stanie ¢, a na tasmie na prawo od
gtowicy znajduje si¢ stowo bedace nastepnikiem wejscia.

Przyktad ten sugeruje, ze maszyny Turinga moga postuzy¢ jako urzadze-
nia obliczajace funkcje, tak jak programy na maszyne RAM. Zauwazmy, ze
rozwazane maszyny sa deterministyczne.

Definicja 5.4 1. Maszyna Turinga M =< S,Q, P, qo, F' > jest determi-
nistyczna, jesli dla kazdej pary (stan, litera) (konfiguracji zawierajgcej
takie podstowo) istnieje co najwyzej jedna instrukcja, ktérg mozna do
niej zastosowac.

2. Dla liczby naturalnej n symbolem b(n) oznaczaé bedziemy zapis binarny
tej liczby bez zbednych zer.

3. Detrministyczna maszyna Turinga M =< S,{0,1}, P, qo, F > oblicza
funkcje czesciowq f : N™ — N, jesli dla dowolnych x1,...,x,,y € N
zachodzi rownowaznosé:

f(x1,...,2n) =y <= Fgerqob(z1)B ... Bb(z,) Fy qb(y)
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5.3 Maszyna Turinga obliczajgca reszte z dzielenia przez
3 liczby naturalnej n, operujac zapisami liczb w
systemie dwoéjkowym bez zbednych zer

q00 — BRqy wczytana liczba daje reszte 0

gol — BRq; wczytana liczba daje reszte 1

¢10 — BRqg, mnoéz przez 2 liczbe dajaca reszte 1

¢11 — BRqy mnoéz przez 2 i dodaj 1 do liczby dajacej reszte 1
@20 — BRq; mnoéz przez 2 liczbe dajaca reszte 2

¢21 — BRg, mnoéz przez 2 i dodaj 1 do liczby dajacej reszte 2

Zadanie Zdefiniuj pozostate instrukcje MT tak, aby w konfiguracji ¢; B
wypisywata kod liczby i.

Uwaga W definicji funkcji obliczanej przez maszyne Turinga nie musimy
zaktadac, ze na lewo od gltowicy czytajacej tasma jest pusta.

W ostatnim rozdziale zajmiemy sie elementami teorii ztozonosci oblicze-
niowej. Istnieja rézne miary ztozonosci algorytmu. Najwazniejsze to czas i
pamiec. Ztozonos¢ czasows mierzy sie iloscia krokéw obliczen. W przypadku
modeli maszynowych (RAM czy Turinga) jest to zwiazane z wywolywaniem
instrukcji. Ztozonos¢ pamieciowa mierzy si¢ iloscig komoérek pamieci wyko-
rzystywanych w czasie obliczenia. Wtedy mozemy przyjac, ze interesuja nas
tylko dodatkowe koszty nie zwigzane z umieszczeniem danych i wynikow w
pamieci. Gtéwne rozwaznia dotyczy¢ beda czasu. W rozdziale tym rozwazaé
bedziemy tylko maszyny Turinga. Wybér modelu jest uzasadniony:

1. tradycja;

2. konstrukcja rzeczywistych komputeréw: sa one raczej maszynami Tu-
ringa a nie RAM;

3. istota problemu: mozna wykazaé¢, ze model RAM z ustalonym skon-
czonym rozmiarem pamieci jest wystarczajacy w teoretycznych rozwa-
zaniach;

Zacznijmy od przyktadu. Rozwazmy jezyk A = {0F1%;k > 0}. Jak duzo po-
trzebuje czasu MT, aby rozstrzygnaé, czy w € A? Trzeba rozwazy¢ konkretna
maszyne My;

M; na tancuchu wejsciowym w:
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1. sprawdza, czy w stowie w pojawia si¢ 0 na prawo od 1; jesli tak jest
odrzuca to stowo;

2. W przeciwnym przypadku powtarza nastepujace czynnosci;
3. poszukuje od lewej do prawej pary 0 i 1 usuwajac je;

4. jedli zostaly 0 po usunieciu wszystkich 1 lub 1 po usunieciu wszystkich
0, to odrzuca stowo, w przeciwnym przypadku je akceptuje.

Bedziemy wyznaczaé czas dziatania algorytmu jako funkcje rozmiaru wejécia.
W przypadku MT jest to dtugos¢ stowa. Wtedy bedziemy liczy¢ przypadek
najgorszy, czyli wymagajacy najwiecej obliczen.

Definicja 5.5 Niech M bedzie deterministyczng MT zatrzymujaca sie na
wszystkich wejsciach. Czasem dziatania lub zlozZonosScig czasowqg M jest
funkcja f : N w— N, gdzie f(n) jest maksymalng iloscig krokéw obliczen M
wykonywanych przez nig na kazdym wejsciu dtugosci n. Mowimy tez, ze M
dziala w czasie f(n).

Widag, ze raczej bedziemu badaé¢ asymptotyczne zachowanie maszyn Turin-
ga.

5.4 Notacja O

Definicja 5.6 Niech f,g: N — R, Mdéwimy, Ze f jest rzed O(g(n)) (zapis
f(n) = O(g(n)) jesli istniejg liczby ¢ € Ry,ng € N takie, zZe dla kazdego
n = ng mamy: f(n) < cg(n). Mowi sie tez, zZe g(n) jest asymptotycznym
ograniczeniem gornym f(n).

Jasne jest, ze f(n) = O(5f(n)) wiec w notacji tej pomija sie wspotezynniki.
Zadanie Niech f(n) = 5n® + 2n? + 22n + 4. Wykaz, ze f(n) = O(n?).
Wiemy z analizy, ze

o2n% +22n + 4
s

0

lim,

co pociaga, ze n® > 2n* 4+ 22n + 4 dla n > ny (wyznacz takie ng). Wtedy
5n3 + 2n? + 22n + 4 < 6n2 dla n > ny.
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Uwaga W tej notacji rozwazajac logarytmy o podstawie wiekszej od
jeden podstawa jest niewazna, gdyz log,n = i‘;gl;’;

Teraz oszacujmy czsowg ztozonosé obliczeniowa podanej na wstepie ma-
szyny M;i: dla danego na wejsciu stowa dtugosci n realizacja 1-go etapu wy-
maga 2n instrukcji (czytanie od lewej do prawej i powr6t na poczatek stowa);
2-go i 3-go polega na dwukrotnym czytaniu (2n) powtarzanym % razy co daje
O(n?) krokéw; na koniec 4-ty zrealizuje si¢ w O(n) krokach: w sumie O(n?).

Rozwazaé tez bedziemy niedeterministyczne MT.

Definicja 5.7 Niech M bedzie MT zatrzymujaca sie na wszystkich wej-
Sciach. Czasem dzialania lub ztozZonoscig czasowg M jest funkcja f : N +—
N, gdzie f(n) jest maksymalng iloScig krokéw obliczen M wykonywanych
przez nig na kazdym wejsciu diugosci n w czasie kazdego przebiegu obliczen.
Moéwimy tez, ze M dziala w czasie f(n).

Funkcja f(n) zapewnia, ze kazde obliczenia M na dowolnym wejsciu dtugosci
n zakoncza sie w tym czasie.

Definicja 5.8 Niech t : N — N bedzie totalna. Funkcja ta definiuje dwie
klasy czasowej ztozZonosci obliczeniowe;:

TIME(t(n)) tych jezykow L, ktore sq rozstrzygane prez determistyczng ma-
szyne Turinga o czasowej ztozonosci O(t(n))

NTIME(t(n)) tych jezykéw L, ktore sq rozstrzygane prez maszyne Turinga
o czasowej ztoZonosci O(t(n))

Skupimy sie na wyjasnieniu uzytych wyzej poje¢ i omoéwieniu wagi tego
problemu. Najpierw wazne twierdzenie.

Twierdzenie 5.9 Dla niedeterministyczne; maszyny Turinga M o czaso-
wej zlozonosci obliczeniowej f(n) takiej, ze n < f(n) dla wszystkich n € N,
1stnieje deterministyczna trojtasmowa maszyna Turinga My rozpoznajgca ten
sam jezyk, ktorej czasowa ztozonosé obliczeniowa jest rzedu O(cf™), dla pew-
nej liczby ¢ > 1.

Idea konstrukcji maszyny M;. Dla ustalenia uwagi zal6zmy, ze M w kaz-

dej konfiguracji moze wykonaé¢ co najwyzej dwie instrukcje. Poniewaz jest
niedeterministyczna w pewnej konfiguracji ma faktycznie wybor pomiedzy
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dwiema instrukcjami. Dokonajmy ponumerowania liczbami 0 lub 1 tych in-
strukcji dla takich konfiguracji. Kazdy ciag obliczen M na wejsciu dhugosci
n mozna wtedy opisaé¢ ciggiem zer i jedynek dlugosci co najwyzej f(n), od-
powiadajacym wyborowi kolejnej instrukcji. Ciagow takich jest 27+t — 1,
Maszyne deterministyczng M; konstruuje si¢ tak, aby dla wejscia dhugosci n
umieszczanego na pierwszej tasmie wyznaczata na drugiej tasmie kolejny ciag
w porzadku leksykograficznym, a nastepnie realizowata obliczenia M opisa-
ne przez wygenerowany ciag na tasmie trzeciej. Kazde z O(2/(™) obliczen
wymaga

1. kopiowania wejscia z tasmy 1. na 3. (poniewaz n < f(n) wymaga to
O(f(n)) krokow;

2. generowania nastepnego ciagu w O(f(n)) krokach;
3. wykonania obliczefl na tasmie trzeciej w O(f(n)) krokach.

co razem daje O(f(n)) * O(27M) = O(4/™) krokéw.

Mozna wykaza¢, ze konstruowana w dowodzie deterministyczna MT ma
dodatkows wtasnos¢: jest lewostronnie ograniczona, co oznacza, ze mozna
uzy¢ dodatkowego znaku > poczatku stowa bedacego na tasmie; w sytuacji,
gdy glowica obserwuje ten znak niemozliwy jest ruch w lewo i maszyna nie
moze zmazaé znaku >. Wtedy konfiguracja poczatkowa jest postaci >g,w.

Twierdzenie 5.10 1. Dla maszyny Turinga M istnieje lewostronnie ogra-
niczona (dwuta$mowa) maszyna Turinga M', ktora rozpoznage ten sam
jezyk (i ma te samq zloZonosé czasowq w sensie notacji O).

2. Dla k-tasmowej maszyny Turinga M (k > 2) istnieje jednotasmowa
maszyna Turinga M', ktora rozpoznaje ten sam jezyk. Jesli M ma zlo-
Zonosé czasowq O(f(n)), to M' ma zloZonosé czasowqg O(f(n)* f(n)).

Szkic dowodu(1l) Dla M i kazdej zabronionej instrukcji np. ¢ — alLq’
nalezy zdefiniowaé¢ procedure (zestaw instrukcji M’), ktéra cale stowo za >
przesuwa o jedng komoérke w prawo i wtedy w komoérce za > mozna umiesci¢
a. Zauwazmy, ze do zrealizowania procedury przyda sie znacznik <1 korica sto-
wa. Taka maszyna bedzie miata ztozonosé obliczeniowa O(f(n) * f(n)), gdyz
symulacja kazdej zabronionej instrukcji wymaga czasu proporcjonalnego do
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dhugosci stowa na tasmie, a ta jest rzedu O(f(n))! Uzasadnienie jest bardzo
proste: w czasie f(n) maszyna Turinga odczytuje co najwyzej f(n) komo-
rek na tasmie. Aby skonstruowaé¢ maszyne o podobnej czasowej zlozonosci
obliczeniowej wystarczy uzy¢ drugiej tasémy do przechowania w odwrdconej
kolejnosci liter stow powstajacych na lewo od znaku >.

(2) Dla k-tasmowej maszyny M jej konfiguracja opisana jest przez zawar-
tos¢ kazdej z tasm; czyli cigg stow v;qw;, i = 1...k zamieniamy na stowo
Hu1qu F#vequaF . . . vqui . Konstrukcja M’ polega na zamianie kazdej in-
strukeji M na ciag instrukeji, ktére symuluja jej realizacje na opisanym sto-
wie. Kazde stowo powstajace w czasie symulacji obliczen M na stowie dhu-
gosci n jest dtugosci O(f(n)), a zmiana wymaga po prostu jego przeczytania.

Zadanie Skonstruuj dwutasmowa maszyne Turinga dla jezyka palindro-
moéw o liniowej czasowej ztozonosci obliczeniowe;j.

Teraz mozemy poréwnaé¢ moc obliczeniowa maszyny RAM i maszyn Tu-
ringa. Chyba nikogo nie zdziwi, ze sg one (moce) identyczne. Postaramy sie
raczej poréwnac ztozonosé obliczeniowa programéw na RAM i symulujacych
je maszyn Turinga.

Definicja 5.11 Niech P bedzie RAM programem.

1. Krokiem obliczenn P nazywamy wykonanie jednej instrukcyi P; dla x €
N™ wprowadimy oznaczenia:

P(z) | oznacza, Ze obliczenia P na danej x zatrzymujq sie;
P(z) | k oznacza, Ze obliczenia P na danej x zatrzymujg sie w co
najwyzej k krokach;

P(z) 1 oznacza, Ze obliczenia P na danej x nie zatrzymujq sie;

2. Zdefiniuymy funkcje

40 (z) = liczba krokow obliczeri P(x) P(x) |
P 00 P(z) 1

3. Niech P bedzie takim programem, ktory zatrzymuje sie na wszystkich
danych n € N. Méwimy, ze P ma zlozono$é f(n) przy jednorodnym

kryterium kosztow jesli to) € O(f(n)).
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Z praktycznego punktu widzenia jest to nie najlepsza definicja. Rozwaza sie
wiec tzw. logarytmiczne kryterium kosztow.

Niech I(n) bedzie dtugoscia stowa b(n) dla n € N, czyli zapisu binarnego n
bez zbednych zer. Aby reprezentowac¢ konfiguracje z maszyny RAM w czasie
obliczen RAM programu P na jednotasémowej maszynie Turinga bedziemy
uzywac ciggu

b(2(L))##b(0)#b(2(0))##b(1)#b(2(1)) . .. #7#b(p(P) — )#b(z(p(P) — 1)) (1)

zakladajac, ze P uzywa wszystkich komérek o numerach 0,...,p(P) — 1
Wrtedy logarytmiczny koszt realizacji kazdej instrukcji RAM liczymy wedtug
WZOrOw:

l:(Z(n)) = l(n) +

[,(S(n)) =1l(n)+

L(T(n,m)) =1n)+1(m)+1(z(n)) +1(z(m))

L(I(n,m,q)) = l(n) +1(m) +1(2(n)) + {(2(m)) + 1(q)

Wtedy wartosé funkeji t4(z) definiujemy jako sume logarytmicznych kosztoéw
wszystkich instrukeji wykonywanych do zatrzymania programu.

Twierdzenie 5.12 Dla lewostronnie ograniczonej deterministycznej maszy-
ny Turinga M =< S,Q, P > istnieje RAM program P symulujgcy jej obli-
CZENILA.

Szkic dowodu Zalézmy, ze Q = {0,1,...,n}a S ={0,1,...,k} (dokladniej
ustalmy numeracje tych zbioréw); ponadto przyjmijmy, ze do zakonczenia ob-
liczen uzywamy pewnego zbioru stanéw. Wtedy konfiguracje M postaci uqw
zapamietujemy jako piatke (|ul, |w|, ¢, k(u), k(w)), gdzie |u| oznacza dtugosé
stowa, a k(u) jego kod np. godlowski: k(ay,...,a,) = 1, pi*. Dla kazdej
instrukcji M mozna napisa¢ procedure na RAM realizujaca jej wykonanie;
n.p. instrukcja ga — a _ ¢’ oznacza tylko zmiane rejestru, w ktérym jest prze-
chowywany stan. Troche trudniejsze jest sprawdzenie, czy pierwsza litera w
jest a: czyli czy mozna te instrukcje zastosowaé. W sumie RAM program
bedzie bedzie mial posta¢ petli repeat, w ktorej umieszczone sg wszyskie
procedury symulujace instrukcje M.

Twierdzenie 5.13 Dla RAM programu P obliczajgcego funkcje jednoargu-
mentowq h o logarytmicznym kryterium kosztéow f(n) istnieje trojtasmowa
maszyna Turinga M obliczajgca te funkcje o czasowej ztoZonosci obliczenio-

wej O(f(n) * f(n)).
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Szkic dowodu Zauwazmy, ze dlugosé kazdego stowa (1 ) opisujacego konfi-
guracje maszyny w czasie dziatania P jest rzedu O(f(n)). Maszyna Turinga
M przechowuje takie stowo na pierwszej tasmie. Aby zrealizowaé n.p. in-
strukcje Z(k) w konfiguracji z musi:

1. odszuka¢ na pierwszej tasmie zapis binarny k;
2. przesunacé sie (usuwajac kolejne litery) za b(z(k));
3. wszystko co jest dalej prznie$¢ (usuwajac z pierwszej) na tasme druga;

4. wroci¢ na koniec stowa na tasmie pierwszej, aby dopisa¢ zawartosé ta-
Smy drugiej.

Realizacja takich obliczen wymaga O(f(n)) ruchéw. Poniewaz maszyna RAM
wykonuje co najwyzej f(n) instrukcji w czasie obliczania h(n) otrzymujemy
zadang teze.

6 Efektywne numeracje programow

W rozdziale tym zglebimy oczywista obserwacje, ze RAM-programoéow jest
przeliczalnie wiele. Istnieja wiec numeracje zbioru I wszystkich RAM-programéw.

Definicja 6.1 Niech 0 : N — Il bedzie dowolng numeracjq zbioru RAM-
programow (czyli funkcjg "na”). Méwimy, ze [ jest efektywna, jesli istniejg
obliczalne funkcje d : N — N,kod, A : N> — N takie, ze dla wszelkich
x € N ip(x)=<igp,...,in > mamy:

d(x) =n;
Vosr<ntr =< kod(z,7), A(z,7) > .

F-cja d okresla dtugosé (ilo$¢ instrukeji) programu [3(z), natomiast kod, A
okreslaja kody kolejnych instrukeji oraz adresy komoérek, ktorymi one mani-
puluja.

Przypomnienie: I ={0,1,2,3} x N C N x N.

Niech z € N, x = 4a+k i a bedzie czescig catkowity a k reszta z dzielenia
x przez cztery.Odnotujmy oczywisty lemat.

26



Lemat 6.2 Funkcja o : N — I taka, Ze a(x) =< k,a > jest bijektywng
numeracjq zbioru instrukcyi.

Postuzymy sie nia przy zdefiniowaniu efektywnej numeracji programow.
Rozwazmy funkcje 7 : Uyoo N¥ — N taka, ze

T(ag, ay, ..., ap_1) = 200 4 20Tl 4 geotartFap-itkol g

Jest to bijektywne kodowanie wszystkich skonczonych ciggéw liczb natu-
ralnych. Oméwimy doktadniej numeracje odwrotng 771, gdyz chcemy udo-
wodni¢ lemat.

Lemat 6.3 Funkcja
[L(ZE) =< Oé(&g), s ,Oé((ln) >, gdZZ@ 7'((10, s >an) =T
jest efektywng numeracjq programow.

Oczywiscie funkcja 77! powigzana jest z przedstawianiem liczb natural-
nych w systemie dwojkowym.

Kazda liczba naturalna wigksza od zera jest sumg rosnacych poteg dwojki,
czyli dla x € N:

r4+1=2% 490 4 9 gdzie b; < by
Wtedy wzory ag = by i a;11 = b;y1 —b; —1 dla ¢ < m opisuja ciag, ktorego
kodem (poprzez 7) jest liczba x.

Wyznaczanie przedstawienia x opisuja podane funkcje (prymitywnie) re-
kurencyjne.

L l(z) = ply < z)(x < 2vF)
2. Pomocniczy ciag

c(0,z) = qt(2,z) c(n+1,z) = qt(2,c(n,x))

3. Wtedy
b(0,z) =rm(2,2) b(n+1,z) =rm(2,¢(n,z))
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Zauwazmy, ze jest to klasyczny algorytm wyznaczania zapisu liczby natural-

nej r w systemie binarnym opierajacy si¢ na spostrzezeniu, iz cyfra ”jedno-

Sci” jest reszta z dzielenia przez 2 (b(0,z)), a nastepna cyfre (od prawej!)

wyznacza sie podobnie biorac zamiast x czes¢ catkowity z tego dzielenia.
Teraz mozna odszukaé cyfry 1 w powyzszym przedstawieniu.

L(7) = Xy<i@r1)sg(b(y, z + 1))
b(0,2) =py <l zx+1)(by,z+1)=1)
bii+1,z)=py <lz+1)0y,z+1)=1A0(,z) <vy)
a1(0,z) = b1(0, )

al(i + 17317) = bl(l + ]_,ZL‘) - bl(lax) -1

l1(x) '
r=3Y 206o) 1

=0

Dowdd lematu 6.3 Wystarczy zauwazy¢, ze d(z) = 11 (z)
kod(xz,r) = rm(4,a,(r,x))
Az, r) = qt(4,a:(r,x))

sg poszukiwanymi funkcjami.

Oznaczenia Od tej pory uzywaé¢ bedziemy tej numeracji i oznaczenia
u(e) = P, czyli P, jest programem, ktéry w tej numeracji otrzymalt numer
e. Ustalmy n > 1.

1. Wtedy ¢{™ jest n-argumentows funkcja obliczana przez ten program.
Bedziemy moéwié, ze funkcja obliczalna ma numer e.

2. Zbiér W™ jest dziedzing tej funkcji:
W = Dom ¢ = {z € N"; P.(z) | }.
3. E™ jest zbiorem wartoéci tej funkcji:

Eén) = Ran QSSL) = {y (- N, HQGN"P6<£> l y}
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4. Jesli nie bedzie pojawial sie indeks géorny n nalezy przyjacé, ze
jest réwny 1.

Nasuwa sie wiele pytan: Czy kazdy program ma dokladnie jeden numer? A
funkcja obliczalna? Czy dla danej funkcji obliczalnej f istnieje procedura
rozsztrzygajaca, ktore liczby naturalne sa jej numerami? itp. Poniewaz zbior
funkcji obliczalnych ustalonej argumentowosci jest przeliczalny jasne jest, ze
istnieja funkcje, ktore nie sa obliczalne. Co ciekawsze ”sensownie” definiowane
funkcje sa nieobliczalne.

6.1 Metoda diagonalizacji

Twierdzenie 6.4 Istnieje funkcja totalna f : N — N, ktora nie jest obli-
czalna.

Dow6d Niech ¢,,n € N bedzie ciagiem wszystkich funkcji obliczalnych
jednoargumentowych. Rozwazmy funkcje:

= gt e

Przypusémy, ze jest ona obliczalna. Niech e bedzie numerem programu jg ob-
liczajacego, czyli f = ¢.. Wtedy f(e) = ¢(e), ale e € W, bo f jest totalna,
wiec z definicji f otrzymujemy f(e) = ¢.(e) + 1, co daje sprzecznosé.

Udwodnimy dwa twierdzenia: o parametryzacji i funkcji uniwersalnej,
ktore dadza matematyczne narzedzia do odpowiedzi na powyzsze pytania.
Nalezy zaznaczy¢, ze kazda formalizacja pojecia algorytmu powinna mieé te
wlasnodci (efektywna numeracja algorytméw-programéw, tw. o parametry-
zacji i funkeji uniwersalnej).

7 Twierdzenie o parametryzacji
Twierdzenie o parametryzacji pozwoli m.in. odpowiedzie¢ na pytanie: czy dla
danej funkcji f € C5 o numerze e mozna efektywnie wyznaczy¢ dla dowolnego

parametru a € N numer funkcji f(a, )7
Twierdzenie to jest nieco ogdlniejsze.
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Twierdzenie 7.1 (O parametryzacji, s-m-n ) Dila dowolnych liczb na-
turalnych mn,m > 1 istnieje totalna i obliczalna funkcja s : N — N
taka, Ze

VeenVaenm 6" (a, ) =~ (r/’i%)(e,g)(—)

Dowéd, szkic Dla prostoty zatozymy, ze n = m = 1 i bedziemy swo-
bodnie uzywaé tych oznaczen.
Niech e,a € N. Przez Il. , oznaczymy program powstaly z P. poprzez mo-
dyfikacje:

1. na poczatku umieszczamy ciag instrukcji T(1,2), Z(1), S(1), ..., S(1);
przy czy instrukcja S(1) wystepuje a-razy;

2. potem nastepuje tekst programu P, ze zmodyfikowanymi instrukcjami
warunkowymi.

Z konstrukcji wynika, ze
1
62 (a,y) = o1y, (v)
Pozostaje zauwazy¢, ze u(m) = I, <= si(e,a) =m.
Zadanie Sformalizuj powyzszy dowod.
Wroémy do poczatkowych rozwazan.

Whniosek 7.2 Niech n,m > 1 i1 € Cyyp, bedzie dowolng funkcjag obliczalng
n + m-arqgumentowq. Wtedy istnieje totalna funkcja obliczalna f € C,, taka,
ze

Vaenm U(a, ) = ¢\ ()

Dowdéd Niech e bedzie jakimkolwiek numerem . Za f wystarczy wziac

s (e )./

8 Programy i funkcje uniwersalne

Niech n > 0 bedzie ustalona liczba naturalna.

Definicja 8.1 Funkcjg uniwersalng dla n-argumentowych funkcji RAM-obli-
czalnych nazywamy funkcje \1181) : N“tY —— N takq, Ze:

veENvgeN"\Ij(UTL) (evl) = ¢gn) (@)
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Twierdzenie 8.2 (O funkcjach uniwersalnych) Kazda funkcja uniwer-
salna jest cze$ciowo-rekurencyjna, a wiec i RAM-obliczalna.

Definicja 8.3 Kazdy program obliczajgcy funkcje uniwersalng nazywamy pro-
gramem uniwersalnym.

Dowdéd Niech e bedzie dowolna liczba naturalna. Niech o, (e, z, k) be-
dzie kodem konfiguracji uzyskanej po k krokach obliczen P, na x. Przyjmo-
wacé bedziemy, ze konfiguracja nastepna po koncowej jest ona sama. Wtedy
(on(e,z, k))o jest zawartodcia licznika rozkazéw, natomiast (o, (e, z, k)); za-
wartocig rejestru zerowego po k krokach obliczen P, .

Inaczej, funkcja o, (e, z, k) definiowana jest przez rekursje.

on(e,z,0) = cd(cod,(x))

| o(< kod(e,l), Ale,l) >, 0n(e,z, k) | = (on(e,z,k))o <d(e)+1
on(e 2, k1) = { ou(e,z, k) L= (ou(e.z. k)0 > dle) + 1

Zadanie. Wskaz schemat rekursji uzyty w definicji funkeji o, (e, z, k).

Wtedy funkcje cn(e,z,k) = (on(e,z, k)1 jule,z, k) = (on(e,z,k))o sa
prymitywnie rekurencyjne i opisuja zawartos$¢ rejestru 0 (c!) i licznik rozka-
z6w (j) po k krokach obliczenn P.. Wtedy

Ui (e,2) = cule,z, o k (Gule,z, k) > d(e) + 1)),
co oznacza, ze funkcja uniwersalna jest czesciowo rekurencyjna.

Uwaga Czy ten dowod nie wydaje Ci si¢ znajomy? A powinien!

8.1 Konsekwencje

Wydaje sie, ze tw. o parametryzacji i funkeji uniwersalnej sa niezbyt istot-
ne w rozwazaniach dotyczacych funkcji obliczalnych. Nic bardziej mylnego!
Przyktadowo pokazemy, ze pewne wazne problemy sa (nie)rozstrzygalne.

Whniosek 8.4 Dla dowolnego n > 1 nastepujgce predykaty sq rozstrzygalne:

1. Sp(e,z,y,t) = program o nr e na danej x zalrzymuje sie w co najwyzej
t krokach zwracajgc y;

31



2. H,(e,x,t) = program o nr e na danej x zatrzymugje sie w co najwyzej
t krokach;

Dowdd Nieformalne uzasadnienie jest bardzo proste: konkretny program
(uniwersalny) mozna na danych e, z §ledzié¢ przez czas t aby ustalié¢, czy sie
zatrzymal i co obliczyt. Formalnie:

Snle, z,y,t) = (on(e,z,t))o = d(e) + LA (on(e, z, 1)1 = y
H,(e,z,t) = (on(e,z,t))o = d(e) + 1
Inng konsekwencja tw. o funkcjach uniwersalnych jest

Whiosek 8.5 (Twierdzenie Kleene o postaci normalnej) Istnieje total-
na funkcja obliczalna U(x) i dla kazdego n > 1 predykaty T,(e,x, z) takie,
ze:

1. ™ (x) okreslone <= 3.T,(e,x, 2);
2. ¢ (z) 2 U(p 2 To(e, z, 2)).
Dowéd T, (e, x, z) = Sy(e,z, (2)o, (2)1) 1 U(x) = ()0
Na deser najwazniejsze Twierdzenie
Twierdzenie 8.6 Problem "¢, jest totalna” jest nierozstrzygalny.
Dowdéd( Nie wprost) Przypusémy, ze funkcja

o) = 1 ¢, totalna
] 0 ¢, nie jest totalna

jest obliczalna. Wtedy obliczalna jest funkcja

. \DU(xay) C($) =1
t({L‘,y) - { 0 C(SC) 0
Z okreslenia kazda funkcja totalna f € C jest postaci t(e, ) dla pewnego e.
Rozwazmy fukcje g(x) = t(z, x)+1, ktéra oczywiscie jest totalna i obliczalna.
Przypusémy, ze g(x) = t(i,x); wtedy g(i) = t(i,i) ( z definicji ¢) i g(i) =
t(i,7) + 1 (z definicji g), co daje sprzecznosé.
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9 Zbiory rekurencyjne

9.1 Podstawowe wtasnosci
Przypomnijmy definicje

Definicja 9.1 Niechn > 11 A C N™ bedzie dowolnym zbiorem a cq : N™ +—
n jego funkcjqg charakterystycznag:

1 z€ A
CA($):{O @QA

Méwimy, ze A jest rekurencyjny jesli ca € C,,. Wtedy problem (predykat) x €
A jest rozstrzygalny. Jesli cq & C,, to problem x € A jest nierozstrzygalny.

Twierdzenie 9.2 Dla ustalonego n > 1 zbior wszystkich podzbioréw reku-
rencyjnych A C N™ jest zamkniety na operacje teoriomnogosciowe.

Dowdd Oczywiscie (), N™ sg rekurencyjne. Niech A, B € N™ beda rekuren-
cyjne. Wtedy wobec wczesniejszych twierdzen wzory

cnma(z) = 1+ca(z) , caus(z) = maz(ca(z), cp(z)) icanp(z) = ca(z)*cp(x)

dowodzg obliczalnosci odpowiednich funkcji.

Zwykle przez zbiér rekurencyjny rozumie sie podzbiér N. Rozdziat ten
poswiecimy zbiorom, ktore nie sg rekurencyjne. Pokazemy ze wiele waznych
probleméw w Teorii Obliczalnosci jest nierozstrzygalnych. Czesto procedure
obliczajaca funkcje c4 nazywa sie rozstrzygajaca.

9.2 Problemy nierozstrzygalne w Teorii Obliczalnosci

Twierdzenie 9.3 Problem "r € W,” jest nierozstrzygalny czyli zbior K =
{z € N :2z € W,} nie jest rekurencyjny.

Dowdd Przypusémy, ze cx jest obliczalna. Wtedy wzor

{1 x & W,

g(z) = o zeW,
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definiuje obliczalng funkcje. Niech m bedzie numerem jakiegokolwiek progra-
mu obliczajacego g, czyli ¢,, = g. Wtedy

m € W,, «—— m € Domg «— m & W,,

i mamy sprzecznosc.

Powyzsze twierdzenie nie mowi, ze dla konkretnego a nie umiemy rozstrzy-
gnaé, czy a € Dom ¢,. Czasem jest to bardzo proste zadanie. Twierdzenie
ma ogoélny charakter: nie istnieje algorytm rozstrzygajacy dla kazdego x € N,
czy * € Dom ¢,.

Whiosek 9.4 Istnieje obliczalna funkcja jednoargumentowa h, dla ktorej pro-
blemy "xr € Dom h”, v € Ran h” sq nierozstrzygalne.

Dowdéd Rozwazmy funkcje h(z) = = % 1(Vy(z,x)), ktora jest obliczalna.
Wtedy;
re€Domh+——zeW,«——x € Ran h

Twierdzenie 9.5 (Problem Stopu jest nierozstrzygalny) Problem "¢, (y)
jest okreslone”, réwnowaznie "P,(y) |7 czy "y € W, 7, jest nierozstrzygalny.

Dowdéd nieformalny jest bardzo prosty: gdyby problem "y € W,” byt roz-
strzygalny, to problem "z € W,” réwniez, co przeczy twierdzeniu 9.3. Do-
ktadniej funkcja

1 yeW,

jest funkcja charakterystyczng tego problemu. Stosujac proste podstawienie
otrzymujemy: cx(z) = g(z,x), czyli funkcje charakterystyczna zbioru K.
Gdyby wiec g € Cy, to cx € Cy.

Powyzsze twierdzenie jest wazne: wiele probleméw da si¢ sprowadzi¢ po-
dobng technika do problemu stopu. Zauwazmy, ze funkcja 1(Vy(z,y)) jest
obliczalna i jest czesciowa funkcjg charakterystyczng problemu stopu; pro-
blem ten jest wiec czeSciowo rozstrzygalny. Zauwazmy, ze wniosek 9.4
mowi, ze istniejg programy, dla ktorych problem stopu jest nierozstrzygalny,
wiec tym bardziej musi zachodzi¢ twierdzenie 9.5.

Zanim sformutlujemy ogdlne twierdzenie dotyczace wszystkich probleméow
w Teorii Obliczalnosci jeszcze przyktad
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Twierdzenie 9.6 (Problem poprawnosci jest nierozstrzygalny) Problem
" jest funkcjg tozsamosciowo rowng zero” jest mierozstrzygalny.

Dowdéd Rozwazmy funkcje

0 zeW,
9@, y) =9 o rd W,

ktéra jest obliczalna, gdyz g(x,y) = 0(Vy(z,z)). Niech {g,,z € N} bedzie
rodzing funkcji takich, ze g.(y) = g(z,y) dla wszelkich z,y € N. Wtedy:

Veen 9 = 0 wtw x € W,.

Zastosujmy do funkeji g (wniosek z) twierdzenie o parametryzacji; niech k €
C; bedzie totalna i taka, ze
Vayen 9(2,Y) = Ou)(Y) t- Pr@) = Go-

Wtedy
vaN reW, «— ¢k(:p) = 0.

Oznacza to, ze problem ”x € W,” jest uproszczeniem problemu ”¢, =
0” i funkcja k jest efektywna procedura sprowadzajaca problem
Pr e W,” do ¢, = 0”. Gdyby funkcja f charakterystyczna problemu
"¢, = 07 byla obliczalna, to wobec zaleznosci cx(x) = f(k(x)), problem
"o € W,” bylby rozstrzygalny, a to przeczy twierdzeniu 9.3.
Zadanie Wykaz, ze problemy:

1. 2 ¢z — y’7;

2. "¢, = 7, gdzie f € C; jest dowolng funkcja;

nie sg rozstrzygalne.

9.3 Twierdzenie Rice’a

Podsumujmy ostatnie rozwazania.

Definicja 9.7 Niech A, B bedq podzbiorami N. Niech f € Cy bedzie totalna
1 taka, ze
Vient € A «—— f(z) € B.

Wtedy f jest sprowadzeniem problemu "z € A” do problemu "x € B”. Wtedy
problem "x € A7 jest sprowadzalny do "x € B”.
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Najwazniejsza w dowodzie ostatniego twierdzenia jest obserwacja:

Niech f bedzie sprowadzeniem "x € A” do "x € B” Jesli funkcja cp jest
obliczalna, to wobec réwnosci c4(x) = cg(f(z)) obliczalna jest funkcja cy.
Wtedy z nierozstrzygalnosci problemu "z € A” wynika nierozstrzygalnosé

problemu "z € B”.

Twierdzenie Rice’a mowi, ze wszystkie nietrywialne problemy w teorii
obliczalnych funkcji jednoargumentowych sg nierozstrzygalne.

Twierdzenie 9.8 (Rice) Niech B bedzie wlasciwym i niepustym podzbio-
rem Cy. Wtedy problem "¢, € B” jest nierozstrzygalny; bardziej formalnie
2bior B = {x € N; ¢, € B} nie jest rekurencyjny.

Poniewaz zbiory N i () sg rekurencyjne otrzymujemy inne sformulowanie
twierdzenia: Problem ” ¢, € B” jest rozstrzygalny wtw, gdy B = () lub B = C;.
Dowdéd Niech fj bedzie funkcjg o pustej dziedzine. Funkcja ta jest obliczalna.
Zat6zmy, ze funkcja ta nie nalezy do B. Jesli tak jest, to prowadzimy dowod
dla zbioru C; \B i korzystamy z banalnej obserwacji, ze problem "¢, € B” jest
rozstrzygalny wtw, gdy problem ”¢, & B” jest rozstrzygalny. Niech f € B
bedzie ustalong funkcja.

Rozwazmy funkcje

o) ={ 10 2o

Poniewaz g(x,y) = f(p3(Vy(x,x),y)) funkcja g jest obliczalna i mozna do
niej stosowaé wniosek z tw. o parametryzacji. Niech k£ € C; bedzie totalna i
taka, ze:
Voyeng(Z,Y) = Or(w) (y)
Wtedy x € W, pociaga, ze ¢ = f € B; a v ¢ W, pociaga, ze ¢y = fo &
B, czyli
Veen® € Wy ¢« Gpn) € B.

Problem 7 ¢, € B” nie moze wiec by¢ rozstrzygalny.

Wykorzystamy tw. Rice’a aby udowoni¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 9.9 Niech c € N bedzie ustalong liczbg naturalng. Nastepujgce
problemy sq nierozstrzygalne:
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1. Problem wejscia: "c € W, ”;
2. Problem wyjscia: "c € E,”;

Dowéd (1) Wezmy zbiér B = {f € Ci;¢ € Dom f}. Oczywiscie B = {x €
N;¢, € B} = {x € N;c € W,}. Wystarczy wiec wykazaé, ze B jest nie-
pustym i wlasciwym podzbiorem C;. Faktycznie, funkcja ¢(x) tozsamosciowo
rowna ¢ nalezy do zbioru B, wigc jest on niepusty; funkcja pusta fy do niego
nie nalezy, wiec jest on wtasciwym podzbiorem.

(2) Podobnie, niech B = {f € Ci;¢ € Ran f}. Wystarczy zauwazy¢, ze
c(x) € Boraz fy & B.

10 Zbiory rekurencyjnie przeliczalne

10.1 Podstawowe wlasnosci

Definicja 10.1 Niechn > 1 i« A C N" bedzie dowolnym zbiorem a ccn :
N"™ — N jego czesciowq funkcjqg charakterystyczng:

caa-{L 154

Mowimy, ze A jest rekurencyjnie przeliczalny (r.e.)jesli cca € C,. Wtedy
problem (predykat) x € A jest czeSciowo rozstrzygalny.

Wiemy juz, ze problem "z € W,” jest nierozstrzygalny, ale jest czesciowo roz-
strzygalny. Kazdy algorytm obliczajacy ccq nazywamy czesciowa procedura
rozstrzygajaca lub sprawdzajaca dla A.

Przyktady

1. Problem stopu: zbiér {(z,y) € N?;y € W, } jest r.e. bo funkcja 1(¥Uy(x,y))

jest czedciowy funkcjg charakterystyczna tego zbioru.

2. Kazdy zbiér rekurencyjny jest r.e. z definicji (potraktuj ja jako definicje
przez przypadki).

3. Podobnie dla dowolnej funkcji ¢ € C, (n > 1) problem stopu: "z €
Dom g” jest czeSciowo rozstrzygalny, bo 1(g(z)) jest czeSciowa funkcja
charakterystyczng tego problemu.
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4. Problem "z ¢ W,” nie jest czesciowo rozstrzygalny. Faktycznie, niech
K ={z € N;x ¢ W,}, wtedy © € Dom ccgzg «— x & W, czyli ccg
rozni si¢ od ¢, w punkcie x, wigc ccx nie jest obliczalna.

Bezposarednio z definicji i przyktadu 3. otrzymujemy:

Twierdzenie 10.2 Zbior A C N" jest r.e. wtw, gdy istnieje obliczalna funk-
cja n-argumentowa g taka, ze A = Dom g.

Przyktad Rozwazmy zbior L(z,y) = {(x,y) € N%2? = y}. Oczywiscie
jest on rekurencyjny. Niech M(y) «— JpenL(x,y) «— Jpena® = y. Zbior
ten jest r.e., gdyz cey(y) = V(px(ep(z,y) = 1)), jest tez rekurencyjny
em(y) = 1(pxe < ylep(x,y) = 1)). Pierwsze rozumowanie jest ogble (na-
stepne tw.), drugie wykorzystuje matematyczna obserwacje: pierwiastek z
liczby naturalnej nie jest od niej wigkszy.

Twierdzenie 10.3 Zbior M C N jest r.e. wtw, gdy istnieje rekurencyjny
zbiér L C N™* taki, ze M(z) «—— FyenL(z,y).

Dowod Jedli zbior L € N™T jest rekurencyijny, to f-cja g(z) = py(cr(z,y) =
1) jest obliczalna, a wtedy z € M «— z € Dom g.

Odwrotnie, niech P bedzie programem obliczajacym ccy; o numerze e. Roz-
wazmy zbiér L taki, ze

(z,y) € L «—— P(z) | w conajwyzej y krokach «— H,(e,z,y).

Z twierdzenia o funkcji uniwersalnej wiemy, ze zbiér ten jest rekurencyjny.
Poniewaz z € M «— Jyen(z,y) € L otrzymujemy teze.
7 powyzszego twierdzenia wynika wazny

Whiosek 10.4 Jesli zbior L C N™t jest r.e., to zbiér M C N™ taki, ze
z € M «—— Fyen(z,y) € L jest r.e.

Dowéd Niech L; € N2 bedzie rekurencyny i taki, ze (z,y) € L +—
EleN(&aya Z) € L1~ Wtedy HANS M —— Ely,zGN(&aya Z) € Ll' Wtedy g(&) =
po(cer, (z, (v)o, (v)1) = 1)) jest funkcja obliczalna o dziedzinie M.

Whniosek 10.5 Jesli zbiér L C N? jest rekurencyjny, to zbiér M C N? taki,
ze (x,y) € M «—— J,<,(x, 2) € L jest rekurencyjny.
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Chociaz z twierdzenia 10.3 i istnienia zbioréw r.e., ktére nie sg rekurencyj-
ne wynika, ze istnieja rozstrzygalne predykaty L(z,y), dla ktérych predykat
Jdyen(z,y) € L nie jest rozstrzygalny, wydaje sie, ze trudno je znalezé w Swie-
cie arytmetyki liczb naturalnych i predykatéw diofantycznych. Przekonanie
to jest mylne, gdyz istota dowodu Matijasevica pokazujacego, ze X problem
Hilberta jest nierosztrzygalny polega na wykazaniu, ze kazdy predykat cze-
Sciowo rozstrzygalny jest diofantyczny.

Na zakonczenie tego podrozdziatu zajmiemy sie wlasno$ciami zbioréw
rekurencyjnych.

Twierdzenie 10.6 Zbiér M C N" jest rekurencyjny wtw, gdy M i N"\M
sq rekurencyjnie przeliczalne.

Dowéd Wiemy, ze jesli M jest rekurencyjny, to N"\M réwniez; a kazdy
zbior rekurencyjny jest r.e.
Zatozmy wiec, ze oba te zbiory sg r.e.; niech Lq, Ly beda rekurencyjnymi
podzbiorami N™** takimi, ze M(z) «— 3,L1(z,y) i ~M(x) «— 3, La(z,y).
Wtedy funkcja

f() = py(Li(z,y) vV La(z,y))

jest obliczalna i totalna, a z € M «— (z, f(z)) € Ly, wiec zbiér M jest
rekurencyjny.

Wiele zagadnien rozwazanych w ostatnim rozdziale bedzie miato raczej
charakter decyzyjny. Odnotujmy wiec nastepne

Twierdzenie 10.7 Niech f : N* — N bedzie funkcjg (niekoniecznie total-
ng). Funkcja f jest obliczalna wtw, gdy problem "f(x) = y” jest czesciowo
rozstrzygalny.

Dowdd Jesli f = ¢, czyli f jest obliczana przez program o numerze e, to
VeennVyen f(2) = y «— FienSn(e,z,y,t), gdzie S, (e, z,y,t) jest rozstrzy-
galnym predykatem takim, ze S,(e,z,y,t) «— P.(z) | y w co najwyzej t
krokach.

Niech L(z,y,t) bedzie rozstrzygalnym predykatem (tw.10.3) takim, ze f(z) =
Yy «— FenL(z,y,t). Wtedy f mozna opisaé¢ wzorem:

f(@) = py(L(z,y, pt(L(z, y,t)))).
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Nastepne twierdzenie wyjasnia dlaczego zbiory liczb naturalnych, ktorych
czesciowa funkcja charakterystyczna jest obliczalna nazywa sie rekurencyjnie
przeliczalnymi.

Twierdzenie 10.8 Niech A C N. nastepujgce warunki sq rownowazne:
1. A jest r.e.;

2. A = 0 albo istnieje totalna i obliczalna funkcja f € Cy taka, ze A jest
zbiorem jej wartosci: Ran f = A;

3. A jest dziedzing pewnej funkcji obliczalnej jednoargumentowej :A = W,
dla pewnego x € N.

Dowdéd Wykazalidmy réwnowazno$é warunkéw (1) i (3).
(3)—(2) Zalbézmy, ze A jest niepusty i A = W,. Rozwazmy funkcje:

o X Hl(evxvt)
g(z,t) _{ a —H (e, 1)

gdzie a € A jest ustalonym elementem. Wtedy ¢ jest obliczalna (df. ty-
pu if then else). Niech h(z) = g((2)o,(2)1). Wtedy h tez jest obliczalna i
Ran h = Ran g = A.

(2)—(1) Niech f € C; bedzie totalna i taka, ze Ran f = A. Predykat
R(z,y) < f(x) = y jest (czedciowo) rozstrzygalny a y € A « ey R(x,y),
wiec problem y € A jest czedciowo rozstrzygalny.

Zadanie Wykaz, ze jesli A,BC N sare.,to ANBiAUB sar.e.
Rozwigzanie Jedli A = W, i B = W, to zbiér W, N W, jest dziedzing
funkcji ¢, * @y;

Jesli A= FE, i B = E, oraz ¢, ¢, sa totalne, to wzor

O(2) t=2z
ht) = { Py(z) t=22+1

definiuje totalna i obliczalna funkcje taka, ze Ran h = AU B.

Twierdzenie 10.9 Nieskoriczony zbior A C N jest rekurencyjny wtw, gdy
jest zbrorem wartosci totalnej, rosngcej funkcyi f € Cy.
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Dowdd Zalézmy, ze ca jest obliczalna. Wtedy uktad
f(0) = pa(ea(z) = 1)

fin+1) = pa(calz) =1 Az > f(n))
definiuje przez rekursje funkcje, ktérej zbiorem wartosci jest A. Z okreslenia
f jest totalna i rosnaca.
Zatozmy, ze A = Ran f dla totalnej i obliczalnej funkcji f. Poniewaz f jest
rosngca tatwo pokazaé, ze n < f(n) dla kazdego n. Jesli wiec y € N jest
wartoscig funkcji f na pewnym n, to n < y. Stad

yeA—yecRan f — J,,f(n) =y

a ostatni predykat jest rozstrzygalny.

10.2 Twierdzenie Rice’a-Shapiro

Twierdzenie 10.10 (Rice’a-Shapiro) Niech A C Cy bedzie takim zbiorem
funkeji RAM-obliczalnych, ze zbior indeksow A = {x € N : ¢, € A} jest
rekurencyjnie przeliczalny. Wtedy dla dowolnej funkcji f € Ci nastepujgce
warunki sq rownowazne:

1. feA;
2. Istnieje skoriczona funkcja © C f taka, Ze © € A.

UWAGA Funkcje traktujemy tutaj jak (binarna) relacje, czyli wiadomo, co
to znaczy, ze zbiér O jest skonczony i ma sens inkluzja © C f.

Dowéd (1) pociaga (2): nie wprost. Niech f € A bedzie taka funkcja,
ze zadna skonczona funkcja © C f nie nalezy do A. Niech P = P, bedzie
programem obliczajacym czeSciowa funkcje charakterystyczng zbioru K =
{z € N;z € W,}. Rozwazmy funkcje

ft) —H(e, z,t)
g(z,t):{ oo He, z,t)

Oczywiscie g jest obliczalna (predykat H (e, z,t) jest rozstrzygalny, f i funkcja
pusta sa obliczalne), wiec mozemy stosowaé tw. o paramatryzacji. Niech s €
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Cy bedzie totalna i taka, ze g(z,t) = ¢y(-)(t) dla wszystkich z,t. Z okredlenia
Gsz) € [, ale z € K pociaga, ze ¢4) jest skoliczona, wigc nie nalezy do
A. Gdy z ¢ K, ¢y = f € A. Funkcja s pokazuje, ze problem z € A
jest trudniejszy, niz z ¢ K : V,z ¢ K < s(z) € A, wiec ten pierwszy nie
moze by¢ r.e., co daje sprzeczno$¢ z zatozeniem. (2) pociaga (1): nie wprost.
Przypus$émy, ze istnieje obliczalna funkcja f & A dla ktérej © € A dla pewnej
skonczonej funkeji © C F'. Postapimy podobnie. Niech

fit) te DomOVzeK
00 w przeciwnym wypadku

g(z,1) = {

Najpierw wykazemy, ze g jest obliczalna. Oczywiscie zbiér Dom 6 jest skon-
czony, a wiec i rekurencyjny. Wtedy zbiory {(t,z);t € Dom O},{(t,z2);z €
K} sa re. izbior B = {(t,z);t € Dom ©V z € K} bedacy ich suma
tez jest r.e.. Na konic zauwazmy, ze g(z,t) = f(t) * ccp(t, z). Niech z s-m-
n twierdzenia s bedzie totalna i obliczalna i taka, ze g(z,t) = ¢ (t) dla
wszystkich z,t. Wtedy z € K pociaga, ze ¢,.)(t) = f € A; a z € K pociagga
bs(2)(t) = © € A. Otrzymujemy ponownie V.2 ¢ K & s(z) € A.

Wykorzystujac twierdzenie Rice’a-Shapiro tatwo wykazac, ze problem total-
nosci :” ¢, jest totalna” nie jest nawet czesciowo rozstrzygalny, bo do zbioru
A wszystkich funkcji totalnych i obliczalnych nie naleza funkcje skonczone.
Podobnie do zbioru C;\ A naleza wszystkie funkcje skoniczone (w szczegdlno-
Sci funkcja pusta), a zbior ten jest rézny od Ci, wiec problem ”¢, nie jest
totalna” réwniez nie jest cze$ciowo rozsztrzygalny.

11 Problemy niepodatne

W ostatnim rozdziale omowimy dwie podstawowe klasy czasowej ztozonosci
obliczeniowej P oraz NP i sformutujemy jeden z siedmiu problemow milenij-
nych.

11.1 Sprowadzalno$¢ problemu Sciezki Hamiltona do
problemu spelnialnosci

Dla digrafu G=(V,E) o n wierzchotkach ponumerowanych kolejnymi liczbami
naturalnymi ze zbioru {1,...,n} zdefiniujemy wyrazenie logiczne (funkcje
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zdaniowa) fg o n? zmiennych z;;, ktérym nadamy warto$¢ logiczng 1 wtw,
gdy j-ty wierzchotek wystepuje na i-tej pozycji sciezki Hamiltona.

Wtedy dla kazdego digrafu G, G ma $ciezke Hamiltona wtw, gdy wyra-
zenie fg jest spetnialne.

fa jest koniunkcja wyrazen logicznych stwierdzajacych:

1. Kazdy wierzchotek j musi si¢ pojawi¢ na ciezce: (z1; V x9; V...V Zp;),
ale co najwyzej raz: (—xy; V —x;;) dla wszystkich k # i;

2. Jaki$ wierzchotek musi by¢ na i-tej pozycji: (z;1 V X0 V ... 74,), ale nie
dwa: (-, V —xy5) dla wszystkich k # j;

3. Kolejne wierzchotki musza by¢ potaczone krawedzia: dla kazdej pary
(j,i) g Eoraz ke {1,...,n—1} : (mxg; V "Tht1i) ;

Procedura sprowadzania musi spetnia¢ dodatkowe w-ki. Najogolniej, proces
sprowadzania nie moze by¢ trudniejszy niz sam problem.

Zaktada¢ bedziemy, ze jezyki sa rekurencyjne; w zwiazku z tym maszyny
Turinga beda zawsze si¢ zatrzymywac i do odrdznienia stow akceptowanych
od odrzucanych wykorzystamy stany MT.

11.2 Redukcje

Funkcja R : X* — X* jest obliczalna przez deterministyczng MT M w
pamieci logarytmicznej o ile

1. M jest wielotasmowa,
2. ma dwie wyrdznione tasmy: wejsciowa i wyjsciows,

3. stowo pojawiajace sie na kazdej z pozostalych tasm (zwanych roboczy-
mi) w czasie obliczenn M na stowie x dtugosci n jest dtugosci O(log n).

Niech L,I” bedg jezykami nad ustalonym alfabetem X.

Definicja 11.1 Redukcjq jezyka L do L’ nazywamy funkcje R : X* — X*,
ktora jest obliczalna przez deterministyczng MT w pamieci logarytmicznej i
sprowadzajgeq L do L':

Viex- 2 € L+—— R(z)e L
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Niech C bedzie klasa ztozonosci.

Definicja 11.2 Jezyk L € C jest zupelny dla C, jesli dla kazdego L' € C
istnieje redukcja L7 do L.

Obecnie zajmiemy sie dwiema klasami ztzonosci: P jest klasa wszyskich jezy-
kéw rozpoznawanych przez deterministyczne maszyny Turinga w czasie wielo-
mianowym; NP jest klasa wszyskich jezykow rozpoznawanych przez maszyny
Turinga w czasie wielomianowym.

Twierdzenie 11.3 Niech M bedzie maszyng Turinga, ktora jest determini-
styczna i operuje pamiecig O(log n). Wtedy M ma wielomianowq czasowq
ztoZonosé obliczeniowq.

Twierdzenie 11.4 ( COOK (1971)) Jezyk SAT wyrazeri logicznych, ktd-
re sq spetnialne jest zupelny w klasie NP.

Cwiczenie Wykaz, ze SAT € NP.

Dowdd polega na zbudowaniu w pamieci logarytmicznej dla dowolnej
MT M, operujacej wejsciowym alfabetem X | o wielomianowej czasowej zto-
zonosci obliczeniowej, oraz dowolnego stowa z € X* wyrazenia logicznego
R(x), ktore jest spelnialne wtw, gdy z jest akceptowane przez M.

Zatézmy, ze maszyna M majac na wejsciu stowo x wykonuje co najwyzej
|z|* ruchéw przed zaakceptowaniem lub odrzuceniem stowa.

Poniewaz M jest lewostronnie ograniczona, aby przesledzi¢ dziatanie M na
x wystarczy obserwowaé tablice T |z|* na |x|¥, gdzie wiersze odpowiadaé beda
tasmie M w kolejnych krokach obliczeri: T(i,j) reprezentuje j-ta pozycje na
tasmie w i-tym kroku obliczen. Nalezy tez uwzglednic¢ stany M, wiec elementy
T nie beda tylko literami ale réwniez trojkami (stan, litera, numer-nastepnej-
instrukeji). Jezli stan jest koncowym, bedzie nas tylko interesowaé, czy jest
akceptujacy.

Formalnie:

e [' oznacza zbiér symboli mogacych pojawic¢ si¢ w tablicy.

e ( oznacza maksymalng ilo$¢ instrukcji, ktére M moze wykonaé¢ w kaz-
dej konfiguracji; zaktadamy ze definicja M obejmuje numerowanie ko-
lejnymi liczbami naturalnymi wszystkich instrukcji dotyczacych danej
konfiguracji (stan, litera).
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e Obliczenia zatrzymuja sie doktadnie w |z|* — 1 krokach, czyli wiersz o
numerze |z|* — 1 odpowiada konfiguracji koficowej.

Jezli w wierszu |z|* — 1 pojawia sie konfiguracja akceptujaca, to tablice T
nazywamy akceptujaca.

Oczywiscie, stowo x jest akceptowane przez M wtw, gdy istnieje akceptu-
jaca tablica obliczen M na z.

Podobnie jak dla problemu sciezki Hamiltona, skonstruujemy wyrazenie
logiczne, kodujace wszystkie tablice obliczen M na x, ktore jest spetnialne

doktadnie, gdy jedna z nich jest akceptujgca. Wprowadzamy zmienne T}y,
gdzie 1,7 € {0,1,...,]z|* — 1}, Y € . R(x) wyraza:

1. dla kazdych i,j prawdziwa jest doktadnie jedna zmienna 7T;;y;

AV Ty A N\ (“Tyy vV —Tij2))

ij Y Z#Y

2. zbior {Ty;v } opisuje konfiguracje poczatkowa M z x na wejsciu; Niech
T = a10s9...0y, czyli n = |z
(a) Toos
(b) Tov, V...V Toy,, gdzie Y; odpowiada za wybér kolejnej instrukeji
1< q
(€) Noci<n Toia;

(d) /\n<i<nk—1 TOiB

3. zbior {T;;v } dla i = |z|¥ — 1 opisuje konfiguracje koncows;
\/ ( \/ Tn’“fljZ)
0<j<nk—1 ZEF
gdzie F jest zbiorem standéw koncowy akceptujacych.

4. zbiér {141y } powstaje z {1}y } przez wykonanie instrukcji M; element
(i+1,j) w tablicy obliczen jest jednoznacznie okreslony przez elemen-
ty (i,j-1), (1,j), (1,j+1). Mozna zdefiniowaé predykat f(V,X,Y,Z), ktory
mowi, ze 7 jest na pozycji j, o ile w poprzednim kroku obliczen V, X,
Y byty na pozycjach j-1, j, j+1.

/\ /\ ( \/ Tij—av AN Tijx N Tijay A Tigajz)
0<i<nk—10<j<nk—1 f(V,X)Y.Z)
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Udowodnij, ze wygenerowanie wyrazenia R(x) mozna przeprowa-
dzi¢ w pamieci logarytmicznej.

Definicja 11.5 Wyrazenie logiczne jest w postaci normalnej koniunk-
cyjnej PNK, jezli jest koniunkcjq alternatyw zmiennych lub ich zaprzeczen.

Symbolem PNK oznaczymy zbior wszystkich takich wyrazen, SAT-PNK
oznacza zbior wszystkich wyrazen w PNK, ktore sa spetialne.

UWAGA Nie wszystkie wyrazenia logiczne rozwazane wczesniej byty
koniunkcjami alternatyw zmiennych zdaniowych lub ich zaprzeczen, chociaz
tatwo je zastapi¢ réwnowaznymi w tej postaci.

W istocie mozna udowodni¢

Twierdzenie 11.6 Jezyk SAT-PNK jest NP-zupeiny.

Na zakonczenie przedstawimy trzy NP-zupekle problemy grafowe.

W tym celu rozwazymy jezyk SAT-3PNK spetnialnych wyrazen w PNK,
w ktorej kazda alternatywa ma co najwyzej trzy elementy.

Zadanie Rozwazmy wyrazenie logiczne f(z) =z V 23 V...V x,,, gdzie
m > 3oraz g(z,y) = (x1 Ve VY )A (i VasVya) A A (Ym—sV Tp1V Ty
Wykaz, ze Kazde wartosciowania zmiennych z, dla ktérych f staje sie zdaniem
prawdziwym, wyznacza warto$ciowanie zmiennych z,y, dla ktorych g staje
sie zdaniem prawdziwym oraz kazde warto$cowanie z, y, przy ktérym g staje
sic prawdziwe, jest tez wartosciowaniem przy ktérym f staje sie prawdziwe.

Twierdzenie 11.7 Jezyk SAT-3PNK jest NP-zupetny.

Dowdd twierdzenia opiera sie o powyzsze zadanie, ktére daje redukcje
problemu SAT-PNK do SAT-3PNK i nastepujacy

Lemat 11.8 JezZeli R jest redukcjq jezyka Ly do Ly, a R’ redukcjg Ly do Ls,
to R o R jest redukcjq Ly do L.

Dowéd Poniewaz R, R’ sg redukcjami otrzymujemy od razu, ze x € L, wtw,
gdy R'(R(z)) € Ls. Istotne jest, czy obliczanie R'(R(x)) mozna przeprowa-
dzi¢ w pamieci logarytmicznej. Niech M R, M R’ beda maszynami Turinga,
ktore obliczaja R i R’ odpowiednio, w pamieci logarytmicznej. M konstruuje-
my nastepujaco: sktadamy obie maszyny w jedng trakujac tasme wejsciowa
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L2 X3 T2 T3 T2 x3

T

Rysunek 1: (x1 V2o Vxs) A (mxy V mmg V —x3) A (mxy V g V a3)

MR jako wejéciowa M, a tasme wyjsciowa M R’ jako wyjsciowa M. Wtedy
tasma wyjsciowa M R nie moze by¢ tasma robocza M, bo na niej moga si¢
pojawiac¢ zbyt dtugie stowa. Nalezy zamiast niej uzy¢ tasmy, na ktoérej gene-
rowane beda numery liter wyjscia M R potrzebne do symulowania instrukcji
M R'. Nalezy zbudowaé¢ M, ktéra:

1. majac na wejsciu z i na tej tasmie i symuluje obliczenia M R aby wy-
pisaé i-ta litere R(x),

2. potem wykonuje jedng instrukcje M R'.

Whniosek 11.9 Niech jezyk L € NP bedzie N P-zupelny. Jesli istnieje re-
dukcja jezyka L do jezyka L' € NP, to L' jest N P- zupelny.

11.3 Problem zbioru niezaleznego

Niech G=(V,E) bedzie grafem. Zbiér wierzchotkéw I nazywamy niezalez-
nym, jesli zadne dwa wierzchotki z I nie sa potaczone krawedzig. Oczywiscie
kazdy graf ma zbiér niezalezny!

Problem ZN Dla grafu G=(V,E) i k € N rozstrzygnaé, czy G ma zbiér
niezalezny mocy k.

Twierdzenie 11.10 Problem zbioru niezaleinego jest NP-zupetny.

Dowdéd Sprowadzenie jezyka SAT-3PNK do problemu ZN.
Idea: wyrazeniu o = A0y, V 04, V ay,) przyporzadkujemy graf o 3m
wierzchotkach, ktory posiada zbioér niezalezny mocy m wtw, gdy wyrazenie
a jest spelnialne. Wprowadzamy wierzchotki 5, 1 < ¢ < m, 1 < j < 3,
krawedziami tgczymy te, ktére nalezg do jednego elementu koniunkcji oraz
te, ktére odpowiadaja zmiennej i jej zaprzeczeniu (patrz rysunek!).
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Jesli wyrazenie a jest spelnialne, to przy pewnym wartosciowaniu zmien-
nych w nim wystepujacych, kazda z koniunkcji ma wartosé¢ 1, a pewien sktad-
nik kazdej z alternatyw réwniez ma wartos¢ 1. Do zbioru niezaleznego wy-
bieramy po jednym takim sktadniku. Odwrotnie, kazdy zbior niezalezny wy-
znacza takie wartosciowanie, ze doktadnie jeden sktadnik kazdej z alternatyw
ma wartosé 1.

11.4 Przykltad dwéch pokrewnych probleméw NP-zupel-
nych

Problem kliki: Dla grafu Gi k € N rozstrzygnaé, czy istnieje petny podgraf
G o k wierzchotkach.

Problem pokrycia wierzchotkowego: Dla grafu G i k € N rozstrzy-
gnac, czy istnieje k-elementowy zbior B wierzchotkéw taki, ze kazda krawedz
w G jest koincydentna przynajmniej z jednym wierzchotkiem z B.

Latwo sprowadzi¢ problem zbioru niezaleznego, do kazdego z tych proble-
mow.

Zbiér K C V grafu G=(V,E) jest klika wtw, gdy jest zbiorem niezaleznym
grafu G=(V,E’), gdzie {i,j} € E' «— {i,j} € E.

Zbior K C V grafu G=(V,E) jest pokryciem wierzchotkowym wtw, gdy
zbior V-K jest niezalezny.

11.5 Problem P=NP

Problem P=NP jest jednym z siedmiu wielkich probleméw milenijnych. Pro-
blemy te zostaty sformulowane w czasie sesji Clay Mathematical Institute w
College de France w Paryzu w maju 2000 r przez znanych uczonych J.Tate
i M.Atyiaha. Za rozwigzanie kazdego z tych probleméw jest wyznaczona na-
groda w wysokosci 1 miliona dolaréw. Cho¢ dominuje przeswiadczenie, ze
nie jest prawda, iz P=NP (préwnaj Hopcroft, Ullman str. 419-423) nie brak
tez prob udowodnienia tej rownosci. Standardowo poszukuje sie algorytmow
deterministycznych o wielomianowej ztozonosci czasowej dla probleméw NP-
zupetnych.
A wiec do dzieta!
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Mam nadzieje, ze nagroda miliona dolaréw jest wystarczajaca zache-
ta, cho¢ i wzgledy praktyczne sg réwnie wazne, gdyz lista problemow NP-
zupelnych jest bardzo dtuga i zawiera mnéstwo praktycznych (dla informaty-
kéw) probleméw. Wystarczy tu wspomnie¢ o problemie catkowitoliczbowego
programowania liniowego czy problemie komiwojazera.

12

1.

Zadania kontrolne

Wykazaé, ze istnieje totalna funkcja RAM-obliczalna f : N — N taka,
ze Vaen Ef@) = Uyew, Wy

Wykazaé, ze istnieje totalna funkcja RAM-obliczalna f : N — N taka,
ze vxeN Wf(x) = {33}

Wykazaé, ze istnieje totalna funkcja RAM-obliczalna f : N — N taka,

‘ 0 x plerwsza
7€ Vzen |Ef($)’ - { Ny x zlozona

Wykazaé, ze istnieje totalna funkcja RAM-obliczalna f : N — N taka,
) 0 xz¢gW,
ze VmEN |Wf(x)| - { NO xr &€ Wx '

Wykazaé, ze istnieje totalna funkcja RAM-obliczalna g : N x N — N
taka, ze Vo yen Wy = 0a(W)).

Wykazaé, ze istnieje totalna funkcja RAM-obliczalna g : N x N +— N
taka, ze Voyen Wyay = Wo ® W, gdzie A® B = {2k : k €
ayU{2k+1 : ke B}.

Wykazaé, ze istnieje totalna funkcja RAM-obliczalna g : N x N +— N
taka, ze V, yen Wg((Z:z,y) =FE, xE,.

Wykazaé, ze istnieje totalna funkcja RAM-obliczalna g : N x N +— N
taka, ze Vy yen Ey(zy) = B, UW,.

Wykazaé, ze nastepujace zbiory nie sa rekurencyjne.

(a) A={z e N : |W,| <N}
(b) A={xeN : W,=E,}.
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(¢c) A={x € N : E, jest zbiorem liczb parzystych}.
(d) A={zeN : 2001 € W,}.

(e) A={(z,y) € N* : z € E,}.
A={(z,y) € N* : E, =W,}.
(6) A={(x KN“HW<WH
(W) A={(z,y) € N2 : ¢, 0, —idn}.

OA:mw@em:mg@QM}
(j) A={z € N : E, nie jest rekurencyjny}.

)
)
)
(f)
)
)
)
)

10. Wykazac, ze nastepujace relacje sa czeSciowo rozstrzygalne.

(a) H(z,y) yeW, ANz € E
(b) H(z,y) & W, NE, #0
(c) H(z,y) < ¢rody #0
(d) H(z,y,n) < ¢a(y) =n’

13 Program wyktadu

kod: PTO

Przedmiot: Podstawy teorii obliczalnosci

Rok: II rok

Specjalnosé: informatyka

Semestr: letni

Wyktadowca: dr Barbara Klunder

Wymiar godzin: 30 godz. wyktadu i 30 godz. ¢wiczen
Egzamin: po semestrze letnim

Program wyktadu

1. Metainformatyka i toria informatyki

(a) Metainformatyka: jej cele, charakter stawianych pytan i rodzaj
stosowanych metod.
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(b) Relacje z toria informatyki.
2. Funkcje obliczalne

(a) Algorytmy lub procedury obliczeniowe.
(b) Funkcje obliczalne i relacje rozstrzygalne w sensie ogdlnym.

(c) Kodowanie obiektéw skonczonych liczbami naturalnymi.
3. Funkcje RAM-obliczalne

(a) Maszyna z nieograniczong pamiecia.
(b) Predykaty i problemy obliczalne.

(¢) Generowanie funkcji obliczalnych: podstawianie, rekursja i mini-
malizacja.

4. Inne podejscia do obliczalnosci: Teza Churcha

(a) Funkcje czesciowo rekurencyjne (Godel, Kleene).
(b) Obliczalnosé w sensie Turinga.

(¢) Podstawowe dwa style programowania: imperatywny i deklaratywno-
funkcyjny.

(d) Teza Chucha i argumenty na jej rzecz.
5. Efektywne numeracje programow

(a) Numeracje programoéw i funkeji obliczalnych.

(b) Metoda diagonalizacji- przyktad funkcji, ktéra nie jest obliczalna.
6. Twierdzenie o parametryzacji i programy uniwersalne
7. Zbiory rekurencyjne

(a) Podstawowe wlasnosci.
(b) Twierdzenie Rice’a.

(c¢) Problemy nierozstrzygalne: problem stopu i pochodne.

8. Zbiory rekurencyjnie przeliczalne
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(a) Powiazania ze zbiorami rekurencyjnymi.
(b) m-sprowadzalno$¢ i sprowadzalno$¢ w sensie Turinga.

(c) Twierdzenie Rice’a-Shapiro.
9. Zlozonosé¢ obliczeniowa, przyktady miar zloZzonoSci.

10. Zlozonosé obliczeniowa maszyn Turinga: Klasy P i NP, pro-
blemy NP-zupelne.
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