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1 Wstep

Pierwsze twierdzenie o niezupelosci arytmetyki zostalo udowodnione
przez Kurta Godela w roku 1931[1]. Godel pokazal, ze pod pewnymi do-
datkowymi warunkami (w - niesprzecznosci) dowolna niesprzeczna teoria for-
malna zawierajaca arytmetyke musi by¢ niezupelna. Pézniejsze wyniki in-
nych matematykow ostabity zatozenia i uproscity dowdd tego twierdzenia.
W najmocniejszym wariancie mozna pokazac¢, ze dowolna niesprzeczna teo-
ria formalna zawierajaca arytmetyke jest nierozstrzygalna, a dodatkowo jesli
jest aksjomatyzowalna, to jest niezupetna.

Ztozonos¢ Kotmogorowa zostata wprowadzona przez rosyjskiego matema-
tyka Andreia Kolmogorowa w 1965 roku. Stuzy ona do charakteryzacji skon-
czonych obiektéw matematycznych przedstawionych jako ciagi binarne. Moz-
na ja intuicyjnie opisa¢ jako miare komplikacji obiektu. Im bardziej obiekt
jest skomplikowany, tym jego ztozonos¢ jest wieksza. Ztozonosé¢ Kotmogorowa
znalazta zastosowania w informatyce i rachunku prawdopodobienstwa.

Korzystajac ze ztozonosci Kolmogorowa mozna udowodni¢ pewng pro-
sta wersje pierwszego twierdzenia Godela. Mozna mianowicie pokazaé pewna
klase zdan nad jezykiem arytmetyki, ktére sa niezalezne od kazdej aksjoma-
tyzowalnej teorii zawierajacej arytmetyke. Pokazanie takich zdan dowodzi, ze
taka teoria jest teorig niezupetna. Ten ciekawy dowdd zostanie przedstawio-
ny po wprowadzeniu niezbednych definicji i udowodnieniu podstawowoych
twierdzen dotyczacych ztozonosci Kotmogorowa.

2 Zlozonosé Kolmogorowa

2.1 Definicje
Definicja 1 Wprowadza si¢ nastepujacy porzgdek na zbiorze {0, 1}*

<y e (2l <y V(2] = [yl A <icks y)

gdzie |x| jest dlugoscig stowa x, a <jers jest zwyklym porzqdkiem leksykogra-
ficznym.

W dalszej czesci, jezeli nie jest zaznaczone inaczej, to do poroéwnywania cig-
géw binarnych jest wykorzystywany ten porzadek.

Definicja 2 Maszyng Turinga M nazywamy siédemke uporzgdkowang:
M = (Q727F707q07AaF)
Gdzie:
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Q - zbior stanow

¥ C I - alfabet wejsciowy

I' - alfabet tasmy

Qo - stan poczgtkowy

AN el —X - znak spacji

F C Q - z2bior stanow koncowych

0:Q x F— QxI'x{L,R} - funkcja przejscia, ktéra moze byc¢ funkcjqg
czesciowq,

Sposob obliczania na Maszynie Turinga nie zostanie szczegdétowo opisany w
tej pracy. Po wiecej informacji na ten temat mozna sieggnaé¢ do [2]. W dalszych
rozwazaniach zaklada sie, ze ¥ = {0,1}, a ' ={0,1, A}

Definicja 3 Wprowadza sie nastepujgce kodowanie maszyny Turinga do cig-
gu binarnego:

Jezeli Q = {Ql, q2, ... aQTL}; qo = (gs, F = {q:'la Qigy oo v qit}; I' = {’71772773}
(1 to 0, v to 1, a v3 to AN), a {L,R} = {dy,ds}, to funkcje przejscia o
mozna opisac jako zbior przejsé:

U(qiu 7]) = (Qk7 1, dm)
1 zakodowac kazde takie przejscie jako cigg binarny:

110'10710%10'10™

Natomiast cigg binarny kodujgcy catg maszyne Turinga to:

0"10°10"10™1...10™

skonkatenowany ze wszystkimi przejSciami funkcji o. Poniewaz w zalezno-
sci od kolejnosci numeracyi stanéw 1 wystepowania przejsé w konkatenacyi
moze powstac wiele roznych ciggow binarnych opisujgcych tg samqg maszyne
Turinga jako jej opis wybiera sie nagmniejszy z tych ciggow.

Definicja 4 Wprowadza sie numeracje maszyn Turinga, wedtug kolejnosci
ich kodow wzgledem wczesniej wprowadzonego porzgdku na ciggach binar-
nych.

W tej numeracji maszyna M, jest maszyna o najmniejszym kodzie binarnym.
Ms to maszyna, ktora ma drugi w kolejnosci najmniejszy kod binarny, itd.
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Definicja 5 Majgc dang maszyne Turinga M dzialajgcg nad alfabetem {0,1}
i oznaczajgc M(x) funkcje czesciowq {0,1}* — {0,1}* okreslong przez ma-
szyne M definiuge sie ztozonosc Kotmogorowa na maszynie M jako

Ky (x) = min{y|: M(y) = «}
gdzie |y| jest dlugosciq ciggu y.
M (y) moze byé nieokreslone dla konkretnego y, gdyz maszyna M moze sie
nie zatrzymac dla wejscia y. Zbior {|y|: M (y) = x} moze by¢ zbiorem pustym
i nalezy przyjac, ze min()) = +oc.

Definicja 6 Maszyna Turinga M jest asymptotycznie niegorsza od maszyny
Turinga N jezeli istnieje stata c taka ze Ky(x) < Ky(x) + ¢ dla wszystkich
ciQgow T.

Definicja 7 Maszyna Turinga U jest asymptotycznie optymalna, jezeli jest
asymptotycznie niegorsza od kazdej maszyny Turinga M.

Definicja 8 Przez < a,b > oznacza sie cigg binarny reprezentujocy pare
uporzgdkowang (a,b) powstajgcy w nastepujgcy sposob: Kazdy bit reprezenta-
¢t a jest podwajany, wynik jest konkatenowany z ciggiem 01 ¢ z reprezentacjq

b.

Latwo zauwazy¢, ze z tak zakodowanej pary mozna odczytaé zar6wno pierw-
sza, jak i druga wspotrzedna, oraz ze zachodzi rownosc:

| <a,b>|=2-|a|+2+|b|
Twierdzenie 9 Istnieje asymptotycznie optymalna maszyna Turinga.

Dowéd: Oznaczmy przez U dowolng maszyne uniwersalng dziatajgcg na wpro-
wadzonym kodowaniu pary uporzedkowanej, czyli takq, Ze:

Vien: U(< i,z >) = M;(x)

Dla dowolnej maszyny Turinga M zachodzi M = M; dla pewnego i. Dla
kazdego skornczonego ciggu binarnego x zachodzi:

Ky (x) = Ky, (x) = min{ly|: Mi(y) = =} =
=min{| <i,y>|—2-i| —2: M;(y) =z} =
=min{| <i,y>|—2-|i| —2:U(< i,y >) =z} > Ky(x) —2-]i] —2
Zatem jezeli przyjmiemy jako ¢ = 2 - |i| + 2 to otrzymamy:
Ky(z) < Ky(z) +c

Czyli maszyna U jest asymptotycznie niegorsza od dowolnej maszyny M, co
oznacza zZe jest asymptotycznie optymalna. O
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Definicja 10 Zlozonosé Kolmogorowa ciggu x definiuje si¢ jako K(x) =
Ky () przy ustalonej maszynie asymptotycznie optymalnej U.

Wybér maszyny U jest dla definicji istotny tylko co do statej, wiec w dal-
szych rozwazaniach przyjmuje sie, ze naszg maszyna U jest dowolna maszyna
uniwersalna.

2.2 Podstawowe wlasnosci

Lemat 11 Istnieje stala c, taka ze dla kazdego skonczonego ciggu binarnego
x zachodzi:
K(z)<|z|+¢

Dowdd: Wystarczy skonstruowaé maszyne M o nastepujgcej wtasnosci: M(x) =
x. Wezmy jako M pierwszg w ciggu maszyn maszyne o tej wtasnosci. M = M,
dla pewnego i, a wiec:

Ve U(< i,z >) = M(x) =M(z) ==z
Wystarczy zatem przyjec jako ¢ = 2 - logst + 2, gdyz mamy wtedy:
min{|y|:U(y) =z} < | <i,z>|=|z|+2 logi +2 = |z|+ ¢
O

Lemat 12 Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje cigg binarny x dlugosci n,
ktorego ztozonosé Kotmogorowa jest wieksza lub réwna n.

Dowéd: Dla dowodu nie wprost przyjmigmy, zZe istnieje taka liczba natural-
na n, Ze wszystkie ciggi binarne dlugosSci n majg ztozonosé Kotmogorowa
mniejszqg od n. Rozwaimy dwa zbiory:

X ={z:|z| =n}
Y ={y:lyl <n}

Zachodzi:
Veex: K(z) <n
K(z) = min{ly|:U(y) = =}
Zatem.:
(K(z) <n) — Jyey:Uly) =
Tak wiec:

X CcUx[Y]

A to jest niemozliwe, gdyz zbior X jest 2™ elementowy, a zbior Y jest 2™ — 1.
Zatem istnieje cigg binarny x diugosci n, ktorego ztozomo$é Kotmogorowa
jest wieksza lub rowna n. O
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W ten sam sposob mozna dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje
conajmniej 2"t + 1 ciggéw binarnych, ktérych ztozonosé Kotmogorowa jest
wieksza lub rowna n — 1.

3 Niezupelnosé arytmetyki

Definicja 13 Teorig formalng nazywamy dowolny zbior formutl elementar-
nych domkniety dedukcyjnie. Teorie nazywamy:

aksjomatyzowalng, jezeli zbiér formul (numeréw im odpowiadajgcych)
jest rekurencyjnie przeliczalny.

rozstrzygalng, jezeli zbiér formul (numeréw im odpowiadajgcych) jest
rekurencyjny.

niesprzeczng, jezeli dla kazdej formuly o bez zmiennych wolnych naj-
wyzej jedna z formut a lub —a nalezy do teorii.

zupetng, jezeli dla kazdej formuty o bez zmiennych wolnych conajmniej
jedna z formut a lub —a nalezy do teoria.

Twierdzenie 14 Dowolna niesprzeczna, aksjomatyzowalna teoria formalna
zawierajgca arytmetyke jest niezupetna.

Dowéd: Dowdd przebiega poprzez wskazanie nieskonczonej rodziny zdan nie-
zaleznych od tak okreslonej teorii. Mozna mianowicie pokazac, zZe tylko dla
skonczenie wielu statych c istnieje cigg x taki Ze formula "K(x) > ¢” jest
tunerdzeniem teorii.

Bedziemy korzystac z faktu, iz kazda aksjomatyzowalna teoria ma swdj enu-
merator, czyli takg maszyne M, ktora wypisuje na tasmie wszystkie twierdze-
nia teorii. Rozwazmy teraz maszyne N, ktora realizuje nastepujgcy algorytm:

1. Wezytaj liczbe naturalng c zapisang dwojkowo.

2. Przeglgdaj tasme wynikowq maszyny M, az do napotkania pierwszego
twierdzenia postaci K (x) > d, gdzie x jest dowolnym ciggiem binarnym,
a d jest liczbg naturalng wiekszq lub rowng c.

3. Wypisz cigg binarny x.

Zaktadajge dla dowodu nie wprost, Ze istnieje dla dowolnie duzych c formuta
postaci "K(x) > ¢” bedgca twierdzeniem teorii, petla z kroku 2 musi sie
zakonczyé. Zatem maszyna N dla dowolnej liczby naturalnej ¢ zwraca cigg x,
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o ktorym jako o pierwszym wiadomo w wyniku przeglgdania wyjsScia maszyny
M, ze jego ztozZono$é Kotmogorowa jest wieksza od c.

Dla pewnej liczby naturalnej i zachodzi: N = M;. Zatem dla kazdej liczby c
mamy zZe ztozono$é Kolmogorowa ciggu x = N(c) jest mniejsza lub réwna | <
i,¢ > |. Podsumowujgc mamy dwa oszacowania na ztozonosé Kolmogorowa
ciggu © = N(c):

K(z) > ¢

K(z) <|<i,e>|=2-|i|+24|c| = locac+d, gdzie stata d nie zalezy
od liczby c.

Stwierdzenie, ze dla dowolnie duzych ¢ maszyna N znajdzie cigg x, ktéry ma
spetniac obie te nierownosci prowadzi do sprzecznosci, gdyz dla wystarczajgco
duzej liczby ¢ musi zachodzié

c > logac+d

bez wzgledu na wielko$¢ statej d, ktora zalezy tylko od numeru maszyny N.
A w takim wypadku nie mogq zachodzi¢ obie nieréwnosci limitujgce K(x), co
dowodzi, Ze istnieje tylko skonczenie wiele statych c, dla ktorych istnieje cigg
binarny x taki Ze formula "K(z) > ¢” jest twierdzeniem teorii.

Na mocy lematu 12 mozna stwierdzic, Ze dla dowolnie duzej statej ¢ istnie-
ja ciggi binarne, ktore majq ztozonos¢ Kolmogorowa wiekszq niz c, ale tylko
dla skonczenie wielu ¢, mozemy udowodnic taki fakt o jakimkolwiek ciggu.
Zatem istniejg formuty, ktore sq niezalezne od rozwazanej teorii, co oznacza,
ze jest ona niezupetna. O

4 Zakonczenie

Korzystajac ze ztozonosci Kolmogorowa mozna otrzymac¢ dosé staba wer-
sje pierwszego twierdzenia Godla, ale uzyta metoda jest relatywnie tatwa.
Wynik mozna osiagnaé po zdefiniowaniu tylko kilku poje¢ i wykorzystaniu
podstawowych wiadomosci z teorii jezykéw formalnych i teorii obliczalnosci.
Ciekawym aspektem dowodu jest podanie konkretnych formul o wyraznej
tredci matematycznej, ktore sg niezalezne od systemu aksjomatycznego.
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