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Wyktady 9 i 10a. Wybrane modalne rachunki zdan.
Ujecie aksjomatyczne



Jezyk aletycznych modalnych rachunkow zdan

Przedstawimy tutaj pewne modalne logiki zdan poprzez konstrukcje odpo-
wiednich modalnych rachunkow zdan. Rachunki te bedg miaty postacC syste-
mow aksjomatycznych.

Aletyczne modalne rachunki zdan (dalej krotko: modalne rachunki
zdan, jeszcze krocej: MRZ) budujemy w jezyku, ktory jest rozszerze-
niem jezyka Klasycznego Rachunku Zdan.

Do alfabetu KRZ dodajemy dwa nowe spojniki/operatory modalne:

u (,jest konieczne, ze”)
¢ (,jest mozliwe, ze”)
otrzymujgc w ten sposob alfabet jezyka MRZ.

Wyrazeniem jezyka MR/Z jest kazdy skonczony ciag elementow al-
fabetu jezyka MRZ.

"Sensownie zbudowane” wyrazenia jezyka MRZ to oczywiscie
formuty tego jezyka.
Pojecie formuly jezyka MRZ definiujemy nastepujgco:



Jezyk aletycznych modalnych rachunkow zdan

Definicja 9.1.

(i) Kazda zmienna zdaniowa jest formutg jezyka MRZ.

(i) Jezeli A jest formutg jezyka MRZ, to wyrazenia majgce postac. —A,
QA, DA sg formutami jezyka MRZ.

(iii) Jezeli A, B sq formutami jezyka MRZ, to wyrazenia majgce postac:
(A —> B), (AAB), (Av B), (A< B) sg formutami jezyka MRZ.

(iv) Nie ma zadnych innych formut jezyka MRZ poza zmiennymi zda-
niowymi oraz tymi, ktore mozna utworzy¢ na mocy requt (ii) oraz (iii)
podanych wyzey.

Notacja: Podobnie jak w przypadku KR/Z, liter A, B, C, ..., ewentualnie z indek-
sami, uzywamy jako metajezykowych zmiennych reprezentujgcych formuty je-
zyka MRZ. Zamiast p4, p2, p3, Pa, p5 bede pisat p, q, r, s, t. Reguty dotyczace
opuszczania nawiaséw sg podobne do tych z KRZ; operatory modalne ¢, O
zachowujg sie z tego punktu widzenia podobnie jak negacja —.




Aksjomaty rachunkowozdaniowe

Kazdy z interesujgcych nas tu modalnych rachunkow zdan posiada
aksjomaty rachunkowozdaniowe oraz aksjomaty specyficzne.

Definicja 9.3. Aksjomat rachunkowozdaniowy to formuta jezyka MRZ po-
wstajgca z tautologii KRZ poprzez konsekwentne zastgpienie (wystepu-
jacych w tej tautologii) zmiennych zdaniowych formutami jezyka MRZ.

Zauwazmy, ze kazda tautologia KRZ jest aksjomatem rachunkowozdanio-
wym. Jednakze nie jest na odwrot. Przyktadowo, formuta:

Op A0Oq — Op

jest aksjomatem rachunkowozdaniowym, ale nie jest tautologia KRZ (z tego

powodu, ze nie jest ona w ogole formutg jezyka KRZ!). Podobnie formuta:
OpAq—0Op

elc.

Notacja: Zbior wszystkich aksjomatow rachunkowozdaniowych modalnego ra-

chunku zdan oznaczymy symbolem PC (od Propositional Calculus, tj. Rachunek

Zdan). Zamiast ,aksjomat rachunkowozdaniowy” bede dalej pisat ,PC-
aksjomat”.



Aksjomaty rachunkowozdaniowe

Dygresja 9.1. Z uwagi na petnos¢ KRZ, w definicji PC-aksjomatéw moglibysmy
rownie dobrze uzycC pojecia tezy KRZ zamiast pojecia tautologii KRZ. Wowczas
pojecie PC-aksjomatu statoby sie czysto syntaktyczne — as it should be. Przyje-
te rozwigzanie jest jednak po prostu wygodniejsze. Mozemy je przyjac dlatego,
ze dysponujemy efektywng metodg rozstrzygania, co jest tautologig KRZ — a od
aksjomatyki wymaga sie gtownie tego, aby istniata efektywna metoda rozstrzy-
gania, czy cos jest aksjomatem, czy tez nim nie jest.

Dygresja 9.2. Czasami charakteryzuje sie aksjomaty rachunkowozdaniowe (mo-
dalnego rachunku zdan) jeszcze inacze;j:

(a) poprzez przyjecie, ze sg nimi wszystkie aksjomaty wybranego systemu
aksjomatycznego KRZ (a systemow aksjomatycznych KRZ — petfnych, bo o ta-
kich tu mowa — jest, jak pamietamy, wiele) lub

(b) poprzez przyjecie, ze PC-aksjomatami sg wszystkie formuty jezyka MRZ
0 schematach wyznaczonych przez aksjomaty danego systemu aksjomatycz-
nego KRZ.

Jakkolwiek postgpimy, koricowy efekt bedzie jednak ten sam :)



Reguty inferencyjne: reguta odrywania

Modalne rachunki zdan, o ktorych bedzie tu mowa, réznig sie z uwa-
gi na aksjomaty specyficzne, natomiast majg one taki sam zestaw pier-
wotnych regut inferencyjnych (i PC-aksjomatow).

Pierwotne reguty inferencyjne to: regufta odrywania, reguta podsta-
wiania, requta Gbodla i requta zastepowania.

Reguta odrywania: Z dwoch formut, z ktérych pierwsza ma postac im-
plikacji A — B, a druga jest poprzednikiem tej implikacji, tj. formutg A,
wolno wyprowadzic¢ formute B, tj. nastepnik rozwazanej implikacji.

Schematycznie zapisujemy regute odrywania (krotko: RO) nastepujgco:

A—> B
A

B



Podstawianie

Operacje podstawiania formuty MRZ za zmienng zdaniowg do for-
muty MRZ definiujemy podobnie jak w przypadku KRZ.

Napis A[p;/B] skraca wyrazenie ,wynik podstawienia formuty B za zmienng
p; w formule A”.

Definicja 9.2.

P, gdy I # K
(1) pdpi/B] =

B, gdy i = k.

Jezeli A ma postac —C, to A[p;/B] = —=C[pi/B].

Jezeli A ma postac OC, to A[p;/B] = 0CJp;/B].

Jezeli A ma postac oC, to Al[p;/B] = aClp,/B].

Jezeli A ma postac (C — D), to Alp;/B] = (C[p;/B] — D|p;/B]).
Jezeli A ma postac (C A D), to Al[p;/B] = (C[p;/B] A D|p;/B]).
Jezeli A ma postac (C v D), to A[p;/B] = (C[p;/B] v D|p;/B]).
Jezeli A ma postac (C <> D), to Alp;/B] = (C[pi/B] <> D[pi/B]).
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Reguty inferencyjne: requta podstawiania

Reguta podstawiania: Z formuty A wolno wyprowadzi¢ formute powsta-
jacag z A poprzez podstawienie za zmienng zdaniowg p; formuty B.

Schematycznie regute podstawiania (dalej: RP) mozemy zapisa¢ naste-
pujaco:
A
Alpi /8]

Komentarz: RO i RP wystepujg tez w KRZ. W przypadku MRZ réznica polega na
tym, ze mamy do czynienia z ,bogatszym” jezykiem.

W praktyce, podobnie jak w przypadku KRZ, bedziemy stosowac pod-
stawianie jednoczesne; kazdg operacje takiego rodzaju mozna, jak
wiadomo, ,rozbi¢” na stosowanie ,kanonicznej’ RP, przy ewentualnym
przemianowywaniu zmiennych.



Reguty inferencyjne: requta Gbodla

Reguta Godla: Z formuty A wolno wyprowadzi¢ formute o postaci DA.

Regute Godla (krotko: RG) mozemy schematycznie zapisacC nastepu-
jaco:
A

OA

Regute Godla nazywa sie tez czasami requtg koniecznoSci.

Komentarz: Nie polecam stosowania reguty Godla we wnioskowaniach
dnia codziennego (przyktadowo, przejscie od Zenobiusz ziewa na wy-
ktadzie z logiki do Jest konieczne, ze Zenobiusz ziewa na wyktfadzie z
logiki nie musi byC przejsciem od prawdy do prawdy). Intuicja lezgca u
podstaw wprowadzenia RG jest inna: jesli tezg budowanej logiki modal-
nej jest A, to tezg jest tez OA — ta ostatnia formuta stwierdza explicite, ze

to, co jest tezg, jest tez, z tego witasnie powodu, konieczne. Reguty infe-
rencyjne w MRZ sg regutami budowania dowodow, a nie derywacji.




Dygresja: pojecie podformuty

Aby wprowadzi¢ kolejng regute, potrzebujemy pojecia podformuty. Intuicyj-
nie rzecz biorgc, podformutg danej formuty A jezyka sformalizowanego jest kaz-
dy ,fragment” formuty A, ktory sam jest formutg, a ponadto przyjmuje sie — z
pewnych powodow ,praktycznych” — ze A jest tez podformutg A.

W przypadku jezyka MRZ Scista definicja wyglada nastepujaco:

(i) formuta A jest podformutg formuty A;

(ii) jezeli formuta A ma posta¢ —B, lub posta¢ OB, lub postaé¢ 0B, to formuta

B jest podformutg formuty A;
(iii) jezeli formuta A ma postac (B — C), lub posta¢ (B A C), lub postac

(B v C), lub postac (B <> C), to formuty B i C sg podformutami formuty A;

(iv) jezeli formuta B jest podformutg formuty A, a formuta C jest podformutg
formuty B, to formuta C jest podformutg formuty A;

(v) nie ma zadnych innych podformut formuty A.
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Zastepowanie | requta zastepowania
Jak pamietamy, mozliwos¢ ¢ mozna zdefiniowaC¢ za pomocag ko-
niecznosci O i negacji —:
OA < df —O0—A

W zwigzku z tym formute postaci 0A mozna uwazac za skrét formuty
postaci —O0—A, a jesli tak, to - intuicyjnie rzecz biorgc - tam, gdzie mamy
formute postaci —O0—A, mozemy wpisac¢ formute 0A. Mowigc nieco bar-
dziej scisle, od formuty B, w ktorej na pewnym miejscu wystepuje pod-
formuta postaci —O0—A, mozemy przejs¢ do formuty réznigcej sie od B
tylko tym, ze na miejscu lub miejscach (niekoniecznie wszystkich!) wy-
stepowania (pod)formuty postaci —O0—-A wpiszemy OA. Operacje tego ro-
dzaju nazywamy zastepowaniem (definicyjnym). Wynik jej zastosowania
do formuty B z uwagi na formuty —0O—-A i OA zapiszemy schematycznie
jako:

B[-0-A /] 0A]

11



Zastepowanie | requta zastepowania

Uwaga dla purystow: Poniewaz zastepowanie nie musi dotyczyC kazdego wysta-
pienia (pod)formuty —O0—A, powyzszy napis nie wyznacza jednej formuty; w
pewnych przypadkach bedzie sie on odnosit do wielu formut.

Reguta zastepowania: Z formuty B, w ktorej wystepuje podformuta po-
staci —0—A, wolno wyprowadzic¢ formute B’, r6znigca sie od B tylko tym,
Ze na co najmniej jednym miejscu, na ktorym w B wystepuje podformuta
postaci —0—-A, w B’ wystgpi podformuta postaci OA.

Wprowadzong regute zastepowania, RZ, mozemy schematycznie za-
pisac nastepujaco:

B
B[—00—A /] OA]

12




Zastepowanie | requta zastepowania

Przykiad 9.1. Z PC-aksjomatu:
mozemy otrzymacC w jednym kroku, stosujgc RZ, kazdg z ponizszych
formut:

Op —> —0O—p

—O0—p — Op

Op = Op

Ostrzezenie: Nalezy pamietaé, ze zastepowanie ,dziata” inaczej niz podstawia-
nie. Stosujgc regute podstawiania, wpisujemy formute za zmienng zdaniowg
wszedzie tam, gdzie ta zmienna wystepowata w wyjsciowej formule. Natomiast
stosujac regute zastepowania, na miejsce podformuty o okreslonym ksztatcie
wpisujemy formute rdwnowazng jej definicyjnie, przy czym nie musimy — cho-
ciaz mozemy — dokonac tej operacji wszedzie tam, gdzie w wyjsciowej formule
wystepowata ,podmieniana” (pod)formuta.
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Reguta zastepowania

Dygresja: Regute zastepowania sformutowaliSmy tutaj w dos¢ ograniczonej post-
ci: zastepowanie jest mozliwe tylko z uwagi na podformuty postaci —0—-A. Gdy-
bysmy wprowadzili do jezyka spojnik Scistej implikacji =, to przyjmujac defini-

cje:
(A = B) &4 0(A > B)

moglibysmy okreslic odpowiednig regute zastepowania w taki sposob, aby
mozliwe byto (rowniez) wyprowadzanie formut postaci A = B. Szczegoty pozo-
stawiam Panstwu :)

Pozwole sobie tez przypomniec, ze istniejg systemy aksjomatyczne KRZ,
w ktorych operuje sie (odpowiednig) regutg zastepowania — zob. wyktad 12-13

kursu ,Logika I". Tym, co jest wprowadzane definicyjnie, sg spojniki definio-
walne w terminach spojnikow wystepujacych w aksjomatach.
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Aksjomaty specyficzne

Scharakteryzujemy teraz pewng grupe modalnych rachunkow zdan.
Bedg one wyznaczone przez nastepujgce aksjomaty specyficzne:

K:O(p - q) » (Op - Oq)
D: op — Op

T-Op—>p

B: p— 0O0p

4: Op —> OOp

E: Op —» 00p

15



Rachunek K

Rozpoczniemy od modalnej logiki zdan noszacej nazwe K (od
,Kripke”). Logike te scharakteryzujemy prezentujgc pewien system ak-
sfjomatyczny dla tej logiki. System ten bedziemy okreslac mianem
"rachunku K".

Dygresja (dla dociekliwych): zostanie wypowiedziana na wykfadzie :)

Aksjomaty rachunku K:
PC-aksjomaty

O(p — q) > (Op —> Oq) (aksjomat K)
(Pierwotne) reguty inferencyjne rachunku K:
RO: RP: RG: RZ:

A—B A A B

A A [p; IB] nA B[—00—A /] 0A]
B
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Rachunek K

Pojecie dowodu w rachunku K definiujemy standardowo:

Definicja 9.4. Dowodem formuty A w rachunku K nazywamy skonczony
cigg formut jezyka MRZ, ktorego ostatnim wyrazem jest formuta A, taki,
ze dowolna formuta bedgca jego wyrazem:

(1) jest aksjomatem rachunku K, lub

(2) powstaje z jakiego$ wczesniejszego wyrazu tego cigqu poprzez
zastosowanie reguty podstawiania RP, lub reguty Godla RG, lub
reguty zastepowania RZ, lub

(3) powstaje z jakichs wczesniejszych wyrazow tego ciggu
poprzez zastosowanie reguty odrywania RO.

Sformutowanie powyzszej definicji w wersji dla purystow pozosta-
wiam Panstwu :)

Definicja 9.5. Formufa A (jezyka MRZ) jest tezg rachunku K wtw formuta A
posiada co najmniej jeden dowod w rachunku K.

17




Rachunek K

Zauwazmy, ze — z powodow analogicznych, jak w przypadkach
KRZ i KRP — kazdy aksjomat rachunku K jest tezg tego rachunku.

To, ze formuta A jest tezg rachunku K, zapisujemy skrotowo naste-

pujaco:
Fk A

Prezentujgc dowody w rachunku K, przyjmujemy podobne konwen-
cje, jak w przypadku KRZ. Pragngc zaznaczyc¢, ze wykorzystujemy PC-
aksjomat, piszemy (,na marginesie”) AXpc.

Poniewaz rachunek K jest nadbudowany nad KRZ, w dowodach
mozemy korzystaC z wszystkich wtornych requt inferencyjnych, z kto-
rych wolno korzysta¢ budujgc dowody w KRZ. Istniejg jednak rowniez
pewne reguty wtorne, ktore sg specyficzne dla rachunku K (i modalnych
rachunkow zdan bedacych rozszerzeniami K). Warto zwréci¢ uwage na
dwie z nich:
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Dwie przydatne requty wtorne: requta reqularnosci

Reguta regularnosci:

RR:
A—>B

OA - OB

Przypuscmy bowiem, ze budujgc dowod dochodzimy do implikacji postaci:
A—->B

Teraz mozemy skorzystaé z RG, otrzymujac:

O0(A - B)
Nastepnie wprowadzamy odpowiednie podstawienie aksjomatu K:

0(A - B) > (0A - OB)

Korzystajac z RO, otrzymujemy:

(DA - OB)

19



Dwie przydatne reguty wtorne: reguta ekstensjonalnosci

Reguta ekstensjonalnosci:
RE:

Ao B
OA & OB

Dlaczego RE jest reguta wtérng? Popatrzmy:

i. A< B

i+1. (A< B)—> (A—- B) [AXpc]

i+2. A—> B [i+71,i RO]
i+3. OA —> OB [i+2 RR]
i+4. (A< B) > (B—> A) [AXpc]

i+5. B> A [i+4, i RO]
i+6. 0B —» OA [i+5 RR]

i+7. (DA - OB) » (OB > OA) > (LA <& OB)) [AXpc]

i+8. (0B —» OA) > (0OA <& OB) [i+7, i+3 RO]

i+9. OA < OB [i+8, i+6 RO]

20



Dowody w K

Podam teraz pewne przyktady dowodoéw w rachunku K. Dla uproszczenia
stosujemy podstawianie jednoczesne. W pierwszym przyktadzie skorzystamy
tez z regut wtérnych opartych na prawie

Sylogizmu hipotetycznego | prawie importacji  a takze reguty wtornej
RSH: RIMP: RD,,:

A—>B A— (B—- C) A—>B

B— C AAB—>C B—-> A

A->C Ao B

oraz z reguty (wtornej!) regularnosci RR. Przeksztatcenie ponizszego dowodu
w dowdd, w ktorym stosowane sg wytgcznie pierwotne reguty inferencyjne ra-
chunku K, pozostawiam Panstwu (jako zagadnienie egzaminacyjne ?) :)
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Przyktad 9.2. |k O(p A Q) <> Op A Oq

Dowody w K

T.pArq—>p [AXpc]
2.0(pAqg)—>0Op 1 RR]
3.pAQ—Qq [AXpc]
4. 0(p A Q) —> Oq 3 RR]
5. (O(pAq)—>0Op)—>(B(pAg)—>0Oq) > (O(PAQ)>OpADQ) [Axec]
6. (O(pAQq)—>0q9) > (O(p A Q) —>Op AOQ) 5,2 RO]
7.0(pAQ)— OpAOqQ 6,4 RO]
8.p—>(Q@—>pAQq) [AXpc]
9.0p—->0(g—>pArQ) 8 RR]
10. O(p - q) —> (Op > OQ) K]
11.0(@ > pAQ)— (0g - 0O(p AQ)) 10RP:p/q,q/pAq]
12. 0p - (g - 0(p A Q) 9, 11 RSH]

13.0p A0q > O(p A Q) 12 RIMP]

14. O(p A Q) & Op A OQ 7, 13 RD,,]
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Dowody w K

Przyktad 9.3. x O—p < —=0p
1. =P <> ——0U—p [Ach]
2. Omp <> —Op [1 RZ]

W kolejnym przyktadzie skorzystamy z reguty (wtérnej) ekstensjonalnosci RE:
Przyktad 9.4. |« O—p < —Op

1. ——P <> P :Ach]
3. (D_I_Ip <> Dp) —> (—||:|—|—|p <> —||:|p) :Ach]
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Dowody w K

Podobnie jak w przypadku KRZ, rowniez w rachunku K, budujgc dowody,
w praktyce korzystamy z tez uprzednio udowodnionych (jako ze kazdy taki
,(dowod” mozna przeksztatcic w dowdd lege artis, w ktorym jedynymi przestan-
kami sg aksjomaty).

Gdy korzystamy z przestanki bedacej tezg, na marginesie piszemy [Tezal].
Przyktad 9.5. fx Op & —0—p
1. 0—=p & —Op Teza]
2. (0—=p <> —0Op) = (Op <> —=0—p) [Axpc]
3. 0p <> —0—p 2, 1 RO]

Warto odnotowac, ze tezg systemu K jest rowniez formuta 0p <> —0O—p:

Przyktad 9.6. Fx Op <> —O—p
1. — =P <> =0—-P [Ach]
2. 0p <> ~O—p [1 RZ]

24



Dowody w K

Gdy mamy tezy o postaci rownowaznosci, mozemy od nich przejs¢ do tez
implikacyjnych, korzystajgc z nastepujgcych regut wtornych opartych na pra-
wach: (p < q) > (p —> g)oraz (p <> q) > (9 - p):

R*<—>/—> R**(—)/—)

Ao B Ao B
A—>B B> A

Mamy zatem m.in.:
k O(PA Q) > OpAOq

k OPp A Oq = 0O(P A Q)

Fx O—p — —0p Fx Op —> —0—p
-k —Op —> O—p Fk —0—p — Op
Fx O—p — —0p Fk Op > —0-p
Fk —Op —> O—p -k —=0—=p — Op

25



Dowody w K
W ponizszym dowodzie korzystamy z (wtérnej) reguty regularnosci RR:

Przyktad 9.7. |k Op v 0Og — O(p v q)

1.p>pvq [AXpc]
2.0p—> OV q) 1 RR]
3.g—>pvgq [AXpc]
4. 0g —> O(p v Q) 3 RR]

5.(Op—>0O(pvQ)—>(Og—>0D(pva)—>(Op Vv Og—>0O(pVQ))
6.(0g—>0(pvQ)—(Op Vv Oog—>0O(pvQ)
/.0p Vv Oqg—0OpvVvQg)

[AXpc]
5, 2 RO]J

6, 4 ROJ

Uwaga: Formuta odwrotna do wyzej rozwazanej (tj. O(p v q) — Op v 0OQq) nie
jest tezg rachunku K. Tak zresztg, intuicyjnie rzecz biorgc, powinno byc.

Nad intuicyjnoscig ponizszego faktu mozna jednak dyskutowac:

FAKT 9.1. Formuta op — Qp nie jest tezg rachunku K.

(Uzasadnienie przedstawimy pozniej). Powyzsza formuta jest jednak aksjoma-

tem kolejnego modalnego rachunku zdan, oznaczanego jako D.
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Rachunek D

Modalng logike zdan noszacqg nazwe D (od ,deontic”) mozna scharaktery-
zowac budujgc nastepujgcy system aksjomatyczny (podobnie jak poprzednio,
o systemie tym bedziemy dalej mowic krotko "rachunek D")

Aksjomaty rachunku D:
PC-aksjomaty

O(p — q) > (Op > Oq) (aksjomat K)

Op — Op (aksjomat D)
(Pierwotne) reguty inferencyjne rachunku D:
RO: RP: RG: RZ:
A—>B A A B
A A [pi /B] OA B[-0O-A /] 0A]

B
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Rachunek D

Mowigc ogolnie, D rozni sie od K obecnoscig aksjomatu D. Odpo-
wiednie pojecia metalogiczne dla rachunku D okreslamy analogicznie
jak w przypadku rachunku K. Napis:

Fp A
znaczy, ze formuta A (jezyka MRZ) jest tezg rachunku D.

Jest oczywiste, ze kazda teza rachunku K jest tez tezg rachunku D.
Nie jest jednak na odwrot. pewne formuty sg tezami rachunku D, ale nie
sg tezami rachunku K. Innymi stowy, D jest silniejszy od K.

Zachodzi (co uzasadnimy semantycznie pozniej):
FAKT 9.2. Formuta op — p nie jest tezg rachunku D.

Formuta ta jest jednak aksjomatem kolejnego modalnego rachunku
zdan, oznaczanego jako T.
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Rachunek T
Aksjomaty rachunku T:
PC-aksjomaty

O(p — q) > (Op > Oq) (aksjomat K)

Op —>p (aksjomat T)
(Pierwotne) reguty inferencyjne rachunku T:
RO: RP: RG: RZ:
A—>B A A B
A A [pi /B] DA B[-0-A /] 0A]
B

Pojecia metalogiczne okreslamy jak poprzednio. To, ze formuta A
jest tezg rachunku T zapisujemy: |1 A.
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Rachunek T

Pokazemy teraz, ze kazda teza rachunku D — a zatem takze ra-
chunku K — jest tezg rachunku T. W tym celu wystarczy udowodnic:

Twierdzenie 9.1. Formuta op — Op ma dowod w rachunku T.

Dowdd twierdzenia 9.1. Dowodem formuty Op — Op w rachunku T jest (m.in.)
nastepujacy ciag formut:

1.0p > p T]

3. (D_Ip —> —|p) —> (p —> —||:|—|p) :Ach]
4. p —> —0—p 3, 2 RO
5. p— Op 4 RZ]

6. (Op — p) = ((p = Op) — (Op — Op)) AXpc]
7. (b > Op)— (Op - Op) 6, 1 ROJ
8. 0p — Op 7, 5 ROJ
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Rachunki B, S4 | S5
Mozna pokazac, ze zadna z nastepujgcych formut:
p — O0p
Op — Oop
Op — Ol0p
nie jest tezg rachunku T.

Kolejne modalne rachunki zdan otrzymujemy poprzez rozszerzanie
aksjomatyki rachunku T o powyzsze formuty. Rachunki te oznaczamy
symbolami B, S4i S5.

W kazdym przypadku pojecia metalogiczne sg definiowane analo-
gicznie jak dla rachunku K. Napis |}, A, gdzie L jest nazwg rozwazane-
go rachunku, oznacza, ze formuta A jest tezg rachunku L.
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Rachunek B
Aksjomaty rachunku B:

PC-aksjomaty
O(p — q) > (Op > Oq) (aksjomat K)

Op —> p (aksjomat T)
p — Ofp (aksjomat B)
(Pierwotne) reguty inferencyjne rachunku B:
RO: RP: RG: RZ.
A—>B A A B
A A [pi /B] DA B[-0-A /] 0A]
B

Jest oczywiste, ze wszystkie tezy rachunkow K, D i T sg tez tezami
rachunku B. Nie jest jednak na odwrot: B jest silniejszy od K, D i T.
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Rachunek S4
Aksjomaty rachunku S4.

PC-aksjomaty

O(p — q) > (Op > Oq) (aksjomat K)
Op —> p (aksjomat T)
Op — Oadp (aksjomat 4)
(Pierwotne) reguty inferencyjne rachunku S4:
RO: RP: RG: RZ:
A->B A A B
A A [p; /B] OA B[—-0O—-A /] 0A]
B

Jest oczywiste, ze wszystkie tezy rachunkow K, D i T sg tez tezami
rachunku S4. Nie jest jednak na odwrot.

Natomiast zbiory tez rachunkoéw B i S4 krzyzujg sie.
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Rachunek S4

W rachunku S4 ,koniecznosC¢ koniecznosci” sprowadza sie do ko-
niecznosci, a ,mozliwos¢ mozliwosci” do mozliwosci. Popatrzmy:

Fs4 OOp <> Op
1.00—>p

2. 00p — dp
3. Op — OOp

4. oop <> ap

T]
1 RP: p/ op]
4]

2, 3RD,,]
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Fs4 O0p < Op
Op — OOp

NoO A WN =

9. 00p — Op
10.0p > p

12. (O—p > —p) >
13. p > =0O-p

14.p - Op
15. Op — O0p
16. O0p & Op

(Op — OOp) - (-O00p — —0p)
.—=O0p — —0Op

. =00-p > —0-p

.—00-p = Op

. <>—||:|—|p —> =00—-p
8. <><>p — —00—p

(p —> —=0-p)

4]

[AXpc]

2, 1 RO]

3 RP: p/ —p]
4 RZ]

Teza]

6 RP: p / O—p]
7 RZ]

8, 5 RSH]

T]

[10 RP: p / —p]
[AXpc]

12, 11 RO]

13 RZ]
14 RP: p / 0p]
9, 15 RD, ]

35



Rachunek S5
Aksjomaty rachunku S$:

PC-aksjomaty

O(p — q) > (Op > Oq) (aksjomat K)
Op —> p (aksjomat T)
Op — OOp (aksjomat E)
(Pierwotne) reguty inferencyjne rachunku S¥5:
RO: RP: RG: RZ:
A—>B A A B
A A [pi /B] CA B[-0O—-A /] 0A]
B

Jest oczywiste, ze wszystkie tezy rachunkow K, D i T sg tez tezami
rachunku S5, przy czym nie jest na odwrot.
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Rachunek S5

Pokazemy teraz, ze kazda teza rachunku B jest tezg rachunku S$&.
W tym celu wystarczy udowodnic:

Twierdzenie 9.2. Formuta p — o®p ma dowodd w rachunku S5.

Dowod twierdzenia 9.2. Dowodem formuty p — 00p w rachunku S5 jest:

1. 0p - O0p E]
2.0p0—>p T]

3. 0—-p > —p 2 RP: p / —p]
4. (O—p = —p) - (p > =0O—p) AXpc]

5.0 — —O—p 4, 3 RO]
6.0 Op 5 RZ]

7.0 > o00p 6, 1 RSH]

Dodajmy, ze istniejg tezy rachunku S§, ktore nie sg tezami rachun-
ku B. Tak wiec rachunek S5 jest silniejszy od rachunku B.
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Rachunek S5

Mozna udowodniC, ze kazda teza rachunku S4 jest tezg rachunku
S5. Mamy:

Twierdzenie 9.3. Formuta op — ogp ma dowod w rachunku S$6.

Dowod twierdzenia 9.3. Budujgc dowdd rozwazanej formuty w rachunku S5, sko-
rzystamy — dla uproszczenia — z dostepnych regut wtérnych (regutami takimi
sg m.in. wszystkie reguty wtorne, ktore wprowadzilismy dla KRZ i dla rachunku

K).

1. 0—p & —Op Tezal

2. O0—p <> O-0p 1 RE]

3. 0-p & —0p Tezal

4. O—-0p < =00p 3 RP: p/ Op]

5. (O0—p & O0-0p) = ((O-0p & =0Op) = (O0—p < —=0ap)) [AXpc]
6. (O—Op < —0Op) - (O0—p & =00p) 5, 2 ROJ
7. 00—p < =0Op 6, 4 ROJ

8. |:|<>—|p —> —|<>|:|p [7 R*_)]
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9. Op > O0p E]

10. O—p —» O0—p 9 RP: p/ —p]
11. 0—p — —O0p 10, 8 RSH]
12. (0—=p = =00p) = (0Oop = =0—p) [AXpc]

13. O0p — —0—p 12, 11 RO]
14. —O—p — Op Teza]

15. Orip — Op 13, 14 RSH]
16. O0Op — OOp 15 RR]

17. p — O0p Tezal]

18. Op — O0Op 17 RP: p / Op]
19. Op —» Oap (18, 16 RSH]

Widzimy, ze aksjomat 4 rachunku S4 jest dowodliwy w rachunku
S5, a zatem rachunek S4 jest zawarty w rachunku S5. Jednoczesnie
S5 jest silniejszy od S4, jako ze aksjomat E nie jest dowodliwy w S4.
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Rachunek S5

Aksjomatyzujgc modalng logike zdan S5, zamiast aksjomatu E mogliby-
sSmy rownie dobrze przyjac jako aksjomat formute 5:

—Up — U-0p

Mozna pokazac, ze powyzsza formuta jest dowodliwa w S5 przy podanej tu
aksjomatyzaciji, oraz ze aksjomat E jest dowodliwy w systemie aksjomatycz-
nym dla S5 z powyzszg formutg jako aksjomatem przyjetym na miejsce aksjo-
matu E. Pozostawiam to Panstwu jako ¢wiczenie.

System aksjomatyczny dla S5 mozemy rowniez budowac¢ poprzez dodanie
do aksjomatow rachunku S4 aksjomatu B, tj. formuty:

p — 0O0p

W takim systemie formuta (aksjomat) E bytaby dowodliwa; popatrzmy:
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1.p - o0p B]

2. 0p = o00p 1 RP: p/Op]
3.00p & Op ‘Teza] rachunku S4
4. 00p - Op 3 R*7]

5. 000p = o0p 4 RR]

6. 0p — O0p 2, 5 RSH]

Komentarz dotyczacy réznych sposobdéw charakteryzowania oméwionych mo-
dalnych rachunkéw zdan: zostanie podany na wyktadzie :)
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ZwigzKi zawierania zbiorow tez

Zwiazki zawierania miedzy zbiorami tez rozwazanych modalnych ra-
chunkéw zdan — a zatem rowniez miedzy wyznaczonymi/ formalizowa-
nymi przez te rachunki modalnymi logikami zdan! - przedstawia naste-
pujacy rysunek (strza’fkal symbolizuje inkluzje wiasciwg zbiorow tez):

K

:
;

B S4
S5
Zbiory tez rachunkow B i S4 krzyzujg sie.
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Przedstawione systemy aksjomatyczne modalnych logik zdaniowych majg
takie same zestawy (pierwotnych) regut inferencyjnych i PC-aksjomatow. Ak-
sjomatem specyficznym kazdego z nich jest aksjomat K. Systemy te roéznig sie

doborem aksjomatéw specyficznych z nastepujgcej listy:
D: op — Op
T.0p—->p
B:p— 0O0p
4: Op —> OOp

E: Op - ofp
Rozwazane modalne rachunki zdan mozemy krotko scharakteryzowac po-
przez wymienienie aksjomatow specyficznych:

K=K
D = KD
T=KT
B = KTB
S4=KT4

S5 = KTE = KTB4
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Normalne modalne logiki zdan
Jak widac, nie wyczerpalismy wszystkich mozliwosci.

Mozliwych kombinacji zawierajgcych aksjomat K jest 32, ale roznych mo-
dalnych logik zdan aksjomatyzowalnych za pomocag aksjomatoéw z podanej li-
sty (oraz aksjomatu K, przyjetych tu pierwotnych regut inferencyjnych i PC-
aksjomatow) jest tylko 15, gdyz czes¢ kombinacji daje rozne aksjomatyzacje
tych samych modalnych logik zdan, z uwagi na wzajemng dowodliwosc¢ niekto-
rych formut.

Dodajmy na zakonczenie, ze kazda z tych 15 modalnych logik zdan jest
tzw. normalng modalng logikg zdan, tzn. modalng logikg zdan zawiera aksjo-
mat K oraz domknietg z uwagi na regute Godla.

Normalne modalne logiki zdan uwazane sg za najwazniejsze modalne lo-
giki zdan.

Majg one tez bardzo intuicyjng semantyke. O tym jednak na nastepnym
wyktadzie.

Na ktory zapraszam :)
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