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Formalizacje pojecia obliczalnosci

Matematyczne modele algorytmu

>
>

vy

vvyy

>

>

Funkcje pierwotnie rekurencyjne — T.Skolem (1923)
Rachunek kombinatoréw — Schonfinkel (1924), Curry
(1930)

Rachunek lambda (A-rachunek) — A.Church (1932/33)
Funkcje (czesciowo) rekurencyjne — S.C.Kleene (1936)
Rachunek réwnan rekurencyjnych — K.Godel
wykorzystujac idee J.Herbranda (1936)

Maszyny Turinga — A.M.Turing (1936)

Systemy (produkcje) Posta — E.L.Post (1943)

Normalne algorytmy Markova — A.A.Markov (1951)
Maszyny z nieograniczonym rejestrami — J.C.Shepherdson,
H.E.Sturgis (1963)

Jezyk WHILE (z danymi w stylu jezyka LISP) — N.D.Jones
(1997)

i inne.
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Pierwsze wazniejsze twierdzenia, dotyczace obliczalnosci
O

Pierwsze wazniejsze twierdzenia, dotyczace obliczalnosci

>

Ackermann (1928) pokazal, ze istnieje funkcja intuicyjnie
obliczalna, ktora nie jest pierwotnie rekurencyjna.
Church i Kleene (1936) udowodnili réwnowaznosé funkcji
rekurencyjnych i A-obliczalnosci.

Church (1936) wysunat hipoteze, ze (nieformalne) pojecie
obliczalnos$ci mozna utozsamic z (formalnym) pojeciem
A-definiowalnodci.

Turing (1937) udowodnil réwnowaznosé obliczalnosci na
maszynach Turinga i A-obliczalnosci.

Turing (1937) wysunal hipoteze ze (nieformalne) pojecie
obliczalnosci mozna utozsamié¢ z (formalnym) pojeciem
obliczalnosci na maszynach Turinga.

Pézniej udowodniono réwnowaznos$é wszystkich
zaproponowanych do tej pory matematycznych modeli
algorytmu.
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Teza Churcha-Turinga

Teza Churcha [Churcha-Turingal.
Kazda funkcja obliczalna w nieformalnym sensie jest
A-definiowalna (rekurencyjna).
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Funkcje rekurencyjne

Operacja minimum

1. Operacja minimum. Niech f: N1 — N.
(um.f(x1,...,2n,m) =0) : N — N oznacza najmniejsza
liczbe m, dla ktorej zachodzi f(zy,...,z,,m) =01
f(z1,...,zn, k) jest zdefiniowana dla wszystkich & < m; w
przeciwnym razie wynik jest niezdefiniowany.

2. Operacja minimum ograniczonego. Niech f : N+l — N.

(um < z.f(z1,...,2n,m) =0) : N — N oznacza
najmniejszg liczbe m < z, dla ktérej zachodzi
flz1,...;2n,m) =01 f(z1,...,2n, k) jest zdefiniowana dla
wszystkich & < m; w przeciwnym razie wynik jest
niezdefiniowany.

3. Funkcjg numeryczng jest dowolna funkcja f : N — N dla
pewnego n.

4.7 % (4, 2,) dlaneN.
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Funkcje rekurencyjne
O

Funkcje bazowe

Definicja. Funkcje bazowe (poczatkowe):
1. Z(z) =0, dla kazdego  — funkcja zerujaca
2. S(z) =z + 1, dla kazdego  — funkcja nastepnika
(ang. succesor)

3. Ul(x1,...,7p) = x4, dla 1 < i < n — funkcja projekciji
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Funkcje rekurencyjne
O

Schematy tworzenia nowych funkcji I
Definicja. Niech A bedzie zbiorem funkcji numerycznych.
1. A jest zamkniety ze wzgledu na operacje superpozycyji
(sktadania funkcji), jesli dla wszystkich f zdefiniowanych
nastepujaco:

f('f) = g(hl(f)7 B hr(f»

gdzie g, h1,...,h. € A, zachodzi f € A.

2. A jest zamkniety ze wzgledu na operacje rekursji prostej,
jesli dla wszystkich f zdefiniowanych nastepujaco (druga
kolumna odnosi sie do przypadku & = ()):

{f(O,f) = 9(@), {f(O) —a, dlaaeN
f(S(n)7f) = h(na f(n’f)vf)v f(S(n)) = h(na f(n)),

gdzie g, h € A, zachodzi f € A.
A A P
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Funkcje rekurencyjne
.S S

Schematy tworzenia nowych funkcji IT

3. A jest zamkniety ze wzgledu na operacje minimum
efektywnego, jesli dla wszystkich f zdefiniowanych
nastepujaco:

f(@) = (pm.g(Z,m) = 0),
gdzie g € A i VZ.Im.g(¥,m) = 0, zachodzi f € A.

4. A jest zamkniety ze wzgledu na operacje minimum, jesli dla
wszystkich f zdefiniowanych nastepujaco:

f(@) = (pm.g(¥,m) = 0),

gdzie g € A, zachodzi f € A.
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Funkcje rekurencyjne

Klasa P funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Definicja. Klasa P funkcji pierwotnie rekurencyjnych jest

najmniejsza klasa funkcji numerycznych zawierajacych

wszystkie funkcje bazowe i zamknieta ze wzgledu na operacje
(i) superpozycji,

(i) rekursji prostej.
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Funkcje rekurencyjne

Klasy Ry i R funkcji ogolnie i czesciowo rekurencyjnych
Definicja. Klasa Ry funkcji (ogdlnie) rekurencyjnych jest
najmniejsza klasa funkcji numerycznych zawierajacych
wszystkie funkcje bazowe i zamknieta ze wzgledu na operacje

(i) superpozycji,
(ii) rekursji prostej,

(iil) minimum efektywnego.

Definicja. Klasa R funkcji czesciowo rekurencyjnych jest

najmniejsza klasa funkcji numerycznych zawierajacych

wszystkie funkcje bazowe i zamknieta ze wzgledu na operacje
(i) superpozycji,

(ii) rekursji prostej,

(iil) minimum.
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Dodawanie
Nieformalnie:
add(0,n) =n
add(m +1,n) = add(m,n) + 1
Formalnie:

{add(O, n) = Ul (n)
add(S(m),n) = h(m, add(m,n),n)

gdzie:
h(xl, 9, 1'3) = S(Ug(iﬂl, 9, $3))
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych
.S S

Poprzednik
Specyfikacja:

-1, dl
5(n) = n , an>0
0, dlan=20

Definicja (nieformalna):

Formalnie:

{5(0) =0
8(S(n)) = Uz (n,8(n))

Zostal tu zastosowany schemat rekursji prostej, w ktérym

7= ).
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Odejmowanie
Specyfikacja:

. m—n, dlam>n
m—n=
0, dlam<mn

Definicja (nieformalna):

{mQOZm
m — S(n) =6(m — n)

W tym i nastepnych przyktadach definicje funkcji beda podawane
nieformalnie, ale nalezy zdawaé sobie sprawe, ze jest to jedynie pewien
skrot notacyjny, ktory w razie potrzeby nalezy umie¢ zastapic
definicja w pelni formalna, zgodna z wprowdzonymi wyzej
schematami definiowania funkcji rekurencyjnych.
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Przyktady funkcji pierwotnie rekurencyjnych

Rozpoznawanie zera

Specyfikacje:

(n) 0, dlan=0 59(n) 1, dlan=0
sgln) = sagln) =

g 1, dan>o0 7 0, dlan>0
Definicje:

{Sg“’) Y sg(n) =1 sg(n)
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Funkcja Ackermanna

Funkcja Ackermanna

Funkcja A(m,n), zdefiniowana za pomoca nastepujacego uktadu
roéwnai, jest obliczalna:

A(0,n)=n+1
A(m+1,0) = A(m, 1)
Am+1,n+1)=A(m,A(m + 1,n))

Powyzsza definicja zawiera podwojna rekursje, ktora jest nieco
silniejsza, niz schemat rekursji prostej. Zauwazmy jednak, ze przy
kazdym wywotaniu rekurencyjnym jeden z argumentéw maleje, wiec
po skoriczonej ilosci wywolan obliczenia musza sie zakonczy¢.
Twierdzenie. Jesli f : N — N jest pierwotnie rekurencyjna, to
istnieje takie m, ze dla wszystkich n, f(n) < A(m,n), tzn. funkcja
Ackermanna asymptotycznie rosnie szybciej, niz jakakolwiek funkcja
pierwotnie rekurencyjna.

Mamy wiec nastepujace

Twierdzenie. P & Ry & R.
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Historia i niektore zastosowania rachunku lambda
e

» Rachunek lambda (A-rachunek) jest teoria funkcji rozumianych
konstruktywnie jako reguly obliczania, tj. przeksztalcania
argumentu w wynik.

» )\-rachunek zostal zaproponowany w latach trzydziestych
ubieglego wieku przez Alonzo Churcha jako czes¢ systemu
formalnego, stanowiacego alternatywna formalizacje podstaw
matematyki. Chociaz caly system okazal sie sprzeczny, nie
dotyczy to A-rachunku.

» Wezesniej, w latach dwudziestych, Moses Schonfinkel
zaproponowatl inng teorie funkcji, opartg na kombinatorach. W
latach trzydziestych Haskell Curry niezaleznie wprowadzit
kombinatory, rozszerzy! teorie Schonfinkela oraz pokazal, ze jest
ona réwnowazna rachunkowi lambda. Mniej wiecej w tym czasie
udowodniono rownowaznosé rachunku lambda, funkcji
rekurencyjnych i maszyn Turinga.
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Historia i niektore zastosowania rachunku lambda

» Pod koniec lat pieédziesiatych John McCarthy, zainspirowany
rachunkiem lambda, opracowal jezyk programowania LISP.

» We wczesnych latach szesédziesiatych Peter Landin pokazal, jak
mozna zinterpretowaé¢ Algol-60 w rachunku lambda. Opracowany
przez niego prototypowy jezyk ISWIM wywart wplyw na
projektantow zaréwno jezykow funkcjonalnych, jak i
imperatywnych.

» Wykorzystujac te rezultaty Christopher Strachey potozyt
podstawy semantyki denotacyjnej jezykéw programowania.
Techniczne problemy rozwigzal amerykanski logik Dana Scott,
opracowujac teorie dziedzin, ktora stanowi wazny rozdziat
informatyki teoretycznej.

» Curry i niezaleznie Howard zauwazyli odpowiednio$¢ miedzy
rachunkem lambda z typami a dowodami matematycznymi
(izomorfizm Curry’ego-Howarda).
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Historia i niektore zastosowania rachunku lambda
e

» Pod koniec lat siedemdziesiatych David Turner pokazal, ze
kombinatory réwniez moga by¢ uzywane jako efektywne kody
maszynowe dla programoéw funkcjonalnych.

» W latach osiemdziesiatych bardzo wiele uwagi poswiecono typom
w jezykach funkcyjnych, co wywarlto znaczny wplyw na
inzynieri¢ oprogramowania.

» W ten sposéb wywodzace sie z logiki matematycznej i stworzone
jeszcze przed skonstruowaniem pierwszych komputeréw rachunek
lambda i teoria kombinatoréw wywieraja coraz wiekszy wplyw
na wazne dziedziny informatyki, m.in. podstawy informatyki,
projektowanie i semantyke jezykoéw programowania, inzynierie
oprogramowania (specyfikacje, poprawnosé ...).
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Gramatyka i konwencje notacyjne

Gramatyka i konwencje notacyjne
Definicja. Zbior A-termdéw A definiuje sie przy uzyciu
nieskoriczonego, przeliczalnego zbioru zmiennych V = {v,v',v"”,...}
i dwoch podstawowych operacji — aplikacji i abstrakeji funkcyjne;j.
Viu=o |V
A==V ] (AA) | (AV.A)

Dla uproszczenia zapisu stosuje sie nastepujace konwencje notacyjne.
» Male litery (np. z,y,x1) oznaczaja zmienne.
» Wielkie litery (np. M, N, P) oznaczaja A-termy.

> Ay ...xn.M oznacza (Axy(Axa(... Az, (M))...))).
(Abstrakcja wiaze w prawo.)

> M ... M, oznacza (... (M Ms)...M,).
(Aplikacja wiaze w lewo.)
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Zmienne wolne i zwiazane
.S S

Zmienne wolne 1 zwigzane

Definicja. Zbior zmiennych wolnych termu M, oznaczany przez
FV (M), i zbior zmiennych zwigzanych, oznaczany przez BV (M),
definiuje sie przez indukcje po strukturze termu:

FV(z) = {z}
FV(MN) = FV(M)UFV(N)
FV(z.M) = FV(M)\ {z}

BV(z) =0
BV(MN) = BV(M)UBV(N)
BV(\x.M) = BV(M)U {z}

Przyktad. (\r.y T) (\y.z 7).
z: wolne wystapienie zmiennej z.
Z: zwiazane wystapienie zmiennej z.
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Zmienne wolne i zwiazane

Kombinatory

Term bez zmiennych wolnych nazywamy termem statym,
termem zamknietym lub kombinatorem (ang. ground term,
combinator).

Najbardziej znane i najczesciej uzywane sg kombinatory I, K, S.

Ax.x
K = \zy.x
S = \zyz.xz(yz)
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Zmienne wolne i zwiazane
.S S

Podstawienie za zmienna wolng

M = N oznacza tekstowa identycznosé terméw M i N z doktadnoscia
do zamiany nazw zmiennych zwiazanych.

Definicja. Wynik podstawiania N za wolne wystapienia zmiennej x
w termie M, oznaczany przez M|z := N| lub M[N/z], mozna
zdefiniowa¢ indukcyjnie przez:

ylz:=N] = {

(P Q)[z := N]

N, gdyy=z
Yy, edyy#x
(Plz := N])(Q[z := NJ)

Az.P, jesiy=x

Ay.(Plz := NJ), jesiyZzxziy¢ FV(N)

lub = ¢ FV(P)

jesliyZziye FV(N)

ix € FV(P), gdzie z jest dowolna
“Swieza” zmienna, tzn. z ¢ FV(N)U
BV(N)UFV(P) U BV(P)

(Ay.P)[z := N]

i
>
I3

!

<
I

&

"
[

=

Przyktlad.
My.z(Az.2y))[z = yz] = Mw.yz(Az.aw)
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Reguly wnioskowania

Reguty wnioskowania dla rachunku lambda I

(A.M) N

Mz ::N]ﬂ

—)\x.Mx — M77 gdy « ¢ FV (M)

N =M

— Refl

K =M = N

Trans
K =N

K =L M =

MonApp ——— MonAbs

KM =1L Ax.M = d\z.N
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Reguly wnioskowania

Reguty wnioskowania dla rachunku lambda IT

Powyzszy rachunek nosi nazwe rachunku An (lub Ag8n). Jesli
pominiemy regule (n), to otrzymamy teorie A (lub Af3). Jesli w
systemie A\ mozna wyprowadzi¢ rownosé¢ M = N, to piszemy
AFM=N.
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Reguly wnioskowania

Reguty wnioskowania dla rachunku lambda III

Przyktad. Dowod rownosci termow (Azy.x) (Az.2) i (Ax.z) (A\yz.z).
B

(Az.x) (\yz.2) = A\yz.z
(Azy.x) (Az.2) = Ayz.z Myz.z = (Az.x) (\yz.z)
(Azy.x) (Az.z) = (Az.x) (M\yz.2)

ans

W celu sformalizowania zamiany zmiennych zwiazanych Church
wprowadzil ponizsza regule (a) .

Ne M = Ay Mz —y ¢ &y ¢ FV(M)UBV(M)
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Reguly wnioskowania

Reguty wnioskowania dla rachunku lambda IV

Semantyka termoéw, rézniacych sie tylko zmiennymi zwiazanymi jest
identyczna, wiec zwykle regula («) przenoszona jest do metajezyka, a
termy w rachunku lambda rozwazane s z doktadnoscia do
a-kongruencji. Relacja rownowaznosci “~” jest kongruencja ze
wzgledu na f, jedli z x ~ y wynika f(z) ~ f(y).

My réwniez przyjmiemy taka konwencje.
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Semantyka operacyjna

Redukcje

W zbiorze lambda terméw A definuje sie relacje beta-redukcji jako
najmniejsza relacje —g (B-redukcja w jednym kroku lub kontrakcja)
taka, ze:

> (Az.M)N —3 Mz := N]

> jesli M —g N, to ZM —g ZN, MZ —g NZ oraz
(Az.M) —3 (Az.N).

Relacja 3-redukcji — g jest zwrotnym i przechodnim domknigciem
relacji —g.

Relacja 3-konwersji =g jest relacja rownowaznosci generowang przez
—)ﬁ,

Twierdzenie 1. A\ M =N & M =g N.

Dowaéd.

(=) Przez indukcje po strukturze drzewa wywodu.

(<) Przez indukeje po sposobie generowania relacji =g.
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Semantyka operacyjna
O

Postaé¢ normalna lambda termu [

Niech M € A.

» M jest w postaci S-normalnej (3-NF, ang. normal form), jesli nie
zawiera (-redeksu (ang. redex = reducible expression), tj.
podtermu (Az.P)Q.

> M jest w postaci Gn-normalnej (6n-NF), jesli nie zawiera (- ani
n-redeksu, tj. podtermow (A\x.P)Q ani \x.Px, gdzie x ¢ FV(P).

» M jest w czotowej postaci normalnej (HNF, ang. head-normal
form), jesli M = a1 ... 2, yNy ... Ny, dlam,n > 0.

> M jest w stabej czolowej postaci normalnej (WHNF, ang. weak
head-normal form), jesli M = Az.N lub M =yN; ... N, dla
m > 0.

» M ma R-NF, jesli IN.M = N i N jest w R-NF, gdzie R oznacza
dowolna redukcje.
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Semantyka operacyjna
O

Postaé normalna lambda termu 11

Przyklad. Az.((Ay.Az.fzy)z) nie jest w 5-NF, ani w HNF, jest w
WHNF.
Lemat 2. Niech M bedzie w 5-NF. Wowczas

M—sN=N=M

Dowdéd. Oczywisty, jedli —3 jest —3. Rezultat wynika z
przechodniosci.
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Strategie i grafy redukcji
.S S

Strategie redukeji 1

Zgodnie z powyzszymi definicjami lambda term moze zawieraé
kilka redeksow. Na przyktad term:

(Az.zyzz)((Az.2)w)

zawiera dwa [-redeksy (Azx.zyzx)((Az.z)w) oraz (Az.z)w. Mozna
przeprowadzaé kontrakcje redekséw zgodnie z wybrang strategia.
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Strategie i grafy redukcji
.S S

Strategie redukeji I1

» Redukcja normalna (ang. normal-order reduction, NOR)
polega na kontrakcji lewostronnego zewnetrznego redeksu,
tj. redeksu, ktoéry zaczyna sie najbardziej na lewo i nie jest
zawarty w zadnym innym redeksie.

» Redukcja aplikatywna (ang. applicative-order reduction,
AOR) polega na kontrakeji lewostronnego wewnetrznego
redeksu, tj. lewostronnego redeksu, nie zawierajacego
innych redekséow.

» Sa tez inne, mniej wazne strategie redukcji.

Term jest silnie normalizowalny, jesli kazda strategia redukcji
doprowadza do postaci normalnej.
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Strategie i grafy redukcji
.S S

Strategie redukeji 111

Ponizsze slogany utatwiaja zapamictanie istoty najwazniejszych
strategii redukcji.
» Redukcja normalna: wartosciuj kazdy argument tyle
razy, ile trzeba.
» Redukcja aplikatywna: wartosciuj kazdy argument
doktadnie raz.
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Strategie i grafy redukcji
.S S

Strategie redukcji — przyktady I

(Az.zyzz)((Az.2)w) — ((Az.2)w)y(
— wy((Az.2)w

Az.z)w)((Az.2)w)
((Az.2)w)
)

— wyw((Az.2)w

(
)
— Wwyww NOR

(Azr.zyzz)((Az.2)w) — (Az.zyzr)w
— wyww AOR
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Strategie i grafy redukcji

Strategie redukcji — przyktady II

Niech w = Az.zzx oraz ) = ww.

Q=ww = (\r.zz)(\xr.azr) — (Av.xx)(Az.ax) — ...
(Az.zzy)(Ar.xzxy) — (Ar.xzy)(Ar.xzy)y — ...
Az.y(Az.2))(ww) — y(Az.2) NOR
Az.y(Az.2))(ww) — (Az.y(Az.2))(ww) — ... AOR
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Strategie i grafy redukcji

Grafy redukeji

Definicja. Graf R-redukcji termu M (notacja Gr(M)) jest zbiorem
{NeA|M —-»r N}

ukierunkowanym relacja redukcji — . Jesli kilka redekséw powoduje
przeksztalcenie My —pr M, to tyle samo ukierunkowanych krawedzi
prowadzi od My do My w Gr(M)).

Przyktad.

Gp(Q), dla @ = (A\z.zx)(Az.zx) C 0

Ge(WWW), dla W = \zyayy  www «— (Ay.yyy) W

Il T

Ny Wyy)W " (\y.(Az.yz2)y)W
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Twierdzenie Churcha-Rossera

Twierdzenie Churcha-Rossera

Jesli M —3 Pi M —3 @, to dla pewnego N zachodzi P —3 N i
Q —p N.
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Twierdzenie Churcha-Rossera

Whioski z twierdzenia Churcha-Rossera [

Wnhiosek 1. Jesli M =3 N, to istnieje taki term L, ze M — L i
N — L.

Dowéd. Przez indukcje po sposobie generowania relacji =g.

‘Whiosek 2.

(i) Jesli M ma N jako B-NF, to M —3 N.

(ii) A-term ma co najwyzej jedng B-NF.

Dowaéd.

(i) Niech M =3 N, gdzie N jest 5-NF. Na podstawie Wniosku 1

M —g Li N —g L dla pewnego L. Woéwczas N = L na podstawie
Lematu 2, a wiec M —3 N.

(ii) Niech M ma N; i N jako 5-NF. Wowczas Ny =g M =g N. Na
podstawie Wniosku 1 N; -3 L i N3 g L dla pewnego L wiec

N; = L = N, na podstawie Lematu 2.
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Twierdzenie Churcha-Rossera

Whioski z twierdzenia Churcha-Rossera I1

Dalsze wnioski:

(1) A-rachunek jest niesprzeczny jako teoria réwnosciowa, tzn. nie
mozna w niej wyprowadzi¢ wszystkich réwnosci, np. A I/ true =
false, gdzie true = Azy.x i false = Axy.y. W przeciwnym razie true
=g false na podstawie Tw.1, co jest niemozliwe na podstawie
Whiosku 2(ii), poniewaz true i false sa roznymi 5-NF.

(2) W celu znalezienia S-NF termu M (jesli istnieje), rozne podtermy
termu M moga by¢ redukowane w dowolnej kolejnosci. Jesli redukcja
doprowadzi do 3-NF, to na podstawie Wniosku 2(ii) S-NF jest jedyna.
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Twierdzenie o standardyzacji

Twierdzenie o standardyzacji

Jesli term M ma postaé¢ normalng N to istnieje normalna
redukcja z M do N.
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Programowanie funkcyjne
.S S

Programowanie funkcyjne I

Jak widzieliémy, beta redukcja wymaga zmiany zmiennych zwiazanych
(stosujac a-konwersje) w przypadku konfliktu nazw zmiennych,
powodujacego zwigzanie zmiennej wolnej w wyniku redukcji, np.

Ae.(Ayz. + zy)r —g Az 2. + zz

Taka operacja jest jednak kosztowna i w jezykach funkcyjnych unika
sie jej, redukujac wyrazenia do stabej czolowej postaci normalnej
(WHNF). Powyzszy term jest juz w WHNF. Warto$ciowanie zostanie
przeprowadzone po zaaplikowaniu do argumentu, np.

(Az.(Ayz. + 2y)z)b —g (Ayz. + 2y)d —g Az. + x5
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Programowanie funkcyjne
O

Programowanie funkcyjne II

W jezykach funkcyjnych maja zastosowanie dwie strategie
warto$ciowania: wartosciowanie gorliwe (ang. eager evaluation) i
wartosciowanie leniwe (ang. lazy evaluation) , bedace sposobami
implementacji strategii AOR i NOR.

wartosciowanie gorliwe = AOR do WHNF

wartosciowanie leniwe = NOR do WHNF + wspotdzielenie +
leniwe konstruktory

Przy warto$ciowaniu leniwym kazdy argument funkcji jest wartosciowany co
najwyzej raz. Argumenty leniwych konstruktoréw nie sa wartosciowane.
Czasem stosuje sie strategie mieszane, np. wartosciowanie gorliwe -+
leniwe konstruktory. W OCamlu konstruktory sa gorliwe.

Jezyk funkeyjny mozna potraktowac¢ jak rachunek lambda (beztypowy
lub z typami) z dodanymi stalymi (z odpowiednimi regutami redukcji)
i duza iloscia ,Jukru syntaktyczego”.
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Zadania kontrolne

1. W ponizszym termie wskaz wszystkie beta-redeksy.

Az.z)(Ax.z)(Az.(A\z.2)2))

2. Przeprowadz normalizacje ponizszego termu. Zwroé uwage
na konieczno$é zmiany nazwy zmiennej zwigzanej.
(Az.zx)(Ayz.y2)

3. Przeprowadz normalizacje ponizszych terméw, jesli to
mozliwe. Pokaz wszystkie mozliwe Sciezki redukeji (w
postaci grafu redukcji).

(A\z.x)(A\z.2)
(Azx.y)(Az.2)
(A\z.xx)(A2.2)
(Az.(A\y.yx)z)(zw)

Az.z)(Ax.z)(Az.(A\z.2)2))

(

(

(

—~

Auv.w)((Az.xx)(Az.xx))
Az.xx)(Az.xx)
Az.xxy)(Az.zzy)
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Zadania kontrolne

4. Narysuj graf g-redukcji dla termu M M, gdzie
M = Mx.(\y.yy)x

5. Znajdz lambda termy, posiadajace ponizsze grafy
(B-redukcji.

a) b)

@

U
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Zadania kontrolne
e

6. Udowodnij, ze w rachunku lambda regule (n) mozna
zastapi¢ ponizsza regula ekstensjonalosci:
Mx = Nz
M = N
Pokaz, ze w Afn mozna wywies¢ regule (ext) jako regule
wtorna i odwrotnie, w A + (ext) mozna wywies¢ (n).

(ext) z ¢ FV(M)UFV(N)
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Zadania kontrolne
e

7. Pokaz, ze ponizsze funkcje sg pierwotnie rekurencyjne.
(a) m - n = iloczyn argumentow

b) m"™ = m do potegi n, gdzie 0¥ = 1

¢) min(m, n) = mniejszy z argumentow

d) max(m,n) = wiekszy z argumentow

e) ming(ni,...,nk)

) maxg(ni,...,ng)

g) |m — n| = wartos¢ bezwzgledna roznicy
h) n!

i) m % n = reszta z dzielenia m przez n (gdzie m%0 = m)
j) [m/n] = czes¢ catkowita ilorazu (gdzie [m/0] = 0)
Dla wszystkich wartosci argumentéw zachodzi zwykty
zwiazek m = |m/n| + m%n.
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Zadania kontrolne

8. Udowodnij, ze funkcja

. {o, gdy k=0
Zf(”vx)—{ FO,2)+ -+ f(k—1,7), gdy k>0

n<k
jest pierwotnie rekurencyjna (przy zalozeniu, ze f jest pierwotnie
rekurencyjna).

9. Udowodnij, ze klasa funkcji pierwotnie rekurencyjnych jest
zamknieta ze wzgledu na definicje warunkowe

(@), gy Fa(@)
f@ = P 2y Ro(2)
him (Z), gdy R,,(Z)

gdzie h; i funkcje charakterystyczne relacji R; (1 <i < m) sa
pierwotnie rekurencyjne, a relacje R;(n, ) wykluczaja sie
wzajemnie oraz wyczerpuja wszelkie mozliwosci.
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