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Jezyk rachunku predykatow | rzedu
First Order Logic (FOL)

A=Z0FOPUOSUI{(), ,}

A - alfabet symboli

Z - zmienne X4, Xy, ...

F - n-argumentowe symbole funkcyjne

P - n-argumentowe symbole predykatowe
S - symbole logiczne {-~, [0, [, =, O, O, [}

nad A budujemy wyrazenia: termy, formuty
atomowe, formuty




Zbior termow T, jest najmniejszym zbiorem
Definicje spetniajacym.

Kazdy skonczony cigg znakow jezyka rachunku
predykatow nazywamy wyrazeniem tego jezyka.

(i) Wszystkie zmienne indywiduowe x, oraz wszystkie
nazwy indywidualne a;, sg termami (albo formutami
nazwowymi) jezyka rachunku predykatow.

(if) Jezeli a4, a,, ..., a, sg dowolnymi termami, to
wyrazenie F "(a,, d,, ..., ) jest rowniez termem.

(iii) Nie ma innych termow (jezyka rachunku predykatow)
procz zmiennych indywiduowych, nazw
indywidualnych i tych termow, ktore mozna
skonstruowac wedle reguty (ii).




Definicje

Dane wyrazenie jest formutg zdaniowg atomowg
wtedy i tylko wtedy, gdy ma ono postac P, "(a,,

d,, ..., 0.), gdzie a,, a,, ..., a, sg dowolnymi
termami.




Zbior formut zdaniowych jest najmniejszym
Definicje zbiorem spetniajacym.

(i) Kazda formuta zdaniowa atomowa jest formutg zdaniowa.

(i) Jezeli A jest dowolng formutg zdaniowa, to wyrazenia
= (A), Ix (A), X (A), sg rowniez formutami zdaniowymi.

(iii) Jezeli Ai B sg dowolnymi formutami zdaniowymi, to
wyrazenia ALB, ALB, ALl B, A<= B, sg rowniez formutami
zdaniowymi.

(iv) Nie ma innych formut zdaniowych (jezyka rachunku
predykatow), procz tych, ktére mozna utworzy¢ wedle

regut (i)-(iii).




Definicje

Wyrazenie A w dowolnej formule zdaniowej o postaci [Ix; (A)
lub o postaci [x; (A) nazywamy zasiegiem odpowiedniego
kwantyfikatora.

Zmienna x; wystepujgca na danym miejscu w formule
zdaniowej A jest na tym miejscu zwigzana, jezeli jest ona
podpisana pod ktoryms z kwantyfikatorow lub tez znajduje sie
w zasiegu kwantyfikatora, pod ktorym podpisana jest rowniez
zmienna X.

Jezeli zmienna x;, wystepujgca na danym miejscu w formule
zdaniowej A nie jest na tym miejscu zwigzana, to mowimy, ze
jest ona na tym miejscu wolna w A.




Definicje

Mowimy, ze x; jest zmienng wolng w A wtedy i tylko wtedy,
gdy przynajmniej na jednym miejscu zmienna ta jest
wolna w A.

Formuty zdaniowe nie zawierajgce zadnych zmiennych
wolnych nazywamy zdaniami (jezyka rachunku
predykatow).




Przyktady

Niech A={X, +, 1,2, = 0SS U{(, ), ,}

Termy: X, 1,2, X+1, lub +(X,1)
Formuty atomowe: X=X, 1+2=X(lub =(X, X)

Formuty zdaniowe: X=X, X=101=X
X

Zdania: 1+2=2+1




Dopasowanie wyrazenia rachunku
predykatow do wzorca

Mowimy, ze term a jest podstawialny za zmienng x; do
formuty zdaniowej A wtedy i tylko wtedy, gdy zmienna x; nie
lezy w A jako wolna w zasiegu zadnego kwantyfikatora
wigzgcego ktorags ze zmiennych wystepujacych w a.

Dane sg dwa wyrazenia rachunku predykatow bedace
formutami atomowymi. Jedng z nich nazwijmy wzorcem.

Czy mozna znalez¢ takie podstawienie termow za
zmienne wzorca, w efekcie ktorego obydwa wyrazenia
uzyskajg identyczng postac?




¢ — przed wywotaniem
mdge]ol=o[U]r=WM L= (ei gl Procedury jest zbiorem pustym

(A) Jesli wzorzec | wyrazenie dopasowywane sg
iIdentyczne, to koniec - wynikiem jest znalezione
dotychczas podstawienie ¢,

(B) w przeciwnym przypadku, niech [i,, t,[ lbedzie parg
niezgodng,

(C) jesli t, jest zmienng, to podstaw {t,/t;} do wzorca, zbuduj
potaczenie ¢ z {t,/t,} i wywotaj procedure ,match” z tymi
wartosciami,

(D) jesli t; nie jest zmienng, to koniec - wyrazenie nie
pasuje do wzorca.




Czy wyrazenie 1+2=1 pasuje do
Przyktad wzorca X=X ?

Budujemy drzewa rozbioru sktadniowego obu wyrazen.
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Czy wyrazenie 1+2=1 pasuje do
Przyktad wzorca X=X ?

Przeszukujemy jednoczesnie oba drzewa w tym samym porzadku
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Czy wyrazenie 1+2=1 pasuje do
Przyktad wzorca X=X ?

Znajdujemy pare wierzchotkow o réznych etykietach; wierzchotki te stanowig
korzenie procedur bedacych parg niezgodng
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Czy wyrazenie 1+2=1 pasuje do
Przyktad wzorca X=X ?

Dokonujemy podstawienia {1+2/X} do wzorca otrzymujac ¢ = {1+2/X}




Czy wyrazenie 1+2=1 pasuje do
Przyktad wzorca X=X ?

Nastepng parg niezgodng jest (1+2, 1L]zgodnie z punktem D procedury
,match” nie mozna dopasowac 1+2=1 do wzorca X=X.
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Sktadanie podstawien

Podstawienia pokrywajg sie, jezeli:

(1) zawierajg te samg zmienng, na ktorg nastepuje
podstawienie, np. ¢, = {a/X} i ¢, = {b/X}.

(2) zawierajg te samg zmienng, przy czym, jedno zastepuje
te zmienng, a w drugim wystepuje ona w termie po lewej
stronie znaku zastgpienia, np. ¢, = {g(Y)/X} i ¢, = {b/Y}.

Jezeli podstawienia nie pokrywajg sie, to ztozeniem
podstawien jest suma mnogosciowa tych podstawien.




Procedura ,combine” sktadania podstawien

Dane sg podstawienia 0 ¢

(A) zastgp kazdg pare s/X w podstawieniu 6 przez s¢/X
(przez s¢ oznaczamy zastosowanie podstawien ¢ do
termu s), uzyskasz w ten sposob podstawienie 6’;

(B) usun z podstawienia ¢ kazdag t/Y taka, ze podstawienie
0’ zawiera pare s/Y, uzyskasz podstawienie ¢’;

(C) utworz sume mnogosciowg podstawien 6" i ¢'.

Procedura ,combine” ma algebraiczng wtasnosc tgcznosci,
ale nie jest przemienna.




Przyktady

0 = {a/X, g(a)/Y} ¢ = {a/Z} 0=0i¢ =0

Y = {a/X, g(a)Y, alZ}

0 = {g(Y)/X, b/Z} ¢ = {alY}
9’ = {g(Y){alY¥X, b/Z} = {g(a)/X, b/Z}
¢’ ={alY}

W ={g(a)/X, b/Z, alY}




Unifikacja

Niech wyrazenie X = b bedzie wzorcem.

Czy mozna dopasowac do niego wyrazeniea =Y ?




Unifikacja
Niech wyrazenie X = b bedzie wzorcem.

Czy mozna dopasowac do niego wyrazeniea =Y ?
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biY nie mozna dopasowac




Unifikacja

Jezeli dopuscimy mozliwosc¢ podstawiania termow za
zmienne w obu wyrazeniach (A nie tylko we wzorcu), to
mozna doprowadzi¢ do ujednolicenia (uzgodnienia)
powyzszych wyrazen.

Unifikacja jest algorytmem wyznaczajgcym
podstawienia potrzebne do uzgodnienia dwoch
wyrazen rachunku predykatow.




Zasady unifikacji

» wszystkie zmienne muszg wystepowac pod
kwantyfikatorem ogolnym,

« Zzmienne wystepujgce pod kwantyfikatorem szczegotowym:
« usuwamy kwantyfikator i zastepujemy X statg Skolema,
np. X X?+2X+1=0) ac+2a+1=0
* jezeli kwantyfikator jest zdominowany, to X zastepujemy
funkcjg Skolema,
np. JAOBOC X AX2+BX+C=0
AX(A, B,C)?+BX(A,B,C)+C=0

* Nie mozna za zmienng podstawiC wyrazenia zawierajgcego
te zmienna,

* podstawienie nalezy wykonac we wszystkich wystgpieniach
zmienne|.
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e ¢ — przed wywotaniem
Algorytm ,unify procedury jest zbiorem pustym

(A) jezeli wyrazenia sg identyczne, to koniec - wynikiem
jest uzyskane podstawienie ¢,

(B) niech [, t,[Ibedzie parg niezgodna,

(C) jesli t, jest zmienng, to podstaw {t,/t,;} do obu wyrazen,
ztoz ¢ z {t,/t,} i wywotaj procedure ,unify” z tymi
wartosciami,

(D) jesli t, jest zmienng, to podstaw {t,/t,} do obu wyrazen,
ztoz ¢ z {t,/t,} i wywotaj procedure ,unify” z tymi
wartosciami,

(E) jesli nie zachodzi ani (C) ani (D), to koniec - wyrazen
nie mozna uzgodnic.




Unifikacja

parents X(father X)(mother bill) parents bill(father bill)Y

parents

father




Unifikacja

X(father X)(mother bill)

bill(father bill)Y




Unifikacja

(father X)(mother bill)

(father bill)Y

IX/bill}




Unifikacja

(father )(mother bill)

(father bill)Y

IX/bill}




Unifikacja

bill)(mother bill)

bill)Y

IX/bill}




Unifikacja

(mother bill)

Y

IX/bill}




Unifikacja

{X/bill, Y/(mother bill)}




Unifikacja

parents bill(father bill)(mother bill)

parents bill(father bill)(mother bill)

X/bill, Y/(mother bill)}




Ztozenie unifikatorow

Jezeli s | § sg zbiorami podstawien, to ztozenie s's
otrzymuje sie stosujgc podstawienia s do elementow s’ |

dodajgc wynik do s.
s ={YIX, ZIW}, s = {ZIV}

Podstawienia s do elementow s”. {W/V}

Dodanie wyniku do s: s’s = {Y/X, ZIW, W/V}

Ztozenie unifikatorow jest tgczne, ale nie jest przemienne!

s ={YIX, ZIW}, s’ = {ZIV}
Podstawienia s’ do elementow s: {Y/X, VIW}

Dodanie wyniku do s’ ss’ = {Z/V, YIX, VIW}




Najogolniejszy unifikator

Jezeli g jest najogolniejszym unifikatorem wyrazen E, to
dla dowolnego s bedacego unifikatorem tego zbioru
wyrazen, istnieje unifikator s’, taki ze Es = Egs’, gdzie gs’
oznacza ztozenie unifikatorow g i s’.

s = {Xlfred, Y/fred}
E ={p(X), p(Y)} Es = {p(fred), p(fred)}

g={XIZ Y/Z}
E ={p(X), p(Y)} Eg = {p(£), p(£)}

s’ = {Z/fred}
Eg ={p(4), p(4)} Egs’ = {p(fred), p(fred)}

Procedura ,unify” znajduje najogolniejszy unifikator pary wyrazen.




Interpretacja jezyka FOL

Kazdej zmiennej ze zbioru Z mozna przypisac wartosc z

pewnego zbioru, kazdemu n-argumentowemu symbolowi
funkcyjnemu przypisujemy n-argumentowgq funkcje, a n-

argumentowemu symbolowi predykatu n-arng relacje.

Funkcja interpretujgca termy i formuty (funkcja semantyki)
FOL wyznacza ich wartosci przy zatozeniu pewnego
systemu interpretacji (np. systemu relacyjnego).

Formuta jest spetnialna, jezeli istnieje taka interpretacja |
takie przypisanie zmiennym wartosci, dla ktorych formuta
uzyskuje wartos¢ ,prawda’.

Formuta jest prawdziwa (jest tautologig), jesli jest
spetnialna dla kazdej interpretacji.




Interpretacja jezyka FOL

O danegj interpretacji mowimy, ze jest modelem formuty
jesli dla kazdego wartosciowania zmiennych przy tej
interpretacji formuta przyjmuje wartosc¢ ,prawda”.

Reguta wnioskowania postM hipoteza
H

C «— konkluzje

jest poprawna, gdy kazda interpretacja formut H i C, ktora
jest modelem H jest rowniez modelem C; méwimy, ze C
jest logiczng konsekwencjg H, co zapisujemy H [ C,

Dowodem nazywamy sekwencje formut, z ktérych kazda
jest albo aksjomatem albo zostata wywiedziona z
wczesniejszych formut po zastosowaniu reguty
wnioskowania.




Interpretacja jezyka FOL

Jesli formuta a jest dowiedlna (posiada dowaod), to
nazywamy jg twierdzeniem (co zapisujemy [3 Q).

Z twierdzenia o petnosci dla FOL (K. Godel) wynika, ze
formuta jest dowiedlna wtedy i tylko wtedy, gdy jest
prawdziwa, dzieki czemu problem stwierdzenia
prawdziwosci formuty sprowadza sie do znalezienia jej
dowodu, ktorego konstrukcja jest operacjg czysto
sktadniowg (tekstowgq), a wiec stosunkowo tatwo
poddajaca sie automatyzaciji.

Dowodzenie twierdzen w FOL ogranicza wtasnosc
czesciowej rozstrzygalnosci tej logiki, tzn. nie istnieje
automatyczna procedura rozstrzygajaca, czy dana
formuta jest twierdzeniem, czy tez nie, jednakze istnieje
procedura znajdujgca dowaod, jesli formuta jest dowiedIna.




Interpretacja jezyka FOL

Jedng z metod automatycznego dowodzenia twierdzen w
FOL, przy wykorzystaniu metody ,nie wprost” jest odkryta
w roku 1965 przez J. B. Robinson tzw. zasada rezolucji,

oparta na jednej regule wnioskowania zwanej regutg
rezolucji.

Dowod metodg rezolucji wymaga sprowadzenia
wszystkich formut do ,normalnej postaci klauzulowej”.




Okreslenia

» Literat dodatni
» Literat uiemny
> a oraz °d

» Klauzula Horna

formula atomowa
negacja formuly atomowe]

klauzule komplementarne

dysjunkcja (alternatywa) literatow,
zawierajaca co najwyzej jeden literat
dodatni




Formuty w postaci normalne;

Spojniki LI, < zamieniamy na rownowazne
L L=

Wszystkie kwantyfikatory umieszcza sie na
poczatku formuty, a nastepnie usuwa
(skolemizacja)

Przyktad:

OX (R(Z) OP(X))|0 (Y Q(X,Y))
07 X ~R(Z) O-P(X) 00OY Q(X,Y)
Y 0Z OX (=R(Z) 0-P(X) OQ(X,Y))




Formuty w postaci koniunkcyjnej

Formuta jest koniunkcjg alternatyw literatow
etap1:--AOA -(AOB)O-A0O-B
- (AOB)O -~ AO-B
etap2: AO(BOC)I (AUB)O(AOC)
(BOC)OAO (BOA)I(C OA)

Przyktad:

- (P(X) U Q(X,Y))

1R(Z)

(-P(X) O-Q(X,Y)) OR(Z)
= (P(X) OR(2)) B (-Q(X,Y) OR(2))




Formuty w postaci klauzulowej

Formute w postaci koniunkcyjnej zamieniamy
na zbior formut (z przemianowaniem
zmiennych)

Przyktad:
= (P(X) OR(2)) O (-Q(X,Y) OR(2))
{= (P(X) OR(2)), (-Q(X,,Y) OR(Z,))




Dowod metodg nie wprost

Zatozenie o niesprzecznosci teorii

Zatem dodanie zdania, ktore nie jest
prawdziwe powoduje powstanie
sprzecznosci w rozwazanym zbiorze zdan

Szukamy tej sprzecznosci
Co bedzie jezeli nie ma sprzecznosci?




Rezolucja binarna

C'\/P' ] C"\/P"
(CvC")p

P’ i P” sg literatami komplementarnymi po zastosowaniu
unifikacji, przy wykorzystaniu podstawienia ¢.




Klauzule w postaci Kowalskiego

Klauzule postaci

P, 0-P,0...0-P,,0Q, 0Q, ... 0Q,
mozna przepisac do:

P, 0P, 0...0P,0 Q,U0Q, ... 0Q,
zwanej postacig Kowalskiego.

Reguta rezolucji przyjmuje postac:

H' 0 COP,OP,0...0P |
' OP, 0P, 0...0P. 0 C } preestank
(H OH' O C' 0C") rezolwenta




Teoria przemijania
A1. die(X) L -man(X)
A2. man(sokrates)

Tw. o Sokratesie: die(sokrates)

Dowod: 1. zaprzeczenie tezy:
Z1.- die(sokrates)

2. na podstawie reguty podstawiania: (X/sokrates)
A1’. die(sokrates) L1 -man(sokrates)

3. rezolucja Z1 oraz AT
Z2. -~man(sokrates)

4. rezolucja A2 | Z2 powoduje wygenerowanie
klauzuli pustej, co konczy dowaod.




Dowod metodg rezolucji

1. PrzeksztatC przestanki lub aksjomaty w forme
Klauzul.

2. Dodaj do zbioru aksjomatow zaprzeczenie
twierdzenia, ktore ma byC udowodnione.

3. Wygeneruj nowe klauzule wynikajgce z tego
Zbioru.

4. Znajdz sprzecznosc generujac pustg klauzule.

5. Warunki uzyte do wygenerowania pustej
kKlauzuli sg tymi, w ktorych zaprzeczenie celu

jest prawdziwe.




Implementacja dowodzenia metodg rezoluciji

Wybor klauzuli poczatkowe]
zbior minimalnie niespetnialny,
wybor celu (jesli jest twierdzeniem).
Wybor literatu aktywnego

jest dowolny (wszystkie literaty muszg by¢ usuniete),

sztywna zasada (pierwszy od lewej) nie wptywa na
zupetnosc strateqii liniowej, drzewo poszukiwan
Znacznie sie upraszcza.




Implementacja dowodzenia metodg rezoluciji

Wybor klauzuli

przeszukiwanie w gtgb (DFS) - nie jest zupetna
dowod nie musi byC najkrotszy,

przeszukiwanie wszerz (BFS) - zupetna, ale
nieefektywna,

przeszukiwanie heurystyczne (np. dtugosc klauzuli),

przeszukiwanie w gtgb z ograniczong gtebokoscig
(CB-DFS: consecutively bounded DFS).




Rezolucja w PROLOGU

Zbiory klauzul Horna mozna traktowac jak
iInstrukcje jezyka programowania, a program
dowodzacy, bazujacy na liniowej,
uporzadkowanej rezolucji ze strategig DFS -
jako interpreter tego jezyka.

Wigzania zmiennych, powstajgce w trakcie
unifikacji mozna traktowac jak reprezentacje
wynikow obliczen.

ldea ,programowania w logice” pochodzi od

R.Kowalskiego. Rozwijali jg A.Colmerauer,
L.Pereira, D.Warren i inni.




Cechy rezolucji prologowe;j:

realizacja strategii DFS za pomocg nawracania, w
sytuacji, gdy dalszy wywod nie jest mozliwy
(backtracking on failure),

unifikacja bez testu wystgpienia (occurence check)
- przyspieszenie obliczen, nieskonczone drzewa
jako struktury danych,

sterowanie przebiegiem obliczen: odciecie (cut) i
wymuszenie nawrotu (fail)




Przyktad

— append(nil, List, List)
append(Tail, List, Res) -

append(cons(Head, Tail), List, cons(Head, Res)

— append([], List, List).

append([H/T], List, [H/Res]) :- append(T, List, Res).




append([one, thing], [and, another], Result)
{cons(one, Result’/Result}
append([thing], [and, another], Result’)

{cons(thing, Result”/Result’}

append(nil, [and, another], Result”)

{cons([and, another]/Result™}




