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Wydaje mi sig, ze elementem Kultury matematyezne) jest takze Swiadomosc srodkow jakieh sig uzywa. Nie jest moim zdaniem
dobrym obyezajem uzywanie ,czego popadnie”. Byleby tylko ,wyszto", byleby uzyska¢ wynik. Nie jest przeciez  punktu widzenia
kultury obojgtne, ezy nos wyeiera si¢ chusteezkg, czy rekawem, cho¢ W obu wypadkach cel zostanie osiggniety. Tak samo tez nie
jost, jak mi si¢ wydaje, obojetne, Z punktu widzenia kultury matematyka, ezy dia dowodu np. hipotezy Fermata konieezne jest
uzycie metod poza arytmetyeznyeh, czy nie. Mowige inacze], nawet jezeli dowod Wilesa wspomniane] hipotezy jest poprawny, to
nalezy zastanowié si¢ jednak, czy da si¢ ona wykaza¢ metodami arytmetyeznymi. Moze si¢ bowiem okazac, ze jest ona niezalezna
od powszeehnie przyjete] aksjomatyki arytmetyki liezb naturalnyeh zwanej arytmetykg Peano. Wowezas zastanowic sig trzeba bedzie,
jakich dodatkowyeh aksjomatow nalezy do aksjomatyki te] dodac, aby juz z nich hipoteza ta byta wyprowadzaina. Zawsze mozna
dotozy@ nig samg, ale nie 0 to przeciez chodzi. Chodzi 0 zasade Prostszg, chot przeciez logicznie silnie]szg. Wowezas jednak zagadnienie
hipotezy Fermata staje si¢ bardzie] zagadnieniem natury lingwistyeznej, niz matematyeznej.

1. Swiadomos¢ ograniczen — aksjomatyzacja.

Dowody W matematyee stuzg nam jako srodek przekonywania innyeh (ehoC tez | siebie) o prawdziwosel swoich taz. Nie wszystkie
metody sg tu jednak dopuszezalne (nie akceptujemy chocby okiadania sig pigseiami, albo wrozenia z fusow). Ograniczamy sig do
metod logieznyeh, gazie prawdziwose przestanek implikuje niezbicie 1 W sposob oczywisty prawdziwose wnioskow. Proces ten zwie sig
wnioskowaniem. Aby jednak wnioskowac, potrzeba przestanek pierwotnych — aksjomatow.

2. Swiadomos¢ ograniczen — niezupetno$é.

By moc komunikowae sie, jezyk, Ktorego uzywamy musi by¢ zrozumiaty dla innyeh. A zatem symbole, kiorymi si¢ postugujemy
muszg, bye mozliwe do rozpoznania. Wasnose tg zwiemy rozstrzygainoseiy) jgzyka. Podobnie, by moe wiarygodnie argumentowac,
rozpznawalne muszg, bye aksjomaty, KLorymi sie postugujemy. Mowimy wowezas o rekurencyjnej aksjomatyzowainosei teorii. Jak sig
okazalo za sprawg A. Churcha, (2], Rossera [L1], & pozniej Mostowskiego | Tarskiego, (9], Jesli tylko przyjmiemy prawdziwosc Kilku
(tak - Kilku - & dokiadnie] siedmiu) fakiow arytmetyeznyeh, 1o okaze sig, Zo pewne rozstrzygnigeia pozostang poza moziiwoseiami
naszego poznania. Okaze si¢ wowezas, ze dla pewnyeh zdan nie bedziemy w stanie stwierdzie czy one sg prawdziwe, czy Tatszywe.
MOowimy wowezas o niezupetnosei systemu.

3. Swiadomoé¢ Srodkéw — Twierdzenia Goodsteina i Parisa.

Zgodnie 7 7asady:  krytyka tak, ale konstruktywna", ezas podac jakies przykiady twierdzen niedowodiiwyeh w pewnej teorii, echoc
7 nig niesprzecznyeh. Oczywiscie istnienie takich zdan gwarantujg nam twierdzenia Godla 0 niezupetnosei (p. [5]). Cheiatoby sig jednak
z0baczy¢ przykiady konkretnyeh” zdaf tego rodzaju. W teorii mnogosel takimi zdaniami sg, jak wiadomo, tzw. hipoteza continuum
(kazdy nieprzeliczalny zbior liezb rzeezywistyeh jest mocy continuumy albo pewnik wyboru (produkt rodziny zbiorow niepustyen jest
niepusty). Do mniej ehyba znanyeh zaliezyC nalezy zdanie stwierdzajace istnienie tzw. proste] Susling (nie iZomorficznego z prosty
rzeczywisty, liniowego porzadku gestego, zupetnego W sensie Dedekinda bez konca 1 poczatku, W kiorym nie ma nieprzeliczalinyeh

parami rozigeznyeh rodzin przedziatow) i szereg innyeh (p. {6]). Trudnie] juz o przykiady konkretnyeh” zdan arytmatyeznyeh, kioryeh

prawdziwose W PA dowiesc niesposob. Plerwszym z nich jest twz. twierdzenie Goodsteina (p. [1]). Nieeh ag =4 bedzie dowolng,
liezbg naturaing i niech ag = 2"0 4271 4. .+ 2™+ bedzie Jej rozwinigeiem dwojkowym. Nastepnie, rozwinmy dwojkowo wyktadniki
1ego rozwinigeia, nastepnie wyktadniki rozwiniqeia tyeh wyktadnikow itd. Kiedys to si¢ musi skonczye. Wiedy zamienmy we wszystkieh
tyeh rozwinigeiach liezbe 2 na liezg 3 T odejmijmy od powstate] w ten sposob z ag liezby jedynke, & Wynik rozwijmy a;. Postgpmy tak
$amo Jak Z ag 7 \iezbg aq, tyle, Z¢ rozwijad jg bedziemy przy podstawie 3, ktorg zastapimy czworky, dostajac ao. Kontynuujge ten
proces W nieskonczono§e zwigkszajae W kazdym kroku podstawg rozwinigeia o jeden dostajemy nieskonczony cigg liezhb naturainych
an,n = 0,1,2,.... Cigg ten wydaje si¢ szybko rosngc. Fakt ten, zwany wiasnie twierdzeniem Goodsteing, jest jednak w PA
niedowodliwy. Wykazali 1o Kirby i Paris.



Innym przyktadem zdania niedowodliwego w PA, cho¢ prawdziwego w modelu standardowym jest nastepujgea modymkaeja
twierdzenia Ramseya: Dla dowolnyeh naturalnyen e, &, 7 istnieje taka liezba naturalng M, 7¢ dia dowolnego rozbicia r—elementowego
P rodziny wszystkieh e-elemaentowyeh podzbiorow zbioru {1, ..., M} istnieje co najmnie) k-elementowy zbior H C {1,..., M},
ktorego Wszystkie e-elementowe podzbiory sg w jednym elemencie rozbicla P 1 ponadto card(H) > min(H ). Nietrudno postugujac
sig 1zw. lematem Koniga wykazac, ze zdanie to jest prawdziwe w modelu standardowym. Jak wykazat jednak Paris (p. [10}), zdanie to
implikuje niesprzeeznose arytmetyki Peano, co w mys! 11-go twierdzenia Godla o niezupetnosel, 0znacza, 7e nie Moze ono by¢ dowodliwe
W PA, chyba, 7e ta ostatnia jest sprzeezna. By moze hipoteza Fermata tez jest jednym z fakich zdan?

4. Swiadomos¢ ograniczer (a moze sukcesu) — nierozstrzygalnos¢.

Moze wiasnie sukeesem nalezy nazwac fakt, ze wyniki Godla o niezupetnosel mozna wzmocenic. Teoria Peano, oraz kazde jej
rekurencyjne rozszerzenie jest nierozstrzygaine. Jest £o w istoeie wzmoenienie poprzedniego wyniku, gayz, teorie zupaine i rekurencyj-
nie przeliczaine sg rozstrzygaine. Niekonieceznie, zas rekurencyjnie przeliczaine rozstrzygaine teorie sg zupeine (wezmy cehocby teorig
liniowego porzadku - rozstrzygaina (Enrenfeucht, (3] 1 Laucnli & Leonard, [7]), cho¢ ma nietrywiaine rozszerzenia). Tak tez nieroz-
strzygaina jest teoria pierscient (Mostowski & Tarski [9]), ezy nawet teoria grup (Tarski, [9]). Chociaz teoria grup przemiennyceh juz
rozstrzygaina jest (W. Szmielew, [13]). OczywiScie, nierozstrzygaina jest teoria mnogosei Zermeto-Frankia (Tarski, [15]). Geometria w
standardowyen jej odmianaeh: absolutng, euklidesowa, Botyai-t.obaczewskiego, jest rozstrzygalna (p. Schwabhauser, Tarski & Szmie-
lew, [12]). Wynika to tatwo z twierdzenia Tarskiego o rozstrzygalinosei elementarnej arytmetyki liezb rzeezywistyen ({15]) poprzez
sprowadzenie zagadnien geometrycznyen do zadan natury algebraiezne). Geometria rzutowa rozstrzygaing nie jest (p. Murawski, 8]).

Dlaczego nierozstrzygalnose co wazniejszyeh teoril mozna uznac za sukees? Ano dlatego, Ze 0znacza ong, ze roboty nasze nie da
si¢ Zautomatyzowac. Nasza praca jest istotnie tworeza. W tym miejseu Wazna uwaga: praca matematyka nie polega na wypisywaniu
prawdziwyeh twierdzen z ich dowodami - praca matematyka, to rozstrzyganie, czy twierdzenia sg prawdziwe. Pierwsza z tyeh ezynnosel
jest bowiem automatyzowalng, druga wiasnie widac — nie! Swiadomose tego, to tez element Kultury matematyeznej.

5. Swiadomos¢ $rodkéw — elementarnosé.

ZWr0CiC 1rzaba Uwage, 7o elemaentarnose (W sensie logieznymy rozwazanyeh powyzej teorii ma tu wiele do powiedzenia. Rezygnujae
Znie}, ezyli dopuszezajge Mozliwose kwantynkacji Zbiorow, wigkszosc ze wspomnianyeh teorii rozstrzygalnyeh staje sie nierozstrzygaina.
W przypadku geometrii mozna by to sformutowac nastepujaeo: O ile wiasnosel punktow i prostyeh sy moziiwe do rozstrzygnieeia, to

Wiasnosel Zbiorow Z tyeh obieKLOW utworzonyeh rozstrzygac sie nie da.

Czy whagnie dlatego ograniczamy si¢ do teorii elementarnyeh? Nie, ale juz zupetnie inng historia.

6. Swiadomo$¢ ograniczen — ztozonos$¢ obliczeniowa.

Nawet jednak W odniesieniu do teoril rozstrzygalnyeh nie musimy si¢ martwi¢ swojg bezuzytaeznosely. ,Swiaterkiem w tu-
nelu" okazuje sig¢ tutaj ztozonoS¢ procedur rozstrzygajgeyeh. Nawet W przypadku stosunkowo prostyeh feorii ¢zas oczekiwania na
rozstrzygnigeia dowodliwosel weale niedtugiego zdania moze wielokrotnie przekroezyd €zas istnienia wszeenswiata. Tak np. arytmetyka
Presburgera, czyli teoria samego dodawania liezb naturalnyeh ma 7tozonost co najmniej 27, dla pewnej state] ¢ > 0, a teoria
samego mnozenia liezb naturainyeh ma z0zonose co najmnie] 227, dia pewnego ¢ > 0 (p- Fisher & Rabin [4]). Teoria zbiorow
uporzgdkowanyeh lintowo ma z10zonos¢ F'(n, [dn]), dla pewnego d > 0, gdzie F' zdefiniowana [est Nastepujaeymi Wzorami rekuren-
eyjymi F(n, 1) = 27, F(n,m + 1) = 2F0™) 5 € w. Pytanie, ezy istnie]g rozstrzygaine teorie o ,sensowne]” ztozonosel

obliczeniowe] jest do dzi§ nierozstrzygnigte | tgezy sig ze stynnym zagadnieniem P = NP (p. Murawski (8).

als als Al

00. Swiadomo$¢ ograniczen — niedefiniowalno$¢ prawdy.

No dobrze, ale Jak to jest ,naprawde”. Co to jednak znaczy ,naprawde"? Klasyezna definicja prawdy Arystotelesa: "sad ,S" jest
prawdziwy, jezell jest S.", wymaga, aby istniata [akas rzeezywistose, do Ktore] nasz jezyk sig odnost. A jesli nie ma takiej rzeezywistosei?
Jazeli cata matematyka 1o jedynie Wytwor naszej wyobrazni? To co WOWeZas 0znacza ,prawdziwy"? Jak twierdzi Tarski [14] zadna
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sensowna proba odpowiedzi na to pytanie nie jest mozliwa. \Wszelkie formalizacje terminu ,prawdziwy" prowadzg bowiem, wediug
nlego, predze], ezy poznie| do sprzecznosel, czego niejakim potwierdzeniem sg wyniki Godla (5.
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