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Streszczenie

W niniejszej notatce jest przedstawiony drobiazgowy dowód faktu, »e

funkcja Ackermanna nie jest prymitywnie rekurencyjna. Jest równie»

pokazany zwodniczy lemat, na podstawie którego mo»na natychmiast

uzyska¢ powy»sze twierdzenie, lecz samego lematu nie da si¦ udowod-

ni¢ przez indukcj¦, co jest równie» wykazane w niniejszej pracy.

Wst¦p

Niniejsze opracowanie zawiera szczegóªowy dowód nast¦puj¡cego twierdzenia:

Twierdzenie 1 Funkcja Ackermanna zadana wzorem

A(0, y) = 1,

A(1, 0) = 2,

A(x, 0) = x + 2 dla x > 2,

A(x + 1, y + 1) = A
(
A(x, y + 1), y

)
.

nie jest prymitywnie rekurencyjna.

Dowód ten jest uzupeªnieniem do ¢wicze« do wykªadu dra hab. Mar-
ka Zaionca pt. Teoria programowania, które autor miaª przyjemno±¢ pro-
wadzi¢ w Instytucie Informatyki Uniwersytetu Jagiello«skiego w roku akad.
2000/2001.

Dla kompletno±ci wywodu poni»ej jest podana pokrótce de�nicja klasy
funkcji prymitywnie rekurencyjnych.

De�nicja 2 Klasa funkcji prymitywnie rekurencyjnych to najmniejsza klasa
funkcji prowadz¡cych z Nn dla pewnego n ∈ N w zbiór liczb naturalnych, która
zawiera funkcje zerowe: z(x1, . . . , xn) = 0, rzutowania: In

k (x1, . . . , xn) = xk,
funkcj¦ nast¦pnika: f(x) = x + 1 oraz jest zamkni¦ta ze wzgl¦du na operacj¦
skªadania oraz schemat rekursji prostej (zob. te» dowód Lematu 3).
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Ewentualny czytelnik niniejszej notatki powinien wiedzie¢, »e funkcja Ac-
keramanna jest funkcj¡ rekursywn¡ (oraz co to znaczy). Jest to zatem przy-
kªad funkcji, która jest rekursywna, ale nie prymitywnie rekurencyjna, co
dowodzi, »e klasa funkcji rekursywnych jest istotnie wi¦ksza ni» klasa funkcji
prymitywnie rekurencyjnych.

Dowód Twierdzenia

Dowód Twierdzenia 1 jest oparty na nast¦puj¡cym lemacie, który mówi, »e
funkcja Ackermanna ro±nie szybciej ni» dowolna funkcja prymitywnie reku-
rencyjna:

Lemat 3 Dla dowolnej funkcji prymitywnie rekurencyjnej f istniej¡ takie
staªe nf , xf ∈ N, »e

∀x > xf max{f(x1, . . . , xn) | x1, . . . , xn 6 x} < A(x, nf ).

Ponadto w dowodzie Twierdzenia 1 (oraz w innych dowodach) wykorzystuje
si¦ nast¦puj¡c¡ prost¡ wªasno±¢ funkcji Ackermanna:

Wªasno±¢ 4 Funkcja Ackermanna jest niemalej¡ca ze wzgl¦du na pierwsz¡
i ze wzgl¦du na drug¡ zmienn¡.

Korzystaj¡c z Lematu 3 oraz z Wªasno±ci 4, które s¡ wykazane dalej, mo»na
ju» udowodni¢, »e funkcja Ackermanna nie jest prymitywnie rekurencyjna.

Dowód Twierdzenia 1 Nie wprost. Gdyby funkcja Ackermanna A byªa
prymitywnie rekurencyjna, to na mocy Lematu 3 istniaªyby takie staªe nA

i xA, »e
∀x > xA max{A(x1, x2) | x1, x2 6 x} < A(x, nA).

We¹my x > max{xA, nA}. Wtedy z lewej strony w±ród liczb branych do
maksimum jest m.in. A(x, x), które musiaªoby by¢ mniejsze od A(x, nA),
a to przeczyªoby monotoniczno±ci funkcji Ackermanna ze wzgl¦du na drug¡
zmienn¡ (zob. Wªasno±¢ 4). Dowód Twierdzenia 1 jest wi¦c zako«czony. 2

Pozostaªe dowody

Zanim przyst¡pimy do dalszych dowodów, wyka»emy, »e warto±¢ funkcji
Ackermanna jest zawsze silnie wi¦ksza od jej pierwszego argumentu.

Obserwacja 5 Dla dowolnych x, y ∈ N mamy A(x, y) > x + 1.
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Dowód Obserwacji 5 Indukcyjnie ze wzgl¦du na y. Dla y = 0 wprost
z de�nicji funkcji Ackermanna mamy

A(x, y) =

{
x + 1, je»eli x = 0, 1,

x + 2 > x + 1, je»eli x > 2.

Zaªó»my teraz, »e dowodzona nierówno±¢ jest prawdziwa dla pewnego y ∈ N.
Wyka»emy, »e jest tak równie» dla y +1. W tym celu zauwa»my najpierw, »e

A(x, y + 1) > A(0, y + 1) + x.

Rzeczywi±cie, dla x = 0 jest to trywialne, a w przypadku x > 0, korzystaj¡c
ze wzoru na A i z zaªo»enia indukcyjnego, otrzymujemy

A(x, y + 1) = A
(
A(x− 1, y + 1), y

)
> A(x− 1, y + 1) + 1

i powtarzaj¡c ten proces �wyci¡gania jedynki z x na koniec� tak dªugo, a» x
zostanie wyzerowane (tj. x razy), uzyskujemy

A(x, y + 1) > A(0, y + 1) + x = 1 + x,

co ko«czy indukcyjny dowód Obserwacji 5. 2

DowódWªasno±ci 4 Korzystaj¡c z de�nicji funkcji Ackermanna oraz z Ob-
serwacji 5, otrzymujemy dla y > 0

A(x + 1, y) = A
(
A(x, y), y − 1

)
> A(x, y) + 1,

co oznacza po uwzgl¦dnieniu przypadku y = 0, który jest trywialny, »e funk-
cja A jest niemalej¡ca ze wzgl¦du na pierwsz¡ zmienn¡.

Przejd¹my teraz do dowodu tego, »e funkcja Ackermanna jest niemalej¡ca
ze wzgl¦du na drug¡ zmienn¡. Na mocy Obserwacji 5 mamy

A(x− 1, y + 1) > x− 1 + 1 = x.

Dzi¦ki udowodnionej wªa±nie monotoniczno±ci ze wzgl¦du na pierwsz¡ zmien-
n¡ oraz przy powtórnym wykorzystaniu Obserwacji 5 mo»emy st¡d uzyska¢
dla x > 0

A(x, y + 1) = A(A(x− 1, y + 1)︸ ︷︷ ︸
>x

, y) > A(x, y),

czyli »¡dan¡ monotoniczno±¢ ze wzgl¦du na drug¡ zmienn¡ (tutaj znowu
przypadek x = 0 jest trywialny).

Dowód Wªasno±ci 4 zostaª niniejszym zako«czony. 2

Zanim przejdziemy do dowodu Lematu 3, udowodnimy nast¦puj¡c¡ uwag¦
techniczn¡ daj¡c¡ oszacowanie na pewne szczególne zagnie»d»enie funkcji
Ackermanna:
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Uwaga 6 Dla dowolnego x > 4, m > 0 oraz y 6 x mamy

A
(
A(. . . (A(x, m + 1 ), m), . . .), m︸ ︷︷ ︸

y razy

)
6 A(x, m + 2).

Dowód Uwagi 6 Rozpisuj¡c A(x + y, m + 1) z de�nicji funkcji Ackerman-
na tak dªugo, a» wewn¡trz pierwszym argumentem b¦dzie x = x + y − y
(tj. rozpisuj¡c y razy), otrzymujemy

(1) A(x + y, m + 1) = A
(
A(x + y − 1, m + 1), m

)
= . . .

. . . = A
(
A(. . . (A(x, m + 1 ), m

)
, . . .), m︸ ︷︷ ︸

y razy

)
.

Zauwa»my teraz, »e

(2) 2x 6 A(x− 1, m + 2).

Rzeczywi±cie, korzystaj¡c z monotoniczno±ci funkcji Ackermanna ze wzgl¦du
na obie zmienne, uzyskujemy to niemal natychmiast:

A(x− 1, m + 2) = A
(
A(x− 2, m + 2︸ ︷︷ ︸

>0

), m + 1︸ ︷︷ ︸
>1

)
>

> A
(
A(x− 2, 0)︸ ︷︷ ︸
= x, bo x > 4

, 1) = A(x, 1) = 2x.

Wykorzystuj¡c to, »e funkcja Ackermanna jest niemalej¡ca ze wzgl¦du na
pierwsz¡ zmienn¡, otrzymujemy w poª¡czeniu z nierówno±ci¡ (2) nast¦puj¡ce
oszacowanie:

A(x + y︸ ︷︷ ︸
62x

, m + 1) 6 A(2x, m + 1)
na mocy (2)

6

6 A
(
A(x− 1, m + 2), m + 1

)
= A(x, m + 2),

które po uwzgl¦dnieniu równo±ci (1) ko«czy dowód Uwagi 6. 2

Dowód Lematu 3 Indukcyjnie ze wzgl¦du na struktur¦ funkcji f .
a) Dla funkcji stale równej zeru wystarczy wzi¡¢ nf = 0, xf = 0.
b) Dla rzutowania In

k dobre s¡ staªe nf = 0, xf = 0.
c) Dla nast¦pnika (f(x) = x + 1) mo»na wzi¡¢ nf = 0, xf = 2.
d) Je»eli f jest zªo»eniem funkcji h : Nk → N i funkcji f1, . . . , fk : Nn → N,

tzn.
f(x1, . . . , xn) = h

(
f1(x1, . . . , xn), . . . , fk(x1, . . . , xn)

)
,
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to mo»na wzi¡¢

xf = max{4, xh, xf1 , . . . , xfk
},

nf = max{nmax + 1, nh + 2},

gdzie
nmax = max{nf1 , . . . , nfk

}.
Rzeczywi±cie, dla x > xf mamy:

max{h
(
f1(x1, . . . , xn)︸ ︷︷ ︸

<A(x,nf1
)

, . . . , fk(x1, . . . , xn)︸ ︷︷ ︸
<A(x,nfk

)

)
| x1, . . . , xn 6 x}

bo nmax > nfi

6

6 max{h(x1, . . . , xk) | x1, . . . , xn 6 A(x, nmax)}
bo A(x, nmax) > xh

<

< A
(
A(x, nmax︸︷︷︸

6nf−1

), nh︸︷︷︸
6nf−2

)
6 A

(
A(x, nf −1), nf −2

) na podst. Uwagi 6

6 A(x, nf ).

e) Je»eli f powstaje przy pomocy schematu rekursji prostej z funkcji g
i h, tzn.

f(x1, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn),

f(x1, . . . , xn, y + 1) = h
(
x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y)

)
,

to wtedy mo»emy obra¢ nast¦puj¡ce staªe:

xf = max{4, xg, xh},
nf = max{ng + 1, nh + 2}.

Rozpocznijmy dowód od wypisania odpowiedniego oszacowania w przypadku
y = 0. Je»eli x > xf , to wtedy

max{f(x1, . . . , xn, 0) | x1, . . . , xn, 0 6 x} =

= max{g(x1, . . . , xn) | x1, . . . , xn 6 x} < A(x, ng)
bo nf > ng

6 A(x, nf ).

Przeanalizujmy jeszcze przypadek y = 1. Dla x > xf odpowiednie oszacowa-
nie wygl¡da nast¦puj¡co:

max{f(x1, . . . , xn, 1) | x1, . . . , xn, 1 6 x} =

= max{h
(
x1, . . . , xn, 0, f(x1, . . . , xn, 0)︸ ︷︷ ︸

<A(x,ng)

)
| x1, . . . , xn 6 x} 6

6 max{h(x1, . . . , xn, y, z) | x1, . . . , xn, y, z 6 A(x, ng)},
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a poniewa» A(x, ng) > x+1 > xf > xh, wyra»enie to mo»emy dalej szacowa¢
od góry przez

A
(
A(x, ng), nh

) z def. nf

6 A
(
A(x, nf − 1), nf − 2)

na podst. Uwagi 6

6 A(x, nf ).

Rozwa»my teraz przypadek ogólny � dla y > 1:

max{f(x1, . . . , xn, y) | x1, . . . , xn, y 6 x} =

max{h
(
x1, . . . , xn, y − 1, f(x1, . . . , xn, y − 1)

)
| x1, . . . , xn, y 6 x}

i rozpisuj¡c w ten sposób caª¡ rekursj¦, otrzymujemy

max{h
(
x1, . . . , xn, y − 1, h

(
x1, . . . , xn, y − 2, h(. . .)

))
| x1, . . . , xn, y 6 x}.

Tak uzyskane wyra»enie szacujemy �od wewn¡trz�:

g(x1, . . . , xn) 6 A(x, ng) dla x > xg,

a nast¦pnie

h
(
x1, . . . , xn, 0, g(x1, . . . , xn)

)
6 A

(
A(x, ng), nh

)
dla x > xh oraz x > xg,

gdzie A(x, ng) jest oszacowaniem wyst¦puj¡cych tu argumentów funkcji h.
Ogólnie, dla x > xf w kolejnym kroku tego szacowania otrzymujemy ograni-
czenie od góry warto±ci argumentów funkcji h w postaci

αj := A
(
A(. . . A(A(x, ng ), nh), . . .), nh︸ ︷︷ ︸

j razy

)

i st¡d warto±ci tej funkcji h s¡ silnie mniejsze od

A(αj, nh) = A
(
A(. . . A(A(x, ng ), nh), . . .), nh︸ ︷︷ ︸

j + 1 razy

).

Rozpisawszy w ten sposób do ko«ca, otrzymujemy silne ograniczenie od góry
warto±ci funkcji f na argumentach x1, . . . , xn, y 6 x przez

A
(
A(. . . A(A(x, ng ), nh), . . .), nh︸ ︷︷ ︸

y razy

) z def. nf

6

6 A
(
A(. . . A(A(x, nf − 1 ), nf − 2), . . .), nf − 2︸ ︷︷ ︸

y razy

) na podst. Uwagi 6

6 A(x, nf ),

co ko«czy dowód kroku indukcyjnego.
Tym samym dowód Lematu 3 zostaª zako«czony. 2
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Uwagi ko«cowe

Zauwa»my jeszcze na zako«czenie, »e z Lematu 3 w sposób trywialny wy-
nika poni»szy wniosek, na podstawie którego z kolei mo»na ju» udowodni¢
Twierdzenie 1 (dowód jest prawie identyczny jak przedstawiony powy»ej).

Wniosek 7 Dla dowolnej funkcji prymitywnie rekurencyjnej f istniej¡ takie
staªe nf , xf ∈ N, »e

∀x > xf f(x, . . . , x) < A(x, nf ).

Niestety, bezpo±redni dowód tego wniosku (bez wykorzystania Lematu 3)
mo»e by¢ trudny, o czym mówi poni»sze spostrze»enie.

Spostrze»enie 8 Wniosku 7 nie da si¦ udowodni¢ przez indukcj¦ ze wzgl¦du
na struktur¦ funkcji prymitywnie rekurencyjnej f .

Dowód Spostrze»enia 8 We¹my nast¦puj¡ce funkcje:

g(x) = 0,

hk(x, y, z) =

{
0, je»eli x = y = z,

A(x, k) + 1 w przeciwnym przypadku.

Zarówno ka»da z funkcji hk, jak i funkcja g jest prymitywnie rekurencyjna
(zob. Uzupeªnienie 9 poni»ej). Funkcje te speªniaj¡ ponadto Wniosek 7 ze
staªymi

(3)
xg = xhk

= 0,
ng = nhk

= 0.

Niech teraz fk : N → N b¦dzie funkcj¡ powstaj¡c¡ z g i hk przez rekursj¦ pro-
st¡. Gdyby Wniosek 7 mo»na byªo udowodni¢ przez indukcj¦ ze wzgl¦du na
struktur¦ funkcji prymitywnie rekurencyjnej fk, to oznaczaªoby to, »e istniej¡
pewne staªe xf , nf ∈ N (zale»ne od staªych wymienionych we wzorze (3), ale
niezale»ne od liczby k) o tej wªasno±ci, »e funkcja fk speªnia warunek

∀x > xf fk(x, x) < A(x, nf ).

Niestety, jest to nieprawd¡, poniewa» dla x > 0 i dla k = nf mamy zgodnie
ze schematem rekursji prostej

fk(x, x) = hk(x, x− 1, fk(x, x− 1))
z def. hk= A(x, k) + 1

k = nf

> A(x, nf ),

co ko«czy dowód Spostrze»enia 8. 2
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Uzupeªnienie 9 Przy ustalonym y ∈ N funkcja

fy : N 3 x 7→ A(x, y) ∈ N

jest prymitywnie rekurencyjna.

Dowód Uzupeªnienia 9 Przez indukcj¦ ze wzgl¦du na y. Dla y = 0 teza
jest trywialna. Zaªó»my, »e funkcja fy jest prymitywnie rekurencyjna. Poka-
»emy, »e przy tym zaªo»eniu funkcja fy+1 jest równie» prymitywnie rekuren-
cyjna. Rzeczywi±cie, fy+1 jest warto±ci¡ iteracji funkcji fy na argumencie 1.
Dokªadniej, niech g b¦dzie iteracj¡ funkcji fy zgodnie ze schematem:

g(z, 0) = z,

g(z, x + 1) = fy(g(z, x)).

Wówczas

g(1, x) = fy(. . . (fy(︸ ︷︷ ︸
x razy

1)) . . .) = A(A(. . . (A(︸ ︷︷ ︸
x razy

1, y), y), . . .), y) =

A(A(. . . (A(A(0, y + 1), y)︸ ︷︷ ︸
=A(1,y+1)

, y), . . .), y) = . . . = A(x, y + 1),

co ko«czy dowód Uzupeªnienia 9. 2
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