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lle wymiarow ma przestrzen, w ktérej zyjemy? Czy mozna zobaczy¢ czwarty
wymiar? Jakie reguty obowiazuja w Swiecie Plaszczakow (istot dwuwymiarowych)?
W szkole zmuszono ci¢ do poznania kilku, moze kilkunastu ksztaltéw, powierzchni,
bryl. Latwo jednak wyobrazi¢ sobie catle mndstwo bardzo ztozonych ksztaltéw, po-
wierzchni, itp. Czy mozna je wszystkie jako$§ rozumnie poklasyfikowac? Jakie w
tym celu wykorzysta¢ §rodki — geometryczne, algebraiczne czy jeszcze jakie§ inne?
Jeste§ przyzwyczajona do kilku sposobéw mierzenia odlegtosci migdzy dwoma
punktami — np. na plaszczyZnie bedzie to dtugosé odcinka taczacego te punkty,
na sferze dtugos$¢ stosownego tuku kota wielkiego. W centrum miasta, gdzie po-
rusza¢ si¢ mozna jedynie po prostokatnej sieci ulic odleglo§¢ migdzy punktami
wyznaczona bedzie przez dlugos¢ pewnej tamanej, taczacej te punkty. Snuje ci si¢
po gtowie intuicyjne okreslenie: odlegtos¢ migdzy dwoma punktami to dtugosé
najkroétszej drogi taczacej te punkty. Jak nadaé tej intuicji precyzyjna formeg? Czy
zawsze, w kazdej przestrzeni o ustalonej strukturze mozna poprawnie zdefinio-
wac odlegtos¢? Zapewne styszatas, ze oprocz geometrii euklidesowej nauczanej w
skromnym wymiarze w szkole sa jeszcze geometrie nieeuklidesowe. Czym rdznig
si¢ od tej szkolnej? A moze istnieja jeszcze inne geometrie?

1 Trzy ortogonalne walce

Mark Haddon w Dziwnym przypadku psa nocnq porq opowiada o autystycznym
chlopcu, ktéry dla rozrywki i uspokojenia rozwigzywat w pamigci wcale nietatwe
zadania matematyczne. Pewnego razu wyobrazil sobie trzy wzajem ortogonalne
walce o promieniu 1 kazdy (powiedzmy, trzy walce dookota osi wspétrzednych
w przestrzeni tréjwymiarowej) i z zadowoleniem ujrzat bryle, bedaca ich czgScia
wspolna. Czy potrafisz opisaé ksztatt tej bryty?



2 Precelek

Czy mozna (bez rozrywania i sklejania) przeksztalci¢ precelek (powiedzmy, z pla-
steliny) w ksztatcie 6semki w precelek, w ktérym jedno z kétek tworzacych owa
6semke przewleczone bedzie przez drugie?

3 Torus kanibal

Pewnie wszyscy wiedza, jak wyglada torus — to obwarzanek, detka rowerowa, ob-
raczka, itp. Przypu$émy, ze mamy dwa torusy, potozone wzglgdem siebie jak na
ponizszym rysunku, przy czym jeden z nich ma dziurg. Czy mozna wlozy¢ przez tg
dziurg drugi torus do wngtrza pierwszego (traktujemy oba torusy jako powierzch-
nie)? Zaktadamy, ze dziurg w pierwszym torusie mozna dowolnie rozszerzac, nie
wolno jedynie rozcina¢ ani zlepia¢ kawatkéw zadnego z toruséw.

4 Sfera w kostce

Wpiszmy cztery okregi o promieniu 1 w kwadrat o boku 4 w sposéb pokazany na
rysunku ponizej:



\j
Widaé, ze mozemy wpisa¢ mniejszy okrag tak, ze bedzie on styczny do czte-
rech ,,naroznych” okrggdéw. Latwo tez, stosujac twierdzenie Pitagorasa, obliczy¢

jego promieri: v/12 + 12 — 1 = /2 — 1. Popatrzmy teraz na analogiczna sytuacje
w trzech wymiarach:

Promien malej kulki w $rodku sze$cianu, stycznej do kul ,,naroznych” wynosi
w tym przypadku: v12 + 12 + 12 — 1 = /3 — 1.

Czy potrafisz wyznaczy¢ promien tej Srodkowej kulki w kostce n-wymiarowe;j?

S Wydrazona kula

W kuli wydrazono otwdr w ksztalcie walca, ktérego wysoko$¢ réwna jest jedno-
stce. Powstata w ten sposéb bryta w ksztatcie obraczki. Jaka jest jej objetos¢?

6 Koza na sznurku

Jeste§ dumnym posiadaczem jednej kozy i taki w ksztalcie tréjkata réwnobocznego
o dlugosci boku 100m. Chciatby$ doktadnie potowe taki przeznaczy¢ na pastwisko
dla kozy, a na drugiej potowie zasia¢ cokolwiek (tylko nie konopie). Koza jest
uwiazana na sznurku zaczepionym do palika w jednym z wierzchotkéw rozwaza-
nego trdjkata. Jak dtugi powinien by¢ sznurek, aby koza miata dostgp doktadnie
do potowy twojego pola? Czynimy oczywiscie Smieszne zalozenie, ze koza jest
punktem.



7 Sadzenie drzew

W jaki sposéb posadzi¢ mozna cztery drzewa tak, aby wszystkie odlegtosci mig-
dzy punktami posadzen byly réwne? Po krétszym lub dluzszym zastanowieniu sig,
z pewnoscig ustalisz, ze punkty nasadzen nie moga leze¢ w jednej plaszczyZnie.
Tak wigc, aby spetnione byty warunki tego zadania, punkty nasadzefi musza znaj-
dowac si¢ w wierzchotkach czworoscianu foremnego, czyli wystarczy trzy drzewa
posadzié w wierzchotkach tréjkata réwnobocznego, a czwarte w odpowiednio gle-
bokim dotku (lub na odpowiednio wysokiej goérce).

Czy mozna posadzi¢ dziewigé drzew, w dziewigciu rzedach, po trzy drzewa w
jednym rzedzie? Piszac, ze drzewa stoja w jednym rzgdzie mamy oczywiscie na
mysSli to, ze punkty ich zasadzen leza na jednej prostej.

8 Mucha Herona

Heron z Aleksandrii rozwiazal nastgpujacy problem, ktéry znajdujemy dzis w kaz-
dym prawie podrgczniku geometrii:

Niech A i B beda punktami po tej samej stronie linii prostej p. Znalez¢
punkt C' na prostej p taki, ze suma odlegtosci od A do C oraz od C do
B jest minimalna.

Czy potrafisz znalez¢ punkt C?

Mozemy to czysto geometryczne zadanie przedstawié takze w formie zagadki
o musze i kropli miodu. Mucha znajduje si¢ na zewngtrznej powierzchni szklanki
w ksztalcie walca, powiedzmy mniej wigcej w potowie wysokosSci szklanki. Na
wewngtrznej powierzchni szklanki jest kropelka smacznego miodu. Jaka jest naj-
krétsza droga, po ktérej dreptaé musi mucha, aby dostaé si¢ do miodu?

Nie musimy przyjmowaé smutnego zatozenia, ze mucha jest kaleka i nie potrafi
lata¢, moze tylko drepta¢. Zakladamy jednak, ze nie potrafi przegryz¢ szklanki,
aby dostac si¢ na jej wewnetrzng powierzchnig. Grubo§¢ szklanki pomijamy. Za-
uwazmy tez, ze w tym przypadku podaliSmy najpierw matematyczna reprezentacje
problemu, a potem fabule, tworzaca zagadke. Zachgcamy do dalszych tego typu
préb fabularnych: postaraj si¢ przeksztalci¢ wybrane zadania matematyczne w za-
gadki o interesujacej fabule.

9 Wyznaczanie promienia kuli

Czy potrafisz wyznaczy¢ promien danej kuli, korzystajac jedynie z cyrkla oraz
linijki (bez podziatki)?



10 Zlepianie bryt

Rozwazmy dwie bryly: czworoscian foremny o boku dtugosci a oraz ostrostup o
podstawie kwadratowej, boku podstawy réwnym « oraz dtugosci krawedzi tacza-
cych wierzchotki podstawy z wierzcholkiem ostrostupa takze réwnej a. Przypu-
$émy teraz, ze zlepiamy te bryly w ten sposéb, ze $ciang czworoScianu zlepiamy
(utozsamiamy) z jedna z trojkatnych $cian ostrostupa. Jakim wielo$cianem jest po-
wstata bryta — ile ma $cian, wierzchotkéw, krawedzi? Wskazéwke podaje rysunek:

Rozwiazania zagadek podane zostana na wykladzie. W wykladzie dotycza-
cym Wzorcow i struktur podamy takze przyktady zagadek dotyczacych wypetnia-
nia przestrzeni.
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