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Plan na dzis:

@ Przyktady zwodniczych intuicji dnia codziennego.
@ Przyktady pomytek matematykéw.

o Kilka stéw krytyki programu matematyki ucielesnione.

@ Nie prowadzilismy zadnych badan empirycznych dotyczacych putapek
intuicji.

@ Sadzimy, ze nawet samo wyliczenie takich putapek moze okazac¢ sie
pomocne w refleksji nad dydaktyka matematyki.

@ W prezentacji wykorzystujemy ilustracje dostepne w sieci.

Jerzy Pogonowski (MEQG) Putapki intuicji Pobierowo 2013 2 /40



Wstep Humor zeszytéw

Rozwigzywanie réwnan

Solving equation by one Blondie:

Lsinx =7

S SH(x =

stv=6
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oty e
Obliczanie granic

After explaining to a student through
various lessons and examples that:

um 1 _
x> 8 x_s

I tried to check if she really understood
that, so I gave her a different example.
This was the result:

1 = Iin

LIM
x=>5 X-5
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oty e
Geometria

3. Find x.

3cm

Ocular Trauma - by Wade Clarke £2005
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N U L Q) Humor zeszytéw
Czy Pitagoras lubit blondynki?

ey Pogonowski (viee) T RCIT E T E——



Intuicja matematyczna

Intuicja w matematyce

o Kontekst uzasadniania: dedukcja, algorytmy, obliczenia.

@ Kontekst odkrycia: intuicja, wyobraznia, analogia, heurystyki,
indukcja, abdukcja,. ..

@ Davis i Hersh o intuicji matematycznej. Intuicyjne oznacza:
przeciwstawienie Scistosci, wizualne, prawdopodobne, niekompletne,
oparte na modelu fizycznym.

@ Stanowiska w filozofii matematyki.

@ Intuicja a praktyka badawcza matematyki.

@ Intuicja a empiria.
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Standard, wyjatek, patologia Standard

Co jest ,,normalne”?

o Kiedy moéwimy, ze jakies obiekty matematyczne ,,dobrze sie
zachowujg"?

@ Postacie normalne, kanoniczne, standardowe.

@ Trudnosci w okreslaniu modeli zamierzonych teorii.

o Twierdzenia o klasyfikacji.

o Z doktadnoscia do izomorfizmu.
e Z doktadnoscia do elementarnej réwnowaznosci.

e Twierdzenia o reprezentacji.

@ Niezmienniki. Program Kleina.
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Wyjatek
Co umyka szufladkowaniu?

o Klasyfikacja prostych grup skonczonych. Grupy sporadyczne.
e Kilasyfikacja grup Lie.
o Klasyfikacja powierzchni.

@ Program Thurstona.

o Wyjatkowos¢ wielokomérek foremnych.
o Wyjatkowos¢ standardowego modelu arytmetyki.

o Wyjatkowos¢ uporzadkowanego w sposéb ciagty ciata liczb
rzeczywistych.

Jerzy Pogonowski (MEQG) Putapki intuicji Pobierowo 2013 9/ 40



Standard, wyjatek, patologia Patologia
Co utrudnia?

@ Poza intuicje doSwiadczenia potocznego: jeziora Wady, krzywa
Knastera, sfera rogata Alexandera, itd.

@ Pragnienie precyzji rodzi potwory: patologiczne krzywe (Peany,
Hilberta i inne).

e Egzotyczne sfery oraz egzotyczna R*,

@ Potwory oswojone: zbiér Cantora.

o Patologie klas spetniania.

@ Pragnienie arcybiskupa.
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Patologia
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Pteleris
Pragnienie arcybiskupa
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Ay
Liczy¢ kazdy potrafi

o Ktdra liczba jest wieksza: 1 czy 0,(9) = 0,99999...7

@ Dostepnos¢ poznawcza duzych liczb.

o Czy dodawanie § & § = gig jest gtupie?

@ Dlaczego szkota milczy o utamkach faficuchowych?

Jerzy Pogonowski (MEQG) Putapki intuicji Pobierowo 2013 13 / 40



Ay
Drzewo Sterna-Brocota
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Wszystkie te utamki s3 w postaci nieskracalnej. Kazda dodatnia liczba
wymierna wystepuje w tym drzewie doktadnie raz.
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Putapki intuicji Arytmetyczne

Drzewo Calkina-Wilfa
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Wszystkie te utamki s3 w postaci nieskracalnej. Kazda dodatnia liczba
wymierna wystepuje w tym drzewie doktadnie raz.

Kazda dodatnia liczba wymierna jest postaci % (n > 0), gdzie
b(0) = b(1) =1 oraz:
b(2n+1) = b(n), b(2n+ 2) = b(n) + b(n+ 1).
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Alpireiies
Uroki symetrii

e Czy operacja sredniej arytmetycznej jest taczna?

@ Dlaczego podobaja nam sie prawa tacznosci oraz przemiennosci?

@ Armia Conwaya: nieosiagalny poziom piaty.

o W klasie stojg tawki, w siedmiu rzedach po cztery tawki w kazdym. lle
lat ma nauczycielka?
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Putapki intuicji Analityczne

1. Uwaga na wzory! 2. Lewitujacy oscypek

Catkowanie przez czesci: [ u(x)v/(x)dx = u(x f u'v(
Dla u(x) = L, v(x) = x mamy: [1.1dx = ;x - f(—X—)xdx, czy||
[Ldx=1+ [ ldx

Btedny wniosek: 0 = 1. Poprawny: In|x| + Gi =1+ In|x| + C.

Dla jakich wartosci: kata rozchylenia szyn, kata wznoszenia sie szyn oraz
wymiaréw podwdjnego stozka, toczyt on sie bedzie (pozornie!) ,pod gore”?

Jerzy Pogonowski (MEQG)
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e
To przeciez widac!

@ Ziemia opasana sznurkiem.
@ Obroty monet.

@ Trzy ortogonalne walce.

o Pokazemy, ze Pitagoras nie miat racji. ..
e Jak uciec zboczenicy?

o Kajfosz: Jezus byt czterowymiarowy!
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Putapki intuicji Geometryczne

Fantazja hydrauliczna

Jaka bryte tworzy czes¢ wspélna trzech ortogonalnych walcéw? ]
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Putapki intuicji Geometryczne

Odczytywanie cieni
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Weppelleafeznt
Zabawa ksztattami

o Ptaskoswiat.
o Czwarty wymiar.

@ Orientowalno$¢ powierzchni.

o Wypetnianie przestrzeni.
o Precelek.

@ Torus kanibal.

@ Twierdzenie Smale’a.
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Putapki intuicji Topologiczne

Wypetniacze

Wieloscian z dziura Splatane okregi
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Weppelleafeznt
Niespodzianka w wymiarach > 9
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Precelek
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Topologiczne
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Jerzy Pogonowski (MEG) Putapki intuicji

Pobierowo 2013

24 / 40



Putapki intuicji Topologiczne

O.00
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Torus kanibal




Putapki intuicji Topologiczne

Jeszcze raz torus
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N 20200
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Putapki intuicji Groza nieskoficzono$ci

Gtosujemy: dojdzie czy nie?

Po doskonale elastycznej linie o poczatkowej dtugosci 1 km drepcze
mréwka z predkoscia 1 cm/sek (wzgledem liny). Lina rozciaga sie z
predkoscig 1 km/sek. Mréwka startuje z lewego, nieruchomego korica liny.
Czy dojdzie w skoficzonym czasie do prawego jej konca?

v
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Putapki intuicji Groza nieskoficzono$ci

Turtles all the way down

@ Roéznica pomiedzy: dowolnie duze a nieskoriczone.
@ Mréwka na linie i nocne niebo.

o Czy istnieje szereg najwolniej zbiezny?

o Kule Smullyana, hydra, twierdzenia prawdziwe (w modelu
standardowym), acz niedowodliwe w arytmetyce.

@ Mucha i PKP.

@ Lampa Thomsona.
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Pratbeliifsezns
Intuicyjny statystyk

@ Monty Hall Problem.
@ Okrutne zasady wyboru kandydatek.

@ Prawo Benforda.

o Ktopoty z niezaleznoscia.

o Ciagi von Misesa.
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Lerfm:
Paralogizmy i sofizmaty

o Btedy kwantyfikacji i negacji.
e Btedy modalnosci.

@ Czy poprawna odpowiedz na to pytanie brzmi tak?
@ Przepis na nieSmiertelnos¢:

o Méw zawsze prawde.
o Wypowiedz (teraz) zdanie: Powtdrze to zdanie jutro.
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Orlneens sy
Modlitwa tez nie pomoze. . .

Przyktady fatszywych hipotez:

@ Hipoteza Borsuka.

@ Hipoteza Mertensa.

Przyktady zdan nierozstrzygalnych:

e W ZF: Hipoteza kontinuum.
e W PA: Con(PA).
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Bt demaly
Zte drogi do dobrego celu

@ Ukryte zatozenia w Elementach Euklidesa.
@ Hipoteza Keplera (1611) i préby jej udowodnienia.

@ Sztuczki Eulera z szeregami nieskoficzonymi.

e Cauchy (1821) o ciagtosci granicy ciagu funkgcji punktowo zbieznych.
@ Twierdzenie Jordana (1887) o krzywej zamknietej na ptaszczyznie.

o Gorenstein (1983) o klasyfikacji prostych grup skonczonych.

o Twierdzenie o czterech barwach.
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Btedy profesjonalistéw Btedne twierdzenia

Nauczki z niepowodzen

e Ampeére (1806): funkcja ciagta jest rézniczkowalna w wigkszosci
punktéw. Weierstrass (1872): przyktad funkcji ciagtej, ktéra nie jest
nigdzie rézniczkowalna.

o Little (1885): wezty 10161 i 10162 (para Perko) s3 istotnie rézne. Btad
naprawiony przez Perko (1974).

@ Préby udowodnienia pigtego postulatu Euklidesa i rozwéj geometrii
nieeuklidesowych.

o Lebesgue twierdzit btednie, ze rzuty zbioréw Borelowskich sa
Borelowskie. Réwniez ta pomytka przyniosta pozytki — poprawiajac ja
tuzin rozwinat nowe fragmenty opisowej teorii zbioréw.

o Proba Fregego aksjomatycznej definicji pojecia liczby rodzita
sprzeczno$¢. Zauwazenie tej antynomii doprowadzito do poprawnego
sformutowania aksjomatu wyrézniania w teorii mnogosci.
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Btedy profesjonalistéw Zaniechane zatozenia

Zmiany perspektywy

o Geometryczne podstawy matematyki greckie;.

@ Wieczna (?) tutaczka wielkosci nieskoriczenie matych.

@ Algebra: od rozwigzywania réwnan do badania struktur.

o Arytmetyzacja analizy. Odwrét od intuicji kinematycznych oraz
geometrycznych.

@ Odrzucenie aksjomatéw ograniczenia w teorii mnogosci.

@ Powody rozwazania aksjomatéw istnienia duzych liczb kardynalnych w
teorii mnogosci.
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Zmiennos$¢ intuicji matematycznych

Dynamika intuicji

Paradoksy jako regulatory intuicji.

Rola programéw badawczych.

Nowe twierdzenia.

(]

Wartosci estetyczne.

@ Moda matematyczna.
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Wlstiefter; pemmes
Mtotek i gwozdzie

o Paradygmat Al oraz paradygmat metafor poznawczych.

o Podstawy empiryczne dla twierdzen matematyki ucielesnionej.

@ Podstawowa Metafora Nieskoficzonosci.

e Jak odrézni¢ metafore pojeciowa od analogii?
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Wz Loz
Kagance metafory

o Btedy matematyczne w monografii Where mathematics comes from.

o Jak metaforyzowa¢ dedukcje?

e Wyzwania dla programu matematyki ucielesnionej: przyktady z teorii
mnogosci, algebry, topologii, teorii miary, analizy, itd.

@ Czy program matematyki uciele$nionej stwarza zagrozenia dla
dydaktyki matematyki?
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Matematyka ucielesniona Uwagi krytyczne

Intuicyjny topolog

| know

@ topology!

-

| can tell the difference
between MYy aGSS and
two holes in the ground.
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Spery (et
Wyznania wiary

@ Czy ludzka matematyka stanowi catos¢ matematyki?

@ Agnostycyzm matematyczny.

@ Matematyka antycypuje odkrycia w fizyce.

@ Przejscie od opiséw jakosciowych do praw ilosciowych.
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Plan na jutro:

o Putapki intuicji: studia przypadkéw.
@ Intuicja matematyczna: geneza, dynamika, funkcjonowanie,
uwarunkowania, itd.

@ Uprzejmie dziekuje organizatorom za umozliwienie mi wygtoszenia
tego wykfadu.

o Bede wdzieczny za wszelkie dotyczace go uwagi krytyczne.
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