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Cel

Wiewiórki i humanizacja matematyki

Ka»dy z nas ma wyobra¹ni¦ matematyczn¡.

Wa»ne: w jakim zakresie i w jaki sposób z niej korzystamy.

Nagroda: satysfakcja poznawcza, ozdrowienie ze zªudze«.

Wykªad Zagadki (2013�2016):
www.logic.amu.edu.pl/index.php/Zagadki2016

Wykªad Poznanie matematyczne (2016/2017):
www.logic.amu.edu.pl/index.php/Matcog

Projekt badawczy Aksjomaty ekstremalne: aspekty logiczne,
matematyczne i kognitywne (2016�2018):
www.logic.amu.edu.pl/index.php/Ncn2015jp

Wykªad Matematyczne podstawy kognitywistyki (2016/2017).
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Natura matematyki

Nauka o wzorcach

Pocz¡tki matematyki bior¡ si¦ z reprezentacji (wybranych aspektów)
±wiata. Konstruowanie takich reprezentacji pozwala ujawni¢ wyst¦puj¡ce w
nich wzorce � swoiste regularno±ci.

Wzorce mog¡ by¢ numeryczno-arytmetyczne (zwi¡zane z ustalaniem
staªo±ci liczebno±ci kolekcji), algebraiczne (zwi¡zane z wªasno±ciami dziaªa«
na obiektach, symetrie), porz¡dkowe (zwi¡zane z rozmieszczeniem
obiektów wzgl¦dem danych relacji), mog¡ dotyczy¢ ksztaªtu, przestrzeni,
pozycji, odlegªo±ci (konstrukcje geometryczne, topologiczne), mog¡
dotyczy¢ ruchu i zmiany (poj¦cia analizy matematycznej, geometrii i
topologii ró»niczkowej), mog¡ wreszcie dotyczy¢ samych rozumowa«
matematycznych (poj¦cia logiki matematycznej), obliczalno±ci (poj¦cia
teorii rekursji oraz ró»nych dziaªów informatyki), cz¦sto±ci (rachunek
prawdopodobie«stwa i statystyka matematyczna), itd.
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Natura matematyki

Nauka o rozwi¡zywaniu problemów

Praktyka badawcza matematyki to, przede wszystkim, dowodzenie
twierdze«, a ponadto, m.in.: uogólnianie, abstrahowanie, tworzenie poj¦¢,
stawianie hipotez, przedstawianie nowych (lepszych, prostszych, bardziej
eleganckich) dowodów ju» znanych twierdze«, wyobra»anie sobie, szukanie
kontrprzykªadów, prowadzenie rozumowa« przez analogi¦ (prowadz¡cych
np. do rozwa»ania nowych dziedzin matematycznych), rozpatrywanie
szczególnych przypadków, klasy�kowanie, szukanie nowych aksjomatów,
si¦ganie po motywacje pªyn¡ce z nauk empirycznych, poszukiwanie nowych
punktów widzenia, przeprowadzanie (niekiedy »mudnych) rachunków,
my±lenie przekorne, itd.

Na pocz¡tku ka»dego z takich dziaªa« mamy do czynienia z problemem
poznawczym. W jego rozwi¡zaniu korzystamy z dost¦pnych, sprawdzonych
ju» w dziaªaniu metod, ale tak»e z tworzonych na nowo heurystyk.
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Intuicja matematyczna

Kontekst odkrycia

Dowodzenie (kontekst uzasadnienia) jest potwierdzaniem intuicji
(kontekst odkrycia). Publikowany wynik matematyczny nie ukazuje
kontekstu odkrycia (styl Gaussa).

S¡dzimy, »e sensowna jest straty�kacja intuicji matematycznych:

Proto-intuicje, zwi¡zane z naszym uposa»eniem poznawczym.

Intuicje wyksztaªcone przez przemoc symboliczn¡ szkoªy.

Zaawansowane intuicje profesjonalnych matematyków.

My±lenie szybkie i wolne:

Butelka z korkiem.

Sznurek dookoªa Ziemi.

W¦drówki nied¹wiedzia.

Wy±cig profesorów.

Jerzy Pogonowski (MEG) Czy masz wyobra¹ni¦ matematyczn¡? PFK 2016 5 / 18



Przykªady Na pocz¡tku byªa mrówka

Mrówka na linie

Mamy doskonale (niesko«czenie) elastyczn¡ lin¦ o dªugo±ci,
powiedzmy, 1km. Lina rozci¡ga si¦ z jednostajn¡ pr¦dko±ci¡ 1km/sec.

Lewy koniec liny jest nieruchomy. Po jednej sekundzie caªa lina ma
zatem 2km dªugo±ci, po dwóch sekundach 3km dªugo±ci, itd.

Z lewego ko«ca liny startuje maªa mrówka, poruszaj¡c si¦ wzdªu» liny
ze staª¡ pr¦dko±ci¡ (wzgl¦dem samej liny), powiedzmy, 1cm/sec.

Czy mrówka dotrze do prawego ko«ca liny w sko«czonym czasie, czy
te» b¦dzie dreptaªa w niesko«czono±¢, nigdy nie docieraj¡c do prawego
ko«ca liny? Metaforycznie: czy mrówka skazana jest na koszmar
nie±miertelno±ci czy te» »yje (=drepcze) od naturalnego pocz¦cia do
naturalnego ko«ca?

Uwaga: rozwa»amy problem matematyczny (pomijamy liczne realia).
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Przykªady Na pocz¡tku byªa mrówka

Mrówka, musisz!

Jak¡ cz¦±¢ dªugo±ci caªej liny przebywa mrówka w ka»dej kolejnej

sekundzie?

W ci¡gu sekundy mrówka pokonuje cz¦±¢ caªej dªugo±ci
pierwszej 1cm z 1km 1

100000

drugiej 1cm z 2km 1
200000

trzeciej 1cm z 3km 1
300000

n-tej 1cm z nkm 1
n·100000

Czy istnieje liczba n taka, »e suma tych cz¦±ci:
1

100000
+ 1

200000
+ 1

300000
+ . . .+ 1

n·100000 osi¡gnie lub przewy»szy 1,
czyli caª¡ dªugo±¢ liny?

Szukamy n takiej, dla której: 1+ 1
2
+ 1

3
+ . . .+ 1

n
> 100000.
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Przykªady Na pocz¡tku byªa mrówka

Brawo, mrówka!

Szereg
∞∑
n=1

1
n
jest rozbie»ny (cho¢ bardzo leniwie). Mamy bowiem:

1+ 1
2
+ 1

3
+ 1

4
+ 1

5
+ 1

6
+ 1

7
+ 1

8
+ 1

9
+ 1

10
+ . . . >

1+ 1
2
+ (1

4
+ 1

4
) + (1

8
+ 1

8
+ 1

8
+ 1

8
) + ( 1

16
+ . . .+ 1

16
) + . . . =

1+ 1
2
+ 1

2
+ 1

2
+ 1

2
+ . . . =∞

Istnieje zatem n taka, »e 1+ 1
2
+ 1

3
+ . . .+ 1

n
> 100000.

Mrówka dojdzie do prawego ko«ca liny w sko«czonym czasie!

Liczby harmoniczne: Hn =
n∑

k=1

1
k
. Staªa Eulera-Mascheroniego:

γ = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1
k
− ln n) = 0, 5772156649501 . . .

Czy istnieje szereg najwolniej rozbie»ny?
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Przykªady Na pocz¡tku byªa mrówka

Nadci¡ga Ciemno±¢

Ogólne rozwi¡zanie problemu otrzymujemy caªkuj¡c stosowne równanie
ró»niczkowe. Warto jednak zauwa»y¢, »e konkluzj¦ uzyskali±my wykonuj¡c
jedynie dziaªania na uªamkach.

Dla przyj¦tych danych, mrówka osi¡gnie prawy koniec liny w czasie ok.
2.8× 1043429 sekund. Wiek Wszech±wiata szacuje si¦ na 4× 1017

sekund.

Przestrze« Wszech±wiata rozszerza si¦. Pr¦dko±¢ ±wiatªa pozostaje
staªa. Jednak owo rozszerzanie pono¢ przyspiesza. Ciemno b¦dzie?

Róg Gabriela, jeep problem, maksymalny nawis, optymalny wybór �
przykªady wykorzystuj¡ce rozbie»no±¢ szeregu harmonicznego.

Spirale, supertasks, gra Smullyana � inne igraszki z niesko«czono±ci¡.
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Przykªady Wiedza wªasna i cudza

Czekaj¡c na Le±niczego

Czarownica zªapaªa Jasioªa i Mgªosi¦. Ka»de z nich ma w
odosobnieniu rzuci¢ monet¡ i poda¢ wynik rzutu drugiego. Je±li oboje
pomyl¡ si¦, zostan¡ po»arci. Je±li co najmniej jedno odgadnie wynik
drugiego, prze»yj¡ dany dzie«. Jasioªowi udaªo si¦ szepn¡¢ Mgªosi, co
powinni mówi¢, aby odwleka¢ po»arcie. Jak¡ strategi¦ zaproponowaª?

Konkurs pi¦kno±ci. Ka»da z grupy osób ma wybra¢ w sekrecie liczb¦
od 0 do 20. Wygraj¡ te osoby, których liczba jest najbli»sza dwóch
trzecich ±redniej arytmetycznej wszystkich podanych liczb. Kto wygra?

Dzielenie ªupów. Piraci A, B , C dziel¡ ªup 100 sztuk zªota. Proponuj¡
podziaª w porz¡dku swojej rangi (A > B > C ). Je±li propozycja nie
zostaje przyj¦ta wi¦kszo±ci¡ gªosów, jej autor l¡duje za burt¡ (i
proponuje nast¦pny rang¡, gªos wa»niejszego decyduje). Jak podziel¡
si¦ ªupem (ceni¡c wªasne »ycie bardziej od zªota)?
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Przykªady Wiedza wªasna i cudza

Gªodna czarownica, przekora, przekupstwo

Mgªosia ma poda¢ swój wynik (jako wynik Jasioªa), a Jasioª wynik
odwrotny do swojego (jako wynik Mgªosi):

Wynik M: Wynik J: M mówi: J mówi: Tra�a:
O O O R M
R R R O M
R O R R J
O R O O J

Konkurs pi¦kno±ci. Je±li wszyscy wybior¡ t¦ sam¡ liczb¦, to wszyscy
wygrywaj¡. A co pokazaªy eksperymenty?

Dzielenie ªupów. A powinien pozyska¢ gªos C (powstrzymajmy si¦ od
komentarza politycznego).
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Przykªady Wyobra¹nia przestrzenna

�y»wiarki i parasole

Mucha i kropla miodu. Mucha na zewn¡trz powierzchni bocznej
szklanki, kropla miodu wewn¡trz. Podaj najkrótsz¡ drog¦ dreptania
muchy do kropli.

System dróg. Czy cztery miasta le»¡ce w wierzchoªkach kwadratu
mo»na poª¡czy¢ sieci¡ dróg o sumie dªugo±ci mniejszej od podwojonej
dªugo±ci przek¡tnej kwadratu?

Obªe otoczaki. Nazwijmy ±redniczk¡ �gury maj¡cej ±rodek symetrii
dowolny odcinek ª¡cz¡cy jej brzegi, przechodz¡cy przez ów ±rodek
symetrii. Czy �gura o wszystkich ±redniczkach równych jest koªem?

Ósemki na pªaszczy¹nie. Ile rozª¡cznych ósemek narysowa¢ mo»na na
pªaszczy¹nie?

Paradoks Bertranda. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e losowo
wybrana ci¦ciwa okr¦gu jest dªu»sza od boku trójk¡ta równobocznego
wpisanego w ten okr¡g?
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Przykªady Wyobra¹nia przestrzenna

Niekonwencjonalni cykli±ci

Mucha i kropla miodu. Rozwijamy powierzchni¦ boczn¡ walca i
korzystamy z twierdzenia Herona.

System dróg. Zob. drzewo Steinera.

Obªe otoczaki. Niekoniecznie: zob. wielok¡ty Reuleaux. Konstrukcja
trójk¡ta Reuleaux: z wierzchoªków trójk¡ta równobocznego zakre±l
ªuki o promieniu równym dªugo±ci boku trójk¡ta.

Ósemki na pªaszczy¹nie. Ka»dej ósemce przyporz¡dkujmy par¦
punktów o obu wspóªrz¦dnych wymiernych, po jednym takim punkcie
wewn¡trz ka»dej z p¦tli tej ósemki. Wtedy »adne dwie ósemki nie
mog¡ mie¢ wspólnej takiej pary punktów. Par liczb wymiernych jest
przeliczalnie wiele.

Paradoks Bertranda. 1
2
, 1
3
lub 1

4
, w zale»no±ci od wybranej miary (czyli

ustalenia przestrzeni probabilistycznej).
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O bª¡dzeniu w matematyce

Erro ergo disco

Wi¦kszo±¢ bª¦dów pozostaje ukryta.

Nie jest mo»liwe podanie kompletnego katalogu mo»liwych bª¦dów.

Sªawne bª¦dy matematyczne przyczyniaj¡ si¦ do rozwoju matematyki.

Bª¦dy uczniów.

Bª¦dy nauczycieli.

Fermatowcy, Goldbachi±ci, Trysekciarze,. . .

Czy okre±lenie crank jest zniesªawieniem?
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Patologie matematyczne

Patologie oznak¡ zdrowia i krzepy

Patologie znienacka atakuj¡ce.

Patologie konstruowane specjalnie.

Oswajanie patologii.

Balansowanie mi¦dzy naturalno±ci¡ a ogólno±ci¡.

�Dziwne� funkcje: np. ci¡gªe, lecz nieró»niczkowalne w »adnym
punkcie; funkcje, których wykres wypeªnia kwadrat, itd.

Zbiór Cantora: jest nieprzeliczalny, zwarty, doskonaªy, nigdzieg¦sty, ma
zerow¡ miar¦ Lebesgue'a.

Zbiory Vitalego: selektory relacji R ⊆ [0, 1]2, xRy ≡ x − y ∈ Q.

Zbiory Bernsteina: podzbiory przestrzeni polskiej, które maj¡ niepuste
przeci¦cie z ka»dym nieprzeliczalnym zbiorem borelowskim oraz z
dopeªnieniem takiego zbioru.
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Metafory poj¦ciowe w matematyce

Koncepcja matematyki uciele±nionej

Metafory bazuj¡ce.

Podstawowa metafora niesko«czono±ci.

�miaªe stwierdzenie Lako�a i Núñeza: wszystkie poj¦cia
matematyczne tworzone s¡ poprzez konstrukcj¦ metafor poj¦ciowych.

Uwa»amy, »e propozycje Lako�a i Núñeza w ograniczonym zakresie
tªumacz¡ genez¦ oraz funkcjonowanie matematyki: odnosz¡ si¦ do
matematyki prezentowanej w podr¦cznikach, upraszczaj¡c
rekonstrukcj¦ kontekstu odkrycia w matematyce.

Wskazujemy na nie±cisªo±ci w ich uj¦ciu, bª¦dy matematyczne i
historyczne, niekompletno±¢ opisu, brak uzasadnienia niektórych
stwierdze«.
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Dydaktyka matematyki

Kreatywno±¢ a podstawa programowa

Czy szkoªa niszczy naturaln¡ kreatywno±¢ dziecka?

Trudna historia reform w dydaktyce matematyki.

Brak rudymentarnych kompetencji matematycznych jako choroba
spoªeczna.

Czy mo»liwa jest terapia matematyczna dorosªych?
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Koniec

Kilka odno±ników

Davis, J.P., Hersh, R. 1994. �wiat matematyki. Pa«stwowe
Wydawnictwo Naukowe, Warszawa.

Kahneman, D. 2012. Puªapki my±lenia. O my±leniu szybkim i wolnym.
Media Rodzina, Pozna«.

Lakatos, I. 1976. Proofs and Refutations. The Logic of Mathematical
Discovery. Cambridge.

Lako�, G., Núñez, R.E. 2000. Where Mathematics Comes From. How
the Embodied Mind Brings Mathematics into Being. Basic Books,
New York.

Polya, G. 2014. Mathematics and Plausible Reasoning. Vol.I:
Induction and Analogy in Mathematics, Vol. II: Patterns of Plausible
Inference. Martino Publishing, Mans�eld Centre, CT.
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