Czy masz wyobraznie matematyczna? J

Jerzy Pogonowski

Zaktad Logiki i Kognitywistyki UAM
pogon@amu.edu.pl

PFK 2016

Jerzy Pogonowski (MEQG) Czy masz wyobrazni¢ matematyczna? PFK 2016 1/18



Cel

Wiewidrki i humanizacja matematyki

@ Kazdy z nas ma wyobraznie matematyczna.
o Wazne: w jakim zakresie i w jaki sposéb z niej korzystamy.

e Nagroda: satysfakcja poznawcza, ozdrowienie ze ztudzen.

o Wyktad Zagadki (2013-2016):
www.logic.amu.edu.pl/index.php/Zagadki2016

o Wyktad Poznanie matematyczne (2016/2017):
www.logic.amu.edu.pl/index.php/Matcog

o Projekt badawczy Aksjomaty ekstremalne: aspekty logiczne,
matematyczne i kognitywne (2016-2018):
www.logic.amu.edu.pl/index.php/Ncn2015jp

Wyktad Matematyczne podstawy kognitywistyki (2016/2017).

Jerzy Pogonowski (MEG) Czy masz wyobrazni¢ matematyczna? PFK 2016 2 /18



Natura matematyki

Nauka o wzorcach

Poczatki matematyki biora sie z reprezentacji (wybranych aspektéw)
$wiata. Konstruowanie takich reprezentacji pozwala ujawni¢ wystepujace w
nich wzorce — swoiste regularnosci.

Wozorce moga by¢ numeryczno-arytmetyczne (zwiazane z ustalaniem
statosci liczebnosci kolekcji), algebraiczne (zwigzane z wtasnosciami dziatan
na obiektach, symetrie), porzadkowe (zwigzane z rozmieszczeniem
obiektéw wzgledem danych relacji), moga dotyczy¢ ksztattu, przestrzeni,
pozycji, odlegtosci (konstrukcje geometryczne, topologiczne), moga
dotyczy¢ ruchu i zmiany (pojecia analizy matematycznej, geometrii i
topologii rézniczkowej), moga wreszcie dotyczy¢ samych rozumowan
matematycznych (pojecia logiki matematycznej), obliczalnosci (pojecia
teorii rekursji oraz réznych dziatéw informatyki), czestosci (rachunek
prawdopodobiehstwa i statystyka matematyczna), itd.
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Natura matematyki

Nauka o rozwigzywaniu probleméw

Praktyka badawcza matematyki to, przede wszystkim, dowodzenie
twierdzen, a ponadto, m.in.: uogdlnianie, abstrahowanie, tworzenie pojec,
stawianie hipotez, przedstawianie nowych (lepszych, prostszych, bardziej
eleganckich) dowodéw juz znanych twierdzen, wyobrazanie sobie, szukanie
kontrprzyktadéw, prowadzenie rozumowan przez analogie (prowadzacych
np. do rozwazania nowych dziedzin matematycznych), rozpatrywanie
szczegblnych przypadkéw, klasyfikowanie, szukanie nowych aksjomatéw,
sieganie po motywacje ptynace z nauk empirycznych, poszukiwanie nowych
punktéw widzenia, przeprowadzanie (niekiedy zmudnych) rachunkéw,
myslenie przekorne, itd.

Na poczatku kazdego z takich dziatan mamy do czynienia z problemem
poznawczym. W jego rozwiazaniu korzystamy z dostepnych, sprawdzonych
juz w dziataniu metod, ale takze z tworzonych na nowo heurystyk.
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Kontekst odkrycia

@ Dowodzenie (kontekst uzasadnienia) jest potwierdzaniem intuigji
(kontekst odkrycia). Publikowany wynik matematyczny nie ukazuje
kontekstu odkrycia (styl Gaussa).

@ Sadzimy, ze sensowna jest stratyfikacja intuicji matematycznych:

e Proto-intuicje, zwigzane z naszym uposazeniem poznawczym.
o Intuicje wyksztatcone przez przemoc symboliczna szkoty.
e Zaawansowane intuicje profesjonalnych matematykéw.

Myslenie szybkie i wolne:

o Butelka z korkiem.
@ Sznurek dookota Ziemi.

o Wedréwki niedzwiedzia.

o Wyscig profesoréw.
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Przyktady Na poczatku byta mréwka
Mréwka na linie

e Mamy doskonale (nieskonczenie) elastyczna line o dtugosci,
powiedzmy, 1km. Lina rozciaga sie z jednostajng predkosciag 1km/sec.

@ Lewy koniec liny jest nieruchomy. Po jednej sekundzie cata lina ma
zatem 2km dtugosci, po dwéch sekundach 3km dtugosci, itd.

@ Z lewego korica liny startuje mata mréwka, poruszajac sie wzdtuz liny
ze staty predkoscia (wzgledem samej liny), powiedzmy, 1cm/sec.

o Czy mréwka dotrze do prawego konca liny w skoficzonym czasie, czy
tez bedzie dreptata w nieskoriczono$é¢, nigdy nie docierajac do prawego
konca liny? Metaforycznie: czy mréwka skazana jest na koszmar
niesmiertelnosci czy tez zyje (=drepcze) od naturalnego poczecia do
naturalnego konca?

e Uwaga: rozwazamy problem matematyczny (pomijamy liczne realia).
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Przyktady Na poczatku byta mréwka

Mroéwka, musisz!

Jaka czes¢ dtugosci catej liny przebywa mrowka w kazdej kolejnej
sekundzie?

W ciagu sekundy | mréwka pokonuje | cze$¢ catej dtugosci
pierwszej lem z 1km 1001000
drugiej lem z 2km m
trzeciej lcm z 3km 300905
n-tej lcm z nkm m

o Czy istnieje liczba n taka, ze suma tych czesci:
1 1 1 1 o -
100000 T 200006 T 300000 T - -- T miooos0 ©Siagnie lub przewyzszy 1,

czyli cata dtugosé liny?
o Szukamy n takiej, dla ktdrej: 1+ % + % +...+ % > 100000.
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Przyktady Na poczatku byta mréwka

Brawo, mréwka!

Istnieje zatem n taka, ze 1+ 1 + 2 + ...+ 1 > 100000.

Mréwka dojdzie do prawego korica liny w skofczonym czasie!

n

o Liczby harmoniczne: H, = kzl %. Stata Eulera-Mascheroniego:
n
v = lim (3 % —Inn) = 0,5772156649501 . ..
n—oo k=1

Czy istnieje szereg najwolniej rozbiezny?

Jerzy Pogonowski (MEG) Czy masz wyobrazni¢ matematyczna? PFK 2016 8 /18



W roczrit by mnte
Nadcigga Ciemnos¢

Ogodlne rozwiazanie problemu otrzymujemy catkujac stosowne réwnanie
rézniczkowe. Warto jednak zauwazy¢, ze konkluzje uzyskalismy wykonujac
jedynie dziatania na utamkach.

@ Dla przyjetych danych, mréwka osiagnie prawy koniec liny w czasie ok.
2.8 x 1043429 sekund. Wiek Wszech$wiata szacuje sie na 4 x 1017
sekund.

o Przestrzen Wszechswiata rozszerza sie. Predkos¢ swiatta pozostaje
stata. Jednak owo rozszerzanie pono¢ przyspiesza. Ciemno bedzie?

o Rég Gabriela, jeep problem, maksymalny nawis, optymalny wybdr —
przyktady wykorzystujace rozbieznos¢ szeregu harmonicznego.

o Spirale, supertasks, gra Smullyana — inne igraszki z nieskofnczonoscia.
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[MFREL A \Wiedza wtasna i cudza

Czekajac na Lesniczego

e Czarownica zfapata Jasiota i Mgtosie. Kazde z nich ma w
odosobnieniu rzuci¢ moneta i podac¢ wynik rzutu drugiego. Jesli oboje
pomyla sie, zostana pozarci. Jesli co najmniej jedno odgadnie wynik
drugiego, przezyja dany dzien. Jasiotowi udato sie szepna¢ Mgtosi, co
powinni méwi¢, aby odwlekac pozarcie. Jaka strategie zaproponowat?

y

o Konkurs pieknosci. Kazda z grupy oséb ma wybra¢ w sekrecie liczbe
od 0 do 20. Wygraja te osoby, ktérych liczba jest najblizsza dwéch
trzecich sredniej arytmetycznej wszystkich podanych liczb. Kto wygra?

o Dzielenie tupéw. Piraci A, B, C dzielg tup 100 sztuk ztota. Proponuja
podziat w porzadku swojej rangi (A > B > C). Jesli propozycja nie
zostaje przyjeta wiekszoscia gloséw, jej autor laduje za burta (i
proponuje nastepny ranga, gtos wazniejszego decyduje). Jak podzielg
sie tupem (ceniac wtasne zycie bardziej od ztota)?
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Przyktady

Wiedza wtasna i cudza

Gtodna czarownica, przekora, przekupstwo

Mgtosia ma poda¢ swoj wynik (jako wynik Jasiota), a Jasiot wynik
odwrotny do swojego (jako wynik Mgtosi):

Wynik M: | Wynik J: | M méwi: | J méwi: | Trafia:
) 0 0 R M
R R R o) M
R 0] R R J
0 R 0 0 J

o Konkurs pieknosci. Jesli wszyscy wybiora te sama liczbe, to wszyscy
wygrywaja. A co pokazaty eksperymenty?

e Dzielenie tupéw. A powinien pozyskaé gtos C (powstrzymajmy sie od

komentarza politycznego).
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Wittt FressiEnE
tyzwiarki i parasole

@ Mucha i kropla miodu. Mucha na zewnatrz powierzchni bocznej
szklanki, kropla miodu wewnatrz. Podaj najkrétsza droge dreptania
muchy do kropli.

o System drég. Czy cztery miasta lezace w wierzchotkach kwadratu
mozna potaczy€ siecig drég o sumie dlugosci mniejszej od podwojone;
dtugosci przekatnej kwadratu?

@ Obfe otoczaki. Nazwijmy Sredniczka figury majacej srodek symetrii
dowolny odcinek faczacy jej brzegi, przechodzacy przez éw $rodek
symetrii. Czy figura o wszystkich sredniczkach réwnych jest kotem?

o Osemki na ptaszczyznie. lle roztacznych ésemek narysowaé mozna na
ptaszczyznie?

@ Paradoks Bertranda. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo
wybrana cieciwa okregu jest dtuzsza od boku tréjkata réwnobocznego
wpisanego w ten okrag?

Jerzy Pogonowski (MEG) Czy masz wyobrazni¢ matematyczna? PFK 2016 12 / 18




Wittt FressiEnE
Niekonwencjonalni cyklisci

@ Mucha i kropla miodu. Rozwijamy powierzchnie boczng walca i
korzystamy z twierdzenia Herona.
e System drog. Zob. drzewo Steinera.

o Obfe otoczaki. Niekoniecznie: zob. wielokaty Reuleaux. Konstrukcja
trojkata Reuleaux: z wierzchotkéw tréjkata rownobocznego zakresl
tuki o promieniu réwnym dtugosci boku tréjkata.

o Osemki na ptaszczyznie. Kazdej é6semce przyporzadkujmy pare
punktéw o obu wspétrzednych wymiernych, po jednym takim punkcie
wewnatrz kazdej z petli tej dsemki. Wtedy zadne dwie ésemki nie
moga mie¢ wspdlnej takiej pary punktéw. Par liczb wymiernych jest
przeliczalnie wiele.

@ Paradoks Bertranda. % % lub %, w zaleznosci od wybranej miary (czyli

ustalenia przestrzeni probabilistycznej).
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Erro ergo disco

o Wiekszos¢ btedéw pozostaje ukryta.
@ Nie jest mozliwe podanie kompletnego katalogu mozliwych btedéw.

e Stawne btedy matematyczne przyczyniaja sie do rozwoju matematyki.

o Btedy ucznidw.
o Btedy nauczycieli.

@ Fermatowcy, Goldbachisci, Trysekciarze,. ..

@ Czy okreslenie crank jest zniestawieniem?
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Patologie oznaka zdrowia i krzepy

Patologie znienacka atakujace.
Patologie konstruowane specjalnie.
Oswajanie patologii.

Balansowanie miedzy naturalnoscia a ogdlnoscia.

.Dziwne” funkcje: np. ciagte, lecz nierézniczkowalne w zadnym
punkcie; funkcje, ktérych wykres wypetnia kwadrat, itd.

Zbiér Cantora: jest nieprzeliczalny, zwarty, doskonaty, nigdziegesty, ma
zerowa miare Lebesgue'a.

Zbiory Vitalego: selektory relacji R C [0,1]?, xRy = x —y € Q.
Zbiory Bernsteina: podzbiory przestrzeni polskiej, ktére maja niepuste

przeciecie z kazdym nieprzeliczalnym zbiorem borelowskim oraz z
dopetnieniem takiego zbioru.
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Koncepcja matematyki ucielesnione;

@ Metafory bazujace.
o Podstawowa metafora nieskoficzonosci.

o Smiate stwierdzenie Lakoffa i Nafieza: wszystkie pojecia
matematyczne tworzone sa poprzez konstrukcje metafor pojeciowych.

o Uwazamy, ze propozycje Lakoffa i Nafieza w ograniczonym zakresie
ttumacza geneze oraz funkcjonowanie matematyki: odnosza sie do
matematyki prezentowanej w podrecznikach, upraszczajac
rekonstrukcje kontekstu odkrycia w matematyce.

o Wskazujemy na niescistoSci w ich ujeciu, btedy matematyczne i
historyczne, niekompletnos¢ opisu, brak uzasadnienia niektérych
stwierdzen.
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Kreatywno$¢ a podstawa programowa

o Czy szkofa niszczy naturalng kreatywnos¢ dziecka?

@ Trudna historia reform w dydaktyce matematyki.

@ Brak rudymentarnych kompetencji matematycznych jako choroba
spoteczna.

o Czy mozliwa jest terapia matematyczna dorostych?
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