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Zgodnie z zapowiedzia, poprzedni i dzisiejszy wyktad poswigcamy powtérce
omdéwionego materiatu. Podajemy tez przyktadowe pytania, zblizone do tych, ktére
pojawia si¢ na zajeciach po§wigconych zaliczeniu wyktadu 26 stycznia 2017. Dzi-
siejsza powtdrka dotyczy matematyki cigglej.

Plan dzisiejszych dziatan jest nastgpujacy. W niniejszym pliku podajemy przy-
ktady pytan zaliczeniowych, odnoszace si¢ do poszczegdlnych wyktadow. Pokazu-
jemy rozwiazania zadan, piszac je na tablicy i opatrujac ustnym komentarzem.

7 Struktury topologiczne
1. Oblicz granicg ciagu a,, = V222 2%.
2. Oblicz granicg ciagu a,, = ("T*E’)"
3. Oblicz granice ciagu a,, = /4" + 6.
4. Pokaz, ze zbiér zwarty w R jest domknigty w R.

5. Udowodnij nieréwnos¢ Bernoulliego: (1 +d)" > (1+n-d), gdzied > —1.

8 Granice i ciaglos¢

1. Niech f(z) = @. Oblicz lin%) f(x).
r—r

2. Niech f(x) = 1=YZ. Oblicz lim f(x).
T—



3. Zbadaj, czy istnieje liczba rzeczywista a € R taka, ze funkcja f(x) okre-
Slona warunkami: f(z) = % dla x # 7 oraz f(m) = a jest ciagta w
punkcie zg = 7.

4. Zbadaj, czy funkcja f(x) = lal jest ciagta w punkcie zg = 0.

T

5. Zbadaj, czy granica lewostronna w punkcie zo = 0 funkcji okreslonej wa-
runkami: f(z) = 2% dlaz < 0 oraz f(z) = 2% — 1 dla x > 0 jest réwna jej
granicy prawostronnej w punkcie xg = 0.

UWAGA. Stuchacze rozpoznaja zapewne Zrédlo cytatu:

Ciemnos¢, ktéra nadciqgata znad Morza Srédziemnego, okryta znie-
nawidzone przez procuratora miasto. Zniknety wiszqce mosty, tqczace
sSwiqtynig ze straszliwq wiezq Antoniusza, otchtan zwalita sig 7 niebios
i pochtoneta skrzydlatych bogow ponad hipodromem, patac Hasmo-
nejski wraz z jego strzelnicami, bazary, karawanseraje, zautki, stawy. . .
Jeruszalaim, wielkie miasto, znikneto, jak gdyby nigdy nie istniato.
Pozarta je ciemnoS¢, ktora przerazita wszystko, co Zyto w samym Je-
ruszalaim i w jego okolicach. Dziwna chmura przygnana zostata znad
morza przed wieczorem czternastego dnia wiosennego miesiqca nisan.

Ot6z umyst wyktadowcy spowity byl ciemnoscia podczas omawiania na wy-
ktadzie zadania drugiego z powyzej wymienionych. Poprawnie zadanie to rozwia-
zujemy w sposéb nastgpujacy:

Niech f(z) = 1=YZ. Oblicz lim f(2).

1-vz
. . . . e .. . 1— ¥z .
Zauwazamy, ze zarowno licznik, jak i mianownik utamka vz daza do zera,

gdy = dazy do 1. Przeksztalcamy zatem ten ulamek do takiej postaci, aby w gra-
nicy (gdy x dazy do 1) zachodzito co najmniej jedno z dwojga: aby licznik lub
mianownik dazyt do granicy skoiczonej. Wykorzystamy w tym celu wzér skréco-
nego mnozenia, znany ze szkoty: a? — b = (a +b) - (a — b). Mamy zatem:
lim f(xz) = lim 11:% = lim 1_33% = lim % = lim 11_735%1.
z—1 z—1 e =1 1-22 z—112—(22)2 z—1 (14z4)-(1—z%)
Teraz licznik i mianownik tego utamka mozemy podzieli¢ przez 1 — :c%, co
daje:

1

lim —3=21 = lim —1¢ = 1,

z—1 (14+z4)-(1-z4) z—=1 1424

poniewaz licznik otrzymanego utamka jest réwny 1, za$ jego mianownik dazy do
2, przy = dazacym do 1. Ciemno$¢ ustapila, Jeruszalaim znéw spowite jest sto-

necznym blaskiem.




9 Rozniczkowanie

1.

2.

3.

. Oblicz druga pochodng funkcji f(z) =

. Ustal przedziaty wypuktosci i wklgstosci funkeji f(z) =

Oblicz pochodna funkcji f(z) = x - €% w punkcie z¢ = 0.
Oblicz pochodna funkcji f(z) = sin®(cos(\/T)).

Oblicz druga pochodng funkcji f(z) = In(Inx).

QH w punkcie xg = 0.

. Udowodnij wzér Leibniza: (f(z) - g(z)) = f'(z) - g(x) + f(z) - ¢’ ().

Wybrane twierdzenia rachunku rézniczkowego

. Ktéry z prostokatéw o obwodzie L ma najwigksze pole?

. Znajdz ekstrema lokalne funkcji f(z) = £ w przedziale [0, e].

. Korzystajac z reguty de I’Hospitala oblicz granicg: lim ”C—t
T—

oo e¥

. Udowodnij twierdzenie Rolle’a o warto$ci §rednie;j.

Calkowanie

. Oblicz catke [ Zh3dx.

. Oblicz catke f - daz

. Oblicz catkg [ 522 gz,

CosSTr—sInxT

. Kot Prezesa zbliza si¢ do niego po prostej ze zmienna w czasie predkoscia

v(t) = t2 + 12 - t centymetréw na sekunde. Oblicz dhugos¢ drogi, ktéra
pokona Kot Prezesa od chwili t; = 1 do chwili {5 = 4.

. Przekréj poziomy kuwety Kota Prezesa jest obszarem ograniczonym wykre-

sami funkcji: y = 4 oraz y = x2. Oblicz pole powierzchni tego obszaru.

Zadan o podobnej tresci nalezy oczekiwac na zaliczeniu wyktadu.



