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@ Przypomnimy niektdre pojecia, znane stuchaczom ze szkoty: np.
ekstrema lokalne funkcji. Podamy warunki konieczne i
wystarczajgce istnienia ekstremum.

@ Znajdowanie ekstreméw lokalnych to wazne zagadnienie z punktu
widzenia zastosowan: w praktyce bardzo czesto interesujemy sie,
kiedy jakas wielko$¢, opisujaca badang zaleznos$¢, przyjmuje
warto$¢ minimalng lub maksymalna.

@ Przebieg zmiennosci funkcji charakteryzujg takie pojecia jak np.:
jej ekstrema lokalne, jej punkty przegiecia, jej punkty nieciggtosci,
przedziaty, w ktérych jest ona monotoniczna, wypukta, wklesta, jej
asymptoty.

@ Pojecia te charakteryzujemy, wykorzystujac pojecia: granicy oraz
pochodnej funkgciji.
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Ekstrema lokalne

Zatézmy, ze funkcja f o wartosciach rzeczywistych jest okreslona w
jakim$ otoczeniu punktu xg € R, czyli w pewnym przedziale otwartym
(X0 — a, Xo + a), gdzie a > 0. Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie xg:
@ maksimum lokalne, gdy istnieje liczba § > 0 taka, iz: jesli
|x — Xo| < 0,10 f(x) < f(Xp);
@ minimum lokalne, gdy istnieje liczba 6 > 0 taka, iz: jesli
|x — Xo| < 0, to f(x) > f(xp).
Maksima oraz minima lokalne nazywamy ekstremami lokalnymi

funkcji. Okreslone wyzej ekstrema nazywa sie czasem ekstremami
niewtasciwymi. Ponadto, moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie xg:

@ maksimum lokalne wiasciwe, gdy istnieje liczba ¢ > 0 taka, iz:
jezeli x # xp oraz |x — xo| < 0, to f(x) < f(xp);

@ minimum lokalne wtasciwe, gdy istnieje liczba § > 0 taka, iz:
jezeli x # xp oraz |x — xp| < 6, to f(x) > f(xo).
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Ekstrema lokalne

Przyktady:
@ Funkcja f(x) = —x2 + 5 ma maksimum lokalne w punkcie xg = 0.
@ Funkcja f(x) = |x — 2| ma minimum lokalne w punkcie xg = 2.
@ Funkcja f(x) = sin x nie ma ekstremum lokalnego w przedziale

(=3.3)-

@ Funkcja f(x) = cos x ma maksimum lokalne w kazdym punkcie
x =2-n-mdlane Z oraz minimum lokalne w kazdym punkcie
x=(2-n+1)-ndlancZ.

Warunek konieczny istnienia ekstremum podaje nastepujace
twierdzenie:

@ Twierdzenie. Jesli funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu
punktu xg i rézniczkowalna w punkcie xy oraz posiada ekstremum
lokalne w punkcie Xy, to f'(xg) = 0.
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Ekstrema lokalne

0 /a X Xo X3 b\ X
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Punkty przegiecia i asymptoty Punkty przegiecia

Réwnanie stycznej do krzywej y = f(x) w punkcie xo ma jedng z
nastepujgcych postaci (co wynika bezposrednio z definicji ilorazu
roznicowego funkcji w punkcie xp):

Q y="1(x) x4+ f(x0) — f'(x0) - X0, gdy |f'(X0)| < o0
Q y = xp,9dy |f'(X)] =0

Punkt przegiecia. Zat6zmy, ze funkcja f ma pochodna f'(xp) w punkcie
Xo. Mowimy, ze krzywa y = f(x) ma w punkcie xo punkt przegiecia,
gdy: albo |f'(xo)| = oo albo |f'(Xp)| < oo oraz istnieje & > 0 taka, ze dla
0 < |h| < § zachodzi jeden z nastepujacych przypadkdw:
Q f/(Xo + h) + f(Xo) — f,(Xo) - Xp < f(Xo + h) dla h > 0 oraz
f'(xo + h) + f(xo) — f'(x0) - Xo = f(xo + h)dlah <0
(krzywa y = f(x) przewija sie spod stycznej nad styczng).
Q f'(xo+ h)+ f(x0) — f(x0) - Xo = f(xo + h) dla h > 0 oraz
f'(xo+ h)+f(xo) — f'(x0) X0 < f(xo+ h)dlah<0
(krzywa y = f(x) przewija sie znad stycznej pod styczng).
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Punkty przegiecia i asymptoty Punkty przegiecia
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Punkty przegiecia i asymptoty Asymptoty

@ Zatdzmy, ze funkcja f jest okreslona w przedziale niewtasciwym
(¢, ), gdzie ¢ € R. MOwimy, ze prosta y = a- x + b jest
asymptotg ukosng funkcji f przy x — +oo, gdy

xﬂT (f(x) —a-x —b) =0. Mowimy, ze prosta y = a- x + b jest

asymptotg ukosng funkcji f przy x — —oo, gdy
lim (f(x)—a-x—b)=0.

X——00
@ Zat6zmy, ze funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu
(Xo — 6, Xp + 0) punktu xo, za wyjgtkiem punktu xo. Méwimy, ze
funkcja f ma asymptote pionowg x = Xy w punkcie xg, gdy:
lim f(x) = 4oolub lim f(x) = —oc.
X—Xo X—Xp
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Punkty przegiecia i asymptoty Asymptoty

@ Zatézmy, ze funkcja f jest okresSlona w pewnym otoczeniu
(Xo — 9, Xp) punktu xo. Méwimy, ze funkcja f ma lewostronng

asymptote pionowg x = Xg W punkcie xg, gdy: lim f(x) = +oo lub
X—)X(;
lim f(x) = —oc.

X—)X0

@ Zatézmy, ze funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu
(X0, Xo + 0) punktu xo. Mowimy, ze funkcja f ma prawostronng

asymptote pionowg x = Xy W punkcie Xy, gdy: Iim+ f(x) = +oo lub

X—>X0

lim f(x) = —oc.

+
X—)X0
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Przyktady

@ Punkt xp = 0 jest punktem przegiecia krzywej o rownaniu
f(x) = x3.
@ Funkcja f(x) = x? nie ma punktéw przegiecia.
@ Asymptotami funkcji f(x) = } sg proste o rownaniach y = 0 oraz

x = 0.
@ Asymptotami funkcji f(x) = } + x sg proste o réwnaniach y = x
oraz x = 0.

@ Pod koniec wyktadu dowiemy sie, jak wyznaczac punkty
przegiecia oraz asymptoty.
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Punkt przegiecia

Funkcja f(x) = x3 ma punkt przegiecia w xy = 0.
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Asymptota ukosna

Funkcja f(x) = x + 1 rozwazana w przedziale (0, cc) ma asymptote
uko$ng y = x i asymtote pionowg x = 0.
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Asymptota pionowa

f(x) = tg(x)
-3 5
X=-3 X=7
Funkcja f(x) = tg(x) rozwazana w przedziale [-7, 5] ma asymptoty
pionowe x = —7 oraz x = 3
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Punkty przegiecia i asymptoty Asymptoty

Asymptota pozioma

x=0

J—
— |

Funkcja f(x) =3 — } rozwazana w przedziale (0, co) ma asymptote
poziomg y = 3 i asymptote pionowg x = 0.
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Twierdzenia o wartosci $redniej oraz ich konsekwencije Twierdzenia: Rolle’a, Lagrange’a

@ Twierdzenie Rolle’a. JeZeli funkcja f jest ciggta w przedziale
[a, b] i réZniczkowalna w kazdym punkcie nalezacym do
przedziatu (a, b), a ponadto f(a) = f(b), to istnieje punkt
Xo € (a, b) taki, ze f'(xp) = 0.

@ W interpretacji geometrycznej twierdzenie Rolle’a gtosi, ze przy
zatozeniu réwnosci wartosci funkcji na koncach przedziatu
wewnatrz tego przedziatu istnieje punkt xg taki, ze styczna do
krzywej f(x) przechodzaca przez punkt (xp, f(Xp)) jest réwnolegta
do osi odcigtych.
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Twierdzenia o wartosci $redniej oraz ich konsekwencije Twierdzenia: Rolle’a, Lagrange’a

a Xo X{ X2 X3 b

Punkt X istnieje na mocy twierdzenia Rolle’a. Punkty xq, x> i X3 takze
spetniajg teze tego twierdzenia.
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Twierdzenia o wartosci $redniej oraz ich konsekwencije Twierdzenia: Rolle’a, Lagrange’a

@ Twierdzenie Lagrange’a. JeZeli funkcja f jest ciggta w przedziale
[a, b] i réZniczkowalna w kazdym punkcie naleZzagcym do przedziatu

(a, b), to istnieje punkt x, € (a, b) taki, ze: f'(xo) = 1B)=1(a),

@ W interpretacji geometrycznej teza powyzszego twierdzenia gtosi,
ze styczna do krzywej f(x) przechodzaca przez punkt (xg, f(Xp))
jest rbwnolegta do siecznej taczacej punkty (a, f(a)) oraz (b, f(b)).
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Twierdzenia o wartosci $redniej oraz ich konsekwencije Twierdzenia: Rolle’a, Lagrange’a

y = f(X) - (x — xo) + f(X0)
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Twierdzenia o wartosci $redniej oraz ich konsekwencije Monotoniczno$¢ funkcji

Twierdzenie. Zatézmy, Ze funkcja f jest rZniczkowalna w kazdym
punkcie przedziatu (a, b). Wtedy:
@ f jest niemalejgca w (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x) > 0 w
(a,b).
@ f jest nierosngca w (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x) <0 w
(a,b).
Ponadlo, jesli f'(x) > 0 w(a, b), to f jest scisle rosngca w (a, b),
natomiast jesli f'(x) < 0 w(a, b), to f jest Scisle malejaca w (a, b).
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Twierdzenia o wartosci $redniej oraz ich konsekwencije Monotoniczno$¢ funkcji

Warunek wystarczajgcy istnienia ekstremum lokalnego:

Twierdzenie. Zatézmy, Ze funkcja f jest rozniczkowalna w pewnym
otoczeniu punktu xy. Wtedy:

Q@ Jezeliistnieje § > 0 taka, Ze f'(x) > 0 dla x € (xg — 8, Xg) oraz
f'(x) <0 dlax € (xo, X0 + 0), to funkcja f ma maksimum lokalne w
punkcie Xg.

Q Jezeliistnieje 6 > 0 taka, ze f'(x) < 0 dlax € (xg — d, Xp) oraz

f'(x) > 0 dla x € (X, Xo + 0), to funkcja f ma minimum lokalne w
punkcie xg.
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Symbole nieoznaczone i reguta de I'Hospitala

@ Twierdzenie Cauchy’ego. Jezeli funkcje f i g sg ciggte w
przedziale a, b] oraz rézniczkowalne w kazdym punkcie
nalezacym do przedziatu (a, b), a ponadto g’(x) # 0 dla
x € (a, b), to istnieje punkt xo € (a, b) taki, ze:

f(xo) _ f(b)—f(a)
g(x) 9(b)—g(a)
@ Z omoéwionych wyzej twierdzen o wartosci Sredniej mamy wiele
pozytkéw. Miedzy innymi, pozwalajg one uzasadnic regute

postgpowania z wyrazeniami, zawierajagcymi granice, ktérych
obliczenie nie jest — na pierwszy rzut oka — oczywiste.
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Symbole nieoznaczone i reguta de I'Hospitala

@ Tak jest np. w sytuacjach, gdy otrzymujemy wyrazenie utamkowe,
w ktorym licznik oraz mianownik dgzg do zera, lub licznik i
mianownik dgzg do nieskonczonosci.

@ Procedure postepowania w takich przypadkach opisuje reguta de
I'Hospitala. Zachodzg mianowicie nastepujace cztery twierdzenia:
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Symbole nieoznaczone i reguta de I'Hospitala

1. Zatézmy, ze funkcje f i g sa ciagte w przedziale [xg, Xo + J], gdzie
0 > 0 oraz rézniczkowalne we wszystkich punktach przedziatu
otwartego (xp, Xp + ¢). Zatézmy tez, ze f(xp) = g(xp) = 0 oraz
g(x) # 0 dla wszystkich x € (xp, Xo + ¢). Jezeli istnieje granica

prawostronna Iim+ ;((’;)) to istnieje rowniez granica prawostronna

X—)X0
lim 1) i zachodzi réwnosé:
xaxo+ 9(x)
i () i ()
lim =24 = lim .
xexo+ 9(x) xexo+ g'(x)

Twierdzenie pozostaje prawdziwe, jesli w jego sformutowaniu
zastapimy przedziat [xg, Xo + J] przedziatem [xg — 0, Xp], @ granice
prawostronne przy x — xar granicami lewostronnymi przy x — X, .
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Symbole nieoznaczone i reguta de I'Hospitala

2. Zatbzmy, ze funkcje f i g sa ciagte w przedziale niewtasciwym
(a,>), gdzie a > 0 oraz rézniczkowalne we wszystkich punktach tego
przedziatu. Zatézmy tez, ze Iim f(x) = Iim g(x)=0o0raz g(x)#0

dla x € (a,o0). Jezeli |stn|eje granica I|m g,(( )) to istnieje takze

1) ) F(x)
granica I|m N o0 oraz zachodzi rownosc¢: I|m N 500 = XI|_>moo 7"
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Symbole nieoznaczone i reguta de I'Hospitala

3. Zat6zmy, ze funkcje f i g s ciagte w przedziale (xp, Xo + 9), gdzie
0 > 0 oraz rézniczkowalne we wszystkich punktach tego przedziatu.

Zatézmy tez, ze lim f(x) = lim g(x) = oo oraz g(x) # 0 dla
X—X5 X—X5

X € (X0, Xo + 6). Jedli istnieje granica prawostronna lim () to
xoxt I

0

istnieje rowniez granica prawostronna Iim+ % i zachodzi réwnos¢:
X—>Xo

: f(x : f'(x
xllg(]g % xllg(]g ﬁ
Twierdzenie pozostaje prawdziwe, jesli w jego sformutowaniu
zastapimy przedziat (xg, Xo + d) przedziatem (xo — 0, Xp), @ granice
prawostronne przy x — x&” granicami lewostronnymi przy x — Xx; .
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Symbole nieoznaczone i reguta de I'Hospitala

4. Zatozmy, ze funkcje f i g s ciagte w przedziale [xp, xo + d], gdzie

0 > 0 i majg ciggte pochodne az do rzedu n — 1 w tym przedziale oraz
ich n-te pochodne sg skonczone w kazdym punkcie przedziatu
otwartego (xp, Xo + ¢). Zatézmy tez, ze dla 0 < k < n— 1 mamy

9 (x) # 0 dla x € (xp, xp + &) oraz ze zachodzg réwnosci:

f(XQ) = f/(Xo) =...= f(nfﬂ(XQ) =0

9(x) = g'(%) = ... = g"" D(x) = 0.

") (x
Jesli istnieje granica prawostronna lim ;(n(( )) to istnieje tez granica
X*)X

prawostronna lim % oraz zachodzi réwnos¢:
X—X5 g
f(xX) (7 (x)
A 660 = M g

TW|erdzen|e pozostaje prawdziwe, jesli w jego sformutowaniu
zastgpimy przedziat [xg, Xo + 0] przedziatem [xo — , Xp|, @ granice
prawostronne przy x — xo+ granicami lewostronnymi przy x — Xx; .
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Symbole nieoznaczone i reguta de I'Hospitala

@ Omodwione wyzej przejscia od liczenia granicy ilorazu funkcji do
liczenia granicy ilorazu ich pochodnych (przy zaktadanych
zatozeniach) nazywamy regufg de I'Hospitala.

@ W powyzszych twierdzeniach uzywaliSmy terminu symbol
nieoznaczony dla sytuacji, gdy obliczane granice majg postac %
lub 3.

@ Sformutowania powyzszych twierdzen jawi¢ sie moga studentom
kognitywistyki UAM jako odrobing skomplikowane. Ich dowody
(podobnie jak dowody wszystkich innych twierdzeh wspominanych
na tym wyktadzie) znajdg zainteresowani stuchacze w tekstach
wyktadéw zamieszczonych na naszej stronie internetowej oraz w
podrecznikach, np.: Musielak, H., Musielak, J. 2004. Analiza
matematyczna. Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan.

@ Sugerujemy, aby stuchacze korzystali z nastepujgcej Uwagi
Praktycznej dotyczacej stosowania reguty de I'Hospitala:
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Symbole nieoznaczone i reguta de I'Hospitala

Uwaga Praktyczna

Przez symbole nieoznaczone rozumiemy wyrazenia nastepujacych
postaci: 3, 2, oco—o0, 0-0c0, 00, 1%, o

Reguta de I'Hospitala pokazuje, jak radzi¢ sobie z symbolami % oraz
2. Pozostate sytuacje mozemy zredukowac¢ do tych dwdch, poprzez

przeksztatcenia:

1 1

Dla oo — oo stosujemy przeksztatcenie: f(x) — g(x) = 24901

x)-900)
prowadzgce do symbolu 8, do ktérego stosujemy regute de I'Hospitala.
Dla 0 - co stosujemy przeksztatcenie: f(x) - g(x) = 9(1’(), prowadzgce do

)
symbolu 22, do ktérego stosujemy regute de I'Hospitala.

Dla symboli 09, 1 oraz oc? stosujemy przeksztatcenie:
f(x)90) = gnf()?) — go()Nf(x) prowadzace do przypadku
rozwazanego w punkcie 2.
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Symbole nieoznaczone i reguta de I'Hospitala

Przyktady
) )I(|Ln (:/JEX) Mamy do czynienia z symbolem . Korzystajac z
reguty de I'Hospitala otrzymujemy:
(X)) _p (n(4X)) s T e 2%
)I(ILno VX )I(ITO (Vx) )I(ITO RV )l(ILno rix =0
o lim '”()'(’;X). Mamy do czynienia z symbolem 2. Korzystajac z
reguty de I'Hospitala otrzymujemy:
L n(nx) _ o (n(nx)) o wmx 1
X“—)moo X o XII—>moo O X||—>moo X XII—>moo 2x%Inx 0
@ lim (x -In x). Mamy do czynienia z symbolem 0 - co. Korzystajac z
x—0

przeksztatcenia zalecanego w Uwadze Praktycznej oraz z reguty
de I'Hospitala otrzymujemy:

= ~limx2=0
x—0

Ilm(x2 Inx) = lim "X = jim 0X)
x—0 x—0 X2 x—>0( ) x—>0

l\)\
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Wz6r Taylora

Zatézmy, ze funkcja f[a, b] — R ma ciggte pochodne az do n + 1-tego
rzedu w przedziale [a, b] (na krancach przedziatu pochodne
jednostronne). Wtedy dla kazdego x € (a, b) zachodzi wzor Taylora:

100 = 1(a) + - (W52 - 119(a)) + Fr(x. ), gaze im F:L55) 0.

Wz6r Taylora pozwala na przyblizanie wartosci funkcji wielomianami,
ktorych wspétczynniki wyznaczone sg przez pochodne wyjsciowe;j
funkgciji.

Twierdzenie Maclaurina. Zatézmy, Ze funkcja f ma w przedziale [0, x|
(gdzie x > 0) ciggta pochodng f("~1) oraz ma skoriczong pochodna
(") wewnatrz tego przedziatu. Dla kazdej liczby naturalnej
ke{1,2,3,...,n} istnieje liczba rzeczywista t € (0,1) taka, Ze:
f(x) = £(0) + f(°> x+ IO 2 TEEO x4 Ro(x), gazie
Ra(X) = 2k - (1 - -k 0t x)
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Przyktady

@ Funkcja wyktadnicza e*. Zastosowanie twierdzenia Maclaurina
daje nastepujace przedstawienie tej funkciji:
=1+ X454 X0 €8x gdzie0 <t < 1.

@ Funkcja logarytmiczna In(1 + x). Zastosowanie twierdzenia
Maclaurina daje nastepujqce przedstawienie tej funkcii:
In(1+x)=x-% +——’%‘+...+%,gd2le0<t<1
oraz x > —1.

@ Funkcja trygonometryczna sin x. Zastosowanie twierdzenia
Maclaurina daje nastepujace przedstawienie tej funkcji:
sinx:x—§—?+’§—?—’;—T+...+j‘,—?-sin(t-x+n'g),gdzieO <t<1.

@ Funkcja trygonometryczna cos x. Zastosowanie twierdzenia
Maclaurina daje nastepujace przedstawienie tej funkcji:

2 4 6 n T .
cosx=1—%+% —%+...+ % -cos(t-x+n- %), gdzie
O0<t<.
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Wz6r Taylora

Dodajmy jeszcze, dla zainteresowanych stuchaczy, ze z omawianych

wyzej twierdzen wynika rowniez, ze jesli szereg f(x) = > an- x" ma
n=0
promien zbieznosci R > 0, to dla |x| < R zachodzi rowno$¢:

fx) = 3 L0 xn
n=0

Ponadto, z twierdzen tych wynika, ze funkcja f posiadajgca pochodne
wszystkich rzedow (wspdlnie ograniczone przez pewng statg) w
punktach pewnego przedziatu domknietego moze zostaé
przedstawiona w postaci szeregu potegowego:

Xm0
f(x) = Eo 2(0)  xn,
n=
Te wnioski majg duze znaczenie praktyczne w analizie matematyczne;.

Ponizej podajemy szereg warunkéw dotyczgcych badania funkcji:
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Wzér Taylora Zastosowania wzoru Taylora w badaniu funkcji

Warunek wystarczajgcy istnienia ekstremum sformutowany przy uzyciu
drugiej pochodnej. Zatbzmy, ze funkcja f ma w punkcie xo skonczong
druga pochodng ”(xg). Jezeli f'(xp) = 0 oraz f’(xg) # 0, to f ma w X
ekstremum lokalne. Przy tym jest to:

@ maksimum lokalne, gdy f’(xg) < 0
@ minimum lokalne, gdy /(xg) > 0.

Warunek wystarczajgcy istnienia ekstremum sformutowany przy uzyciu
pochodnych wyzszych rzedow. Zatézmy, ze funkcja f ma w punkcie xg
skonczong pochodng (") (xp), dla pewnego n > 1. Jesli ponadto

f'(x0) = f"(x0) = ... = f(""1)(xp) = 0 oraz f("(xq) # 0, to:

@ Gdy njest parzysta, to f ma w xg ekstremum lokalne. Przy tym
jest to: maksimum lokalne, gdy (7 (xo) < 0 za$ minimum lokalne,

gdy (M (xg) > 0.
@ Gdy njest nieparzysta, to f nie ma w xy ekstremum lokalnego.
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Wzér Taylora Zastosowania wzoru Taylora w badaniu funkcji

Warunek konieczny istnienia punktu przegiecia. Jezeli funkcja f ma w
punkcie xp skonczong druga pochodng f’(xg) oraz ma w X punkt
przegiecia, to f’(xg) = 0.

Warunek wystarczajgcy istnienia punktu przegiecia sformutowany przy
uzyciu drugiej pochodnej. Zatézmy, ze funkcja f ma w pewnym
otoczeniu punktu xg skonczong druga pochodng f”(xg). Jezeli istnieje
0 > 0 taka, ze zachodzi jedno z dwojga:

@ (xg) >0dlaxy—d < x < xoraz f"(xo)
@ (x) <0dlaxy—6<x < xgoraz f’(xp)
to krzywa y = f(x) ma w punkcie o odcietej xo punkt przegiecia. W

pierwszym z tych przypadkow krzywa przewija sie znad stycznej pod
styczna, a w drugim z nich przewija si¢ spod stycznej nad styczna.

X<Xy+0
X<Xyg+0

Odla X0
0dla X0

A\ARV/AN
NN
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Wzér Taylora Zastosowania wzoru Taylora w badaniu funkcji

Warunek wystarczajgcy istnienia punktu przegiecia sformutowany przy
uzyciu pochodnych wyzszych rzedow. Zatézmy, ze funkcja f ma w
punkcie x; skofczong pochodng (") (x,), dla pewnego n > 2. Jesli
ponadto f(xg) = ... = f(""1)(xy) = 0 oraz (" (xq) # 0, to:
@ Gdy njest parzysta, to krzywa y = f(x) ma w punkcie o odcietej
Xo punkt przegiecia. Przy tym:
@ gdy f("(xy) < 0, to krzywa przewija sie spod stycznej nad styczng
@ gdy f("(xy) > 0, to krzywa przewija sie znad stycznej pod styczna.
© Gdy n jest nieparzysta, to krzywa y = f(x) nie ma w punkcie o
odcietej xp punktu przegiecia.

Ciggtosc¢ funkcji wypuktej. Zatbzmy, ze funkcja f jest wypukta w
pewnym otoczeniu punkiu xp. Wtedy f jest ciggta w tym punkcie.
Twierdzenie to zachowuje waznosé, gdy wypuktosé zamienimy na

wklestosé.
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Wzér Taylora Zastosowania wzoru Taylora w badaniu funkcji

Wypuktos¢ funkcji a monotonicznos¢ pochodnej. Funkcja f
rozniczkowalna w przedziale (a, b) jest wypukta w (a, b) wtedy i tylko
wtedy, gdy jej pochodna f' jest niemalejaca w (a, b). Funkcja f
rozniczkowalna w przedziale (a, b) jest wklgesta w (a, b) wtedy i tylko
wtedy, gdy jej pochodna f” jest nierosngca w (a, b).

Wypuktosc¢ funkcji a potozenie stycznej. Funkcja f r6zniczkowalna w
przedziale (a, b) jest wypukta w (&, b) wtedy i tylko wtedy, gdy w
kazdym punkcie xg € (a, b) styczna do krzywej y = f(x) w punkcie o
odcietej xg lezy ponizej tej krzywej, bgdz jest odcinkami identyczna z
ta krzywa. Funkcja f rézniczkowalna w przedziale (a, b) jest wklesta w
(a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdym punkcie xp € (a, b) styczna do
krzywej y = f(x) w punkcie o odcietej xp lezy powyzej tej krzywej,
badz jest odcinkami identyczna z tg krzywa.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Badanie funkgcji 36 /50



Wzér Taylora Zastosowania wzoru Taylora w badaniu funkcji

Warunek konieczny i wystarczajacy wypuktosci funkcji. Zatézmy, ze
funkcja f ma skonczong drugg pochodng f” w przedziale otwartym
(a, b). Wtedy:

@ fjest wypukta w (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy f’(x) > 0 dla
wszystkich x € (a, b).

@ fjest wklesta w (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy /(x) < 0 dla
wszystkich x € (a, b).

Asymptoty ukosne. Zatbzmy, ze funkcja f jest okreslona w przedziale
niewtasciwym (¢, +o0), gdzie ¢ € R. Prosta y = a- x + b jest asymptota
ukosna funkgciji f przy x — +oo wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg granice:

lim 1 = g0raz lim (f(x) — a- x) = b. To twierdzenie pozostaje
X—+00 X—r+00

prawdziwe, gdy zamienimy przedziat (¢, +o0) na przedziat (—oo, €)
oraz napiszemy wszedzie x — —oo zamiast x — +oc.
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Badanie przebiegu zmiennosci funkcji Procedura badania przebiegu funkcji

Ogolny schemat badania przebiegu zmiennosci funkg;ji:

@ Okreslamy dziedzine oraz przeciwdziedzine funkgii.

© Badamy granice funkcji w punktach krancowych jej przedziatow
okreslonosci.

© Wyznaczamy miejsca zerowe funkcji oraz jej wartos$¢ dla
argumentu réwnego 0 (czyli wyznaczamy miejsca przeciecia sie
wykresu funkcji z osiami wspétrzednych).

© Wyznaczamy asymptoty funkgcji.

@ Obliczamy pierwszg i drugg pochodng funkgji.

© Wyznaczamy ekstrema lokalne funkcji.

@ Ustalamy przedziaty monotonicznosci, wklestosci i wypuktosci
funkcji.

© Wyznaczamy punkty przegiecia funkcji.

© Wyniki tych ustalen przedstawiamy w tabeli, na podstawie ktérej
szkicujemy wykres funkcji.
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Rozktad normalny

Bardzo wazna w zastosowaniach (jako funkcja gestosci rozktadu
zmiennej losowej, 0 czym stuchacze dowiedzg sie na zajeciach ze

X2
statystyki) jest funkcja: f(x) = \/%7 - €~z . Zbadamy przebieg

zmienno$ci tej funkciji. Jej dziedzing jest oczywiscie caty zbiér R.

@ Funkcja ta nie przyjmuje wartosci 0 dla zadnego x € R, a wiec nie
ma miejsc zerowych.

@ Dla argumentu x = 0 funkcja f przyjmuje nastepujaca wartosé:
2
(0)= A e 7 =]

Ve Vo'
° Wyznaczamy granice funkcji w nieskonczonosci:
2
X
lim ez2=0
X——00 V2-7
im e =0
im e~z =0.
X—+oo V2
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Badanie przebiegu zmiennosci funkcji Przyktad: rozktad normalny

Obliczamy pierwszg i drugg pochodng badanej funkgciji:
2 2

o 1 XNy 1 _ X
f’(x)_(\/ﬁ-e 2)’2_\/27-x-e 22.
f”(x):(%-x-e‘?)’:\/;ﬁr.e‘T-(xz—U.

e f(x)=0dlax=0.

@ Dla x € (—o0,0) mamy f'(x) > 0, a wiec funkcja f jest rosngca w
przedziale niewtasciwym (—oc, 0). Dla x € (0, +o0) mamy
f'(x) < 0, a wiec funkcja f jest malejaca w przedziale
niewtasciwym (0, +o00). Funkcja f ma zatem maksimum lokalne w
punkcie x = 0.
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Badanie przebiegu zmiennosci funkcji Przyktad: rozktad normalny

o f'(x)=0dlax=1Iubx=—-1.

@ Poniewaz dla x € (—o0, —1) U (1,4+00) mamy f’(x) > 0, wiec
funkcja f jest wypukta w przedziatach niewtasciwych (—oo, —1)
oraz (1,+o00). Poniewaz dla x € (—1,1) mamy f’(x) < 0, wiec
funkcja f jest wklesta w przedziale (—1, 1). Funkcja f ma zatem
punkty przegiecia dla x = —1 oraz x = 1.
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Badanie przebiegu zmiennosci funkcji Przyktad: rozktad normalny

n
n

X

X
Poniewaz Im 1.1 .e %2 = Ilim 1.1 .e %7 =0, wiec prosta
Xx——o0 X V2w x—+4oo X V27 ’ ecp

y = 0 jest asymptotg badanej funkcji. Jest to jej jedyna asymptota.
Mozemy zebra¢ w tabeli poczynione wyzej ustalenia:

X —00 | (—o0,—1) —1 (—1,0) 0 (0,1) 1 (1, +00)
F(x) + + + o [ - - -
7(x) T 0 — - — 0 +
fx) | © o — | M~ lml v m=]

Na podstawie tej tabeli mozemy teraz naszkicowac¢ wykres rozwazanej
funkgciji:
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Badanie przebiegu zmiennosci funkcji Przyktad: rozktad normalny

x2
f(0) = /5=
f(—1)= (1) = =
} ] X
—1 0 1

Jerzy Pogonowski (MEG)
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Badanie przebiegu zmiennosci funkcji Przyktad: trend logistyczny

Krzywa logistyczna

Trend logistyczny jest charakterystyczny dla sytuacji, gdy pewna
wielko$¢ z poczatku szybko rosnie, ale po osiggnieciu pewnego
poziomu ros$nie juz wolniej, po czym stabilizuje sie. Sytuacji takiej
odpowiada funkcja:

f(x) = m)% gdzie a, b, ¢ > 0 sg pewnymi parametrami. Zbadamy
przebieg zmiennosci tej funkcji. Zatézmy, ze badamy jg w przedziale
[0,0), a zatem to jest jej dziedzina.
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Badanie przebiegu zmiennosci funkcji Przyktad: trend logistyczny

@ Dla x = 0 wartosc funkcji f jest rowna: (0) = 150 = 735, a
wiec krzywa ta ma punkt wspdlny z osig rzednych: jest to punkt o
wspotrzednych (0, 1%5). Funkcja przyjmuje jedynie wartoSci
dodatnie, a wiec nie ma ona miejsc zerowych.

o Obliczajac granice tej funkcji przy x dazacym do oo widzimy, ze:

XILmOO W = a, poniewaz mianownik rozwazanego utamka

dazy do 1 przy x dgzacym do oc.
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Badanie przebiegu zmiennosci funkcji Przyktad: trend logistyczny

Obliczamy pierwszg oraz drugg pochodng rozwazanej funkcji:

/ _ _abce X
f(X) T (1+becx)2

" —a.h.pr2. pCx . _bec¥-1
f'(xy=a-b-c*-e (+beox)3-

Poniewaz f'(x) > 0 w rozwazanej dziedzinie, wiec funkcja f jest
rosngca w tej dziedzinie. Nie ma zatem ekstremum lokalnego.

Mamy f’(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy b- e ¢* =1, czyli e ¢* = ,1).
To zachodzi wtedy, gdy € = b, czyli gdy x = 2. Zauwazmy, ze:
@ Dlax €0, %) mamy f”(x) > 0, czyli funkcja f jest wypukta w tym
przedziale.

@ Dla x € (2, 00) mamy 7(x) < 0, czyli funkcja f jest wkiesta w
tym przedziale.

© Punkt (%, 2) jest punktem przegiecia funkciji f.
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Badanie przebiegu zmiennosci funkcji Przyktad: trend logistyczny

Poniewaz I|m

1+be cX

= a, wiec lim
X—00

ze prosta o rownanlu y = a jest asymptotg badanej funkcji. Jest to jej
jedyna asymptota (dla funkcji rozwazanej w [0, co); je$li rozwazamy
krzywg logistyczng dla argumentéw z catego zbioru R, to asymptotg
poziomg jest tez prosta o réwnaniu y = 0).

Tabela zmiennosci funkcji f wyglgda zatem nastepujaco:

=]
&

Inb

X 0 (07 %) c_ (77 OO) o0
f'(x) + + +
7(x) o -
fx) | i3] /"~ | § ] 7/~ | a

Na podstawie tej tabeli mozemy teraz naszkicowa¢ wykres rozwazanej
funkgciji, dla ustalonych parametréw a=6, b =12, ¢ = 3:

Jerzy Pogonowski (MEG)

Matematyczne podstawy kognitywistyki

Badanie funkcji

47 /50



Badanie przebiegu zmiennosci funkcji Przyktad: trend logistyczny

Jerzy Pogonowski (MEC

_ 6
14+12.e—3

g) Matematyczne podstawy kognitywistyki

In(12)
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Zacheta do refleksji

Mysl przekornie!

@ Czy w danym przedziale funkcja moze miec¢ tylko skonczong
liczbe ekstreméw lokalnych (punktéw nieciagtosci, punktow
przegiecia, punktéw, w ktorych nie jest rozniczkowalna)?

@ Dotagd omawiano pojecia: granicy, ciggtosci i rézniczkowalnosci
funkcji jednej zmiennej. W tym przypadku argumenty ,dgazg” do
wybranej wielkosci po ,drogach” wewnatrz jednowymiarowego
kontinuum. A co z funkcjami wielu zmiennych (np. dwoch)? Coz
miatoby znaczy¢, ze cigg punktéw (xn, yn) dgZy do punktu (a, b)?

@ Skoro funkcja dwdch zmiennych rzeczywistych wyznacza pewng
powierzchnig, to czy istnieje odpowiednik pojecia stycznej w tym
przypadku?
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Co musisz ZZZ

@ Ekstrema lokalne funkcji.
@ Reguta de I'Hospitala.

@ Wzér Taylora.

@ Procedura badania przebiegu zmiennosci funkcji:

Okreslamy dziedzine i przeciwdziedzing funkcii.

Badamy granice funkcji w punktach krancowych jej przedziatéw
okreslonosci.

Wyznaczamy miejsca zerowe funkcji oraz jej wartosc¢ dla
argumentu réwnego 0.

Wyznaczamy asymptoty funkciji.

Obliczamy pierwszg i druga pochodng funkcji.

Wyznaczamy ekstrema lokalne funkcji.

Ustalamy przedziaty monotonicznosci, wklestosci i wypukiosci
funkcji. Wyznaczamy punkty przegigcia funkciji.

Sporzadzamy tabele zmiennosci funkcji oraz wykres funkgciji.
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