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Wst¦p

Po co o tym mówi¢ na tym wykªadzie?

Studenci nauk kognitywnych powinni, naszym zdaniem, zmierzy¢ si¦ z
intelektualnym oswojeniem poj¦cia niesko«czono±ci.

Poj¦cie to jest niezb¦dne w rozwa»aniach matematycznych oraz
logicznych.

Sªuchacze pami¦taj¡ zapewne, jak wa»ny w konstrukcjach logicznych
jest Lemat Königa (niesko«czone drzewo sko«czenie generowane ma
gaª¡¹ niesko«czon¡) lub Lemat Kuratowskiego-Zorna (je±li ka»dy
ªa«cuch w zbiorze cz¦±ciowo uporz¡dkowanym ma ograniczenie górne,
to w zbiorze tym istnieje element maksymalny).

Poj¦cie niesko«czono±ci jest równie» obecne w rozwa»aniach
przeprowadzanych w innych naukach.
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Niesko«czono±¢ w matematyce

Gdzie spotykamy niesko«czono±¢?

Poj¦cie niesko«czono±ci pojawia si¦ w wielu kontekstach:

Niesko«czenie du»e

Niesko«czenie maªe

Niesko«czenie zªo»one

Analiza matematyczna: granica, ci¡gªo±¢, pochodna, szereg
niesko«czony.

Arytmetyka: modele niestandardowe arytmetyki PA.

Teoria mnogo±ci: liczby porz¡dkowe i kardynalne.

Topologia: obiekty fraktalne.

Analiza niestandardowa: niesko«czenie maªe.

Geometria: punkty i proste w niesko«czono±ci.
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Równoliczno±¢

Notacja

Je±li zbiory X i Y s¡ równoliczne (czyli gdy istnieje bijekcja z X na
Y ), to piszemy: |X | = |Y |.
Je±li istnieje iniekcja z X w Y , to piszemy |X | 6 |Y |.
Je±li |X | 6 |Y | oraz nie zachodzi |X | = |Y |, to piszemy |X | < |Y |.

Zbiory X i Y s¡ tej samej mocy, gdy s¡ równoliczne, czyli gdy
|X | = |Y |.
Zbiór X jest mocy niewi¦kszej ni» zbiór Y , gdy |X | 6 |Y |.
Zbiór X jest mocy mniejszej ni» zbiór Y , gdy |X | < |Y |.

To tylko sposób mówienia. Nie zde�niowali±my dot¡d, czym s¡ moce
zbiorów.
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Równoliczno±¢ De�nicja Dedekinda

Od paradoksu do de�nicji

Fakt równoliczno±ci pewnych zbiorów ze swoimi podzbiorami
wªa±ciwymi uwa»any byª dªugo za paradoksalny (Proklos, Galileusz,
Bolzano).

Rozwi¡zanie paradoksu zaproponowaª Richard Dedekind.

De�nicja Dedekinda. Zbiór jest niesko«czony, gdy jest równoliczny z
jakim± swoim podzbiorem wªa±ciwym. W przeciwnym przypadku jest
sko«czony.

Zbiór jest przeliczalny, je±li jest równoliczny ze zbiorem N wszystkich
liczb naturalnych. Piszemy |A| = ℵ0 zamiast |A| = |N|.
Zbiór niesko«czony, który nie jest przeliczalny, nazywamy
nieprzeliczalnym.

Je±li |A| = |R|, to mówimy, »e A jest mocy kontinuum i piszemy
|A| = c.
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Równoliczno±¢ Twierdzenie Cantora

Czy wszystkie zbiory niesko«czone s¡ równoliczne?

Twierdzenie Cantora. �aden zbiór nie jest równoliczny z rodzin¡
wszystkich swoich podzbiorów.

Dowód. Przeprowadzimy dowód nie wprost.

We¹my dowolny zbiór X i przypu±¢my, »e X jest równoliczny z rodzin¡
wszystkich swoich podzbiorów ℘(X ). Oznacza to, i» istnieje bijekcja f
ze zbioru X na zbiór ℘(X ). Okre±lmy nast¦puj¡cy element rodziny
℘(X ): Xf = {x ∈ X : x /∈ f (x)}.
Wtedy dla pewnego xf ∈ X musiaªoby by¢: f (xf ) = Xf . St¡d i z
de�nicji zbioru Xf otrzymujemy, i»: xf ∈ Xf wtedy i tylko wtedy, gdy
xf /∈ Xf , a to jest sprzeczno±¢.

Musimy zatem odrzuci¢ przypuszczenie o istnieniu funkcji f . W
konsekwencji, X oraz ℘(X ) nie s¡ równoliczne.
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Równoliczno±¢ Twierdzenie Cantora

Konsekwencje twierdzenia Cantora

Metoda u»yta w dowodzie twierdzenia Cantora nazywa si¦ metod¡
przek¡tniow¡. Na poprzednim wykªadzie wykorzystano j¡ pokazuj¡c, »e nie
mo»na ponumerowa¢ w sposób wzajemnie jednoznaczny liczbami
naturalnymi wszystkich gaª¦zi peªnego drzewa dwójkowego.

Jednym z wniosków z tego twierdzenia jest to, »e zbiór N nie jest
równoliczny ze swoim zbiorem pot¦gowym ℘(N). Oznacza to, »e nie
mo»na ponumerowa¢ w sposób wzajemnie jednoznaczny liczbami
naturalnymi wszystkich zbiorów liczb naturalnych.

Innym wnioskiem jest oczywi±cie to, »e je±li utworzymy niesko«czony
ci¡g zbiorów niesko«czonych:

(N, ℘(N), ℘(℘(N)), ℘(℘(℘(N))), . . .),

to »adne dwa wyrazy tego ci¡gu nie b¦d¡ równoliczne.
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Inne de�nicje zbiorów niesko«czonych

Czy istniej¡ zbiory niesko«czone?

Istnienie co najmniej jednego zbioru niesko«czonego jest przyjmowane w
teorii mnogo±ci � na mocy aksjomatu niesko«czono±ci:
∃x(∅ ∈ x ∧ ∀y(y ∈ x → y ∪ {y} ∈ x))
Ka»dy zbiór x speªniaj¡cy ten warunek nazywamy induktywnym.

Znane s¡ inne jeszcze de�nicje zbiorów sko«czonych i niesko«czonych, np.:

Gottlob Frege. De�nicja liczb naturalnych wykorzystuj¡ca zasad¦
Hume'a i wªasno±ci dziedziczne.

Ernst Zermelo. ∅, {∅}, {{∅}}, {{{∅}}}, . . .
John von Neumann. De�nicja odwoªuj¡ca si¦ do liczb porz¡dkowych i
kardynalnych (za chwil¦ j¡ omówimy).

Alfred Tarski. Zbiór x jest sko«czony, je±li ka»dy ⊆-ªa«cuch w ℘(x)
jest domkni¦ty na kres górny.
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Liczby porz¡dkowe i kardynalne

Mierzenie niesko«czono±ci

Mówimy, »e zbiór X jest:

przechodni, gdy ka»dy element X jest podzbiorem X ;

liczb¡ porz¡dkow¡, gdy X jest zbiorem przechodnim i dla wszystkich
ró»nych elementów Y ,Z ∈ X zachodzi alternatywa: Y ∈ Z lub
Z ∈ Y ;

liczb¡ kardynaln¡, gdy jest liczb¡ porz¡dkow¡ i |Y | < |X | dla
wszystkich Y ∈ X .

Liczby porz¡dkowe oznaczamy literami α, β, γ, itd.

Elementy dowolnej liczby porz¡dkowej s¡ liczbami porz¡dkowymi.

De�niujemy: α ≺ β wtedy i tylko wtedy, gdy α ∈ β. Niech α � β
oznacza, »e α ≺ β lub α = β.
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Niektóre wªasno±ci liczb porz¡dkowych i kardynalnych Sko«czone liczby porz¡dkowe

Operacja von Neumanna

Dla dowolnego zbioru x niech x∗ = x ∪ {x}.
Jakie zbioru otrzymujemy wychodz¡c od zbioru pustego ∅, iteruj¡c
powy»sz¡ operacj¦?

∅∗ = ∅ ∪ {∅} = {∅} czyli zbiór, którego jedynym elementem jest zbiór
pusty.

{∅}∗ = {∅} ∪ {{∅}} = {∅, {∅}} czyli zbiór, który ma dwa elementy.

{∅, {∅}}∗ = {∅, {∅}} ∪ {{∅, {∅}}} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}} czyli zbiór,
który ma trzy elementy. Itd.

Oznaczmy: 0 = ∅, 1 = {∅}, 2 = {∅, {∅}}, 3 = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}, itd.;
ogólnie: nast¦pnikiem liczby n jest zbiór n∗, czyli n ∪ {n}.
Niech ω oznacza sum¦ tych wszystkich zbiorów. Jest to najmniejsza
niesko«czona liczba porz¡dkowa.
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Niektóre wªasno±ci liczb porz¡dkowych i kardynalnych Wªasno±ci liczb porz¡dkowych

Dla ka»dej liczby porz¡dkowej α, relacja � dobrze porz¡dkuje α.

Je±li α jest liczb¡ porz¡dkow¡, to α ∪ {α} jest liczb¡ porz¡dkow¡.

Je±li A jest zbiorem liczb porz¡dkowych, to
⋃

A jest liczb¡
porz¡dkow¡.

Nie istnieje zbiór wszystkich liczb porz¡dkowych.

Mówimy, »e liczba porz¡dkowa α jest:

1 liczb¡ nast¦pnikow¡, gdy α = ∅ lub α = β ∪ {β} dla pewnej liczby

porz¡dkowej β;
2 liczb¡ graniczn¡, gdy α nie jest liczb¡ nast¦pnikow¡.

Liczba ω jest graniczn¡ liczb¡ porz¡dkow¡. Liczba porz¡dkowa α jest
graniczna wtedy i tylko wtedy, gdy α =

⋃
α.

Zbiór ω wszystkich sko«czonych liczb porz¡dkowych jest przeliczalny, a
ka»dy jego element jest zbiorem sko«czonym.
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Niektóre wªasno±ci liczb porz¡dkowych i kardynalnych Indukcja i rekursja pozasko«czona

Gwarancje poprawno±ci

Zasada indukcji pozasko«czonej. Niech ϕ b¦dzie dowoln¡ formuª¡
j¦zyka teorii mnogo±ci ZF. Je±li dla ka»dej liczby porz¡dkowej α oraz
wszystkich β ∈ α, formuªa ϕ(β) implikuje formuª¦ ϕ(α), to dla
wszystkich liczb porz¡dkowych α zachodzi ϕ(α).

Twierdzenie o rekursji pozasko«czonej. Niech ψ b¦dzie formuª¡
tak¡, »e dla ka»dego x istnieje dokªadnie jeden y taki, »e ψ(x , y).
Wtedy: dla ka»dej liczby porz¡dkowej α istnieje dokªadnie jedna
funkcja f o dziedzinie α taka, »e dla wszystkich β ∈ α zachodzi
ψ(f � β, f (β)).

Powy»sze dwa twierdzenia umo»liwiaj¡ poprawne zde�niowanie dziaªa«
dodawania i mno»enia liczb porz¡dkowych.

Zamiast α ∪ {α} pisze si¦ cz¦sto α+ 1.
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Niektóre wªasno±ci liczb porz¡dkowych i kardynalnych Dodawanie i mno»enie liczb porz¡dkowych

Dziaªania na liczbach porz¡dkowych

α+ 0 = α

α+ (β + 1) = (α+ β) + 1

α+ λ =
⋃
{α+ β : β ≺ λ} dla λ granicznych.

α · 0 = 0

α · (β + 1) = (α · β) + α

α · λ =
⋃
{α · β : β ≺ λ} dla λ granicznych.

Mamy np.:

1+ ω = ω ≺ ω + 1

2 · ω = ω ≺ ω · 2 = ω + ω ≺ ω · ω
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Niektóre wªasno±ci liczb porz¡dkowych i kardynalnych Liczby kardynalne

Hierarchia kumulatywna

Przypominamy, »e α jest liczb¡ kardynaln¡, gdy jest liczb¡ porz¡dkow¡
i |β| < |α| dla wszystkich β ∈ α. Liczby porz¡dkowe α o tej wªasno±ci
nazywane s¡ tak»e pocz¡tkowymi liczbami porz¡dkowymi.

Je±li α jest niesko«czon¡ liczb¡ kardynaln¡, to α jest graniczn¡ liczb¡
porz¡dkow¡.

Nie ka»da liczba porz¡dkowa jest liczb¡ kardynaln¡. Dla przykªadu,
liczby porz¡dkowe ω + ω oraz ω · ω nie s¡ liczbami kardynalnymi.

Przez indukcj¦ pozasko«czon¡ de�niujemy hierarchi¦ kumulatywn¡ zbiorów:

V0 = ∅
Vα+1 = ℘(Vα)

Vλ =
⋃
{Vβ : β ≺ λ} dla λ granicznych.
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Niektóre wªasno±ci liczb porz¡dkowych i kardynalnych Liczby kardynalne

Funkcja Hartogsa

Ka»dy zbiór Vα jest przechodni.

Dla ka»dego zbioru X istnieje liczba porz¡dkowa α taka, »e X ⊆ Vα.

Vω to rodzina zbiorów dziedzicznie sko«czonych.

Dowodzi si¦, »e dla ka»dego zbioru X istnieje liczba porz¡dkowa α
taka, »e: nie istnieje iniekcja f : α→ X .

Dla dowolnego zbioru X niech: H(X ) = liczba Hartogsa zbioru X =
≺-najmniejsza liczba porz¡dkowa α taka, »e nie istnieje iniekcja
f : α→ X .

Je±li κ jest liczb¡ kardynaln¡, to H(κ) jest najmniejsz¡ liczb¡
kardynaln¡ wi¦ksz¡ od κ (tradycyjnie oznaczan¡ te» przez κ+).

Najmniejsza nieprzeliczalna liczba porz¡dkowa to ω1 = H(ω).
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Niektóre wªasno±ci liczb porz¡dkowych i kardynalnych Liczby kardynalne

Skala alefów i moce zbiorów

Przez indukcj¦ pozasko«czon¡ de�niujemy skal¦ alefów:

ℵ0 = ω

ℵα+1 = H(ℵα) = ℵ+α
ℵλ =

⋃
{ℵβ : β ≺ λ} dla λ granicznych.

Alefy tworz¡ ci¡g pozasko«czony:
ℵ0 ≺ ℵ1 ≺ ℵ2 ≺ . . .ℵω ≺ ℵω+1 ≺ ℵω+2 ≺ . . .ℵω+ω ≺ . . .
Dla ka»dej niesko«czonej liczby kardynalnej κ istnieje liczba
porz¡dkowa α taka, »e κ = ℵα.
Dla ka»dego zbioru X istnieje dokªadnie jedna liczba kardynalna κ
taka, »e |X | = |κ|. Nazywamy j¡ moc¡ zbioru X . Gdy |X | = |κ|, to
piszemy |X | = κ. Moc zbioru to najmniejsza liczba porz¡dkowa
równoliczna z tym zbiorem.
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Niektóre wªasno±ci liczb porz¡dkowych i kardynalnych Dziaªania na liczbach kardynalnych

Dodawanie, mno»enie, pot¦gowanie

κ+ λ = |(κ× {0}) ∪ (λ× {1})|
κ · λ = |κ× λ|
κλ = |κλ|.

Je±li κ i λ s¡ niesko«czonymi liczbami kardynalnymi, to
κ+ λ = κ · λ = max{κ, λ}.
De�niujemy dowolne sumy oraz iloczyny liczb kardynalnych:

1
∑
i∈I

κi = |
⋃
i∈I

(κi × {i})|

2
∏
i∈I

κi = |
∏
i∈I

κi |.

Twierdzenie Königa. Je±li λi ≺ κi dla wszystkich i ∈ I , to:∑
i∈I

λi ≺
∏
i∈I

κi .
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Niektóre wªasno±ci liczb porz¡dkowych i kardynalnych Dziaªania na liczbach kardynalnych

Liczby kardynalne regularne

Wspóªko«cowo±ci¡ liczby kardynalnej κ nazywamy najmniejsz¡ liczb¦
porz¡dkow¡ α tak¡, »e: istnieje funkcja f : α→ κ taka, »e dla ka»dej
β ≺ κ istnieje γ ≺ α taka, »e β ≺ f (γ). Wspóªko«cowo±¢ κ
oznaczamy przez cf (κ).

Mówimy, »e niesko«czona liczba kardynalna κ jest regularna, gdy
κ = cf (κ). Liczby kardynalne, które nie s¡ regularne, nazywamy
singularnymi.

cf (κ) jest najmniejsz¡ liczb¡ kardynaln¡ λ tak¡, »e zbiór mocy κ jest
sum¡ λ swoich podzbiorów mocy mniejszej ni» κ.

Mamy np.: cf (ℵ0) = cf (ℵω) = cf (ℵω+ω) = cf (ℵωω) = ℵ0.
Liczba κ jest regularna wtedy i tylko wtedy, gdy dowolna suma mniej
ni» κ zbiorów mocy mniejszej ni» κ ma moc mniejsz¡ ni» κ. Liczba ℵ0
jest regularna. Ka»da liczba postaci ℵα+1 jest regularna.

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika Poj¦cie niesko«czono±ci 18 / 22



Niektóre wªasno±ci liczb porz¡dkowych i kardynalnych Dziaªania na liczbach kardynalnych

Moc kontinuum

König. Je±li κ jest niesko«czona, to κ ≺ cf (2κ). W szczególno±ci:
ℵ0 ≺ cf (2ℵ0).

Je±li κ jest niesko«czona, to cf (κ) jest regularna (cf (cf (κ)) = κ).

Liczby ℵω oraz ℵω1 nie s¡ regularne (cf (ℵω1) = ℵ1 ≺ ℵω1).

Liczb¦ 2ℵ0 nazywamy kontinuum i oznaczamy przez c. Liczba
kardynalna c jest nieprzeliczalna.

|R| = |NN| = |{0, 1}N| = c.

�aden zbiór mocy kontinuum nie jest sum¡ przeliczalnie wielu swoich
podzbiorów mocy mniejszej ni» kontinuum.

ℵ0 + ℵ0 = ℵ0 · ℵ0 = ℵn
0 = ℵ0, dla wszystkich n ∈ ω.

c+ c = c · c = cn = cℵ0 = 2ℵ0 = ℵℵ00 = c, dla wszystkich n ∈ ω.
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Niektóre wªasno±ci liczb porz¡dkowych i kardynalnych Dziaªania na liczbach kardynalnych

Dwie skale liczb kardynalnych

Mo»na okre±li¢ dwie skale niesko«czonych liczb kardynalnych:

Skala alefów:

ℵ0 = ω

ℵα+1 = H(ℵα) = ℵ+α
ℵλ =

⋃
{ℵβ : β ≺ λ} dla λ granicznych.

Skala betów:

i0 = ℵ0 = ω

iα+1 = 2iα

iγ =
⋃
{iβ : β ≺ λ} dla λ granicznych.

Jak maj¡ si¦ do siebie te dwie skale?
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Niektóre wªasno±ci liczb porz¡dkowych i kardynalnych Dziaªania na liczbach kardynalnych

Hipoteza kontinuum

Nast¦puj¡cych zda« nie mo»na ani udowodni¢, ani odrzuci¢ na mocy
aksjomatów teorii mnogo±ci ZF:

CH (hipoteza kontinuum): ℵ1 = 2ℵ0

GCH (uogólniona hipoteza kontinuum): ℵα+1 = 2ℵα dla wszystkich
liczb porz¡dkowych α.

Jest tak, poniewa»:

Kurt Gödel udowodniª, »e je±li ZF jest niesprzeczna, to niesprzeczna
jest ZF wraz z GCH.

Paul Cohen udowodniª, »e je±li ZF jest niesprzeczna, to niesprzeczna
jest ZF wraz z zaprzeczeniem GCH.

W konsekwencji, oba te zdania s¡ niezale»ne od teorii mnogo±ci ZF.
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Du»e liczby kardynalne

Przykªady

Liczba kardynalna κ jest graniczna, gdy κ jest nieprzeliczalna oraz
λ+ ≺ κ dla wszystkich λ ≺ κ. ℵα jest graniczn¡ liczb¡ kardynaln¡
wtedy i tylko wtedy, gdy α jest graniczn¡ liczb¡ porz¡dkow¡.

κ jest sªabo nieosi¡galna, gdy κ jest regularn¡ graniczn¡ liczb¡
kardynaln¡.

κ jest mocno nieosi¡galna (nieosi¡galna), gdy κ jest sªabo nieosi¡galna
i 2λ ≺ κ dla wszystkich λ ≺ κ.

Istnienie liczb mocno nieosi¡galnych nie wynika z aksjomatów teorii
mnogo±ci ZF.

Rozwa»a si¦ tak»e znacznie wi¦ksze liczby kardynalne ni» liczby mocno
nieosi¡galne (np. liczby mierzalne).
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