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Po co o tym méwi¢ na tym wyktadzie?

Studenci nauk kognitywnych powinni, naszym zdaniem, zmierzy¢ sie z
intelektualnym oswojeniem pojecia nieskoiiczonosci.

@ Pojecie to jest niezbedne w rozwazaniach matematycznych oraz
logicznych.

@ Stuchacze pamietaja zapewne, jak wazny w konstrukcjach logicznych
jest Lemat Koniga (nieskoiczone drzewo skonczenie generowane ma
gataz nieskonczona) lub Lemat Kuratowskiego-Zorna (jesli kazdy
taficuch w zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym ma ograniczenie gérne,
to w zbiorze tym istnieje element maksymalny).

@ Pojecie nieskonczonosci jest réwniez obecne w rozwazaniach
przeprowadzanych w innych naukach.
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Gdzie spotykamy nieskonczonos¢?

Pojecie nieskonczonosci pojawia sie w wielu kontekstach: )

@ Nieskonczenie duze
@ Nieskoriczenie mate

@ Nieskonczenie ztozone

@ Analiza matematyczna: granica, ciggtos¢, pochodna, szereg
nieskoficzony.

Arytmetyka: modele niestandardowe arytmetyki PA.
Teoria mnogosci: liczby porzadkowe i kardynalne.
Topologia: obiekty fraktalne.

Analiza niestandardowa: nieskonczenie mate.

Geometria: punkty i proste w nieskofhczonosci.
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Notacja

Jesli zbiory X i Y sa réwnoliczne (czyli gdy istnieje bijekcja z X na
Y), to piszemy: |X| = |Y].

Jedli istnieje iniekcja z X w Y, to piszemy |X| < |Y].

Jedli | X| < |Y| oraz nie zachodzi | X| = |Y|, to piszemy |X]| < |Y/|.

@ Zbiory X i Y s3 tej samej mocy, gdy sa réwnoliczne, czyli gdy
(X[ =1YI.
Zbiér X jest mocy niewiekszej niz zbiér Y, gdy | X| < |Y|.

Zbiér X jest mocy mniejszej niz zbiér Y, gdy | X| < |Y].

To tylko sposéb mowienia. Nie zdefiniowalisSmy dotad, czym s3 moce
zbioréw.
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Dt et anil
Od paradoksu do definicji

Fakt réwnolicznosci pewnych zbioréw ze swoimi podzbiorami
wtasciwymi uwazany byt dtugo za paradoksalny (Proklos, Galileusz,
Bolzano).

Rozwigzanie paradoksu zaproponowat Richard Dedekind.

Definicja Dedekinda. Zbior jest nieskoriczony, gdy jest réwnoliczny z
jakim$ swoim podzbiorem wtasciwym. W przeciwnym przypadku jest
skoriczony.

Zbidr jest przeliczalny, jesli jest réwnoliczny ze zbiorem N wszystkich
liczb naturalnych. Piszemy |A| = Rg zamiast |A| = |N|.

Zbior nieskonczony, ktéry nie jest przeliczalny, nazywamy
nieprzeliczalnym.

Jesli |A| = |R|, to méwimy, ze A jest mocy kontinuum i piszemy

|Al = c.
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Réwnolicznosé Twierdzenie Cantora

Czy wszystkie zbiory nieskonczone s réwnoliczne?

Twierdzenie Cantora. Zaden zbior nie jest réwnoliczny z rodzing
wszystkich swoich podzbioréw.

Dowodd. Przeprowadzimy dowéd nie wprost.

e Wezmy dowolny zbiér X i przypus¢my, ze X jest réwnoliczny z rodzing
wszystkich swoich podzbioréw p(X). Oznacza to, iz istnieje bijekcja f
ze zbioru X na zbidér p(X). OkreSlmy nastepujacy element rodziny
P(X): Xp={xeX : x¢f(x)}

o Wtedy dla pewnego x¢ € X musiatoby by¢: f(x¢) = X¢. Stad i z
definicji zbioru X¢ otrzymujemy, iz: xf € Xr wtedy i tylko wtedy, gdy
xf & X¢, a to jest sprzecznosc.

@ Musimy zatem odrzuci¢ przypuszczenie o istnieniu funkeji f. W
konsekwencji, X oraz ©(X) nie s3 réwnoliczne.
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Réwnolicznosé Twierdzenie Cantora

Konsekwencje twierdzenia Cantora

Metoda uzyta w dowodzie twierdzenia Cantora nazywa sie metoda
przekatniowa. Na poprzednim wyktadzie wykorzystano ja pokazujac, ze nie
mozna ponumerowaé w sposéb wzajemnie jednoznaczny liczbami
naturalnymi wszystkich gatezi petnego drzewa dwdjkowego.

@ Jednym z wnioskéw z tego twierdzenia jest to, ze zbiér N nie jest
rownoliczny ze swoim zbiorem potegowym ©(N). Oznacza to, ze nie
mozna ponumerowaé w sposéb wzajemnie jednoznaczny liczbami
naturalnymi wszystkich zbioréw liczb naturalnych.

@ Innym wnioskiem jest oczywiscie to, ze jesli utworzymy nieskonczony
ciag zbioréw nieskonczonych:

(N, p(N), p(p(N)), p(p(p(N))),...),

to zadne dwa wyrazy tego ciggu nie beda réwnoliczne.
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Inne definicje zbioréw nieskoficzonych

Czy istniejg zbiory nieskonczone?

Istnienie co najmniej jednego zbioru nieskoiczonego jest przyjmowane w
teorii mnogosci — na mocy aksjomatu nieskofnczonosci:

Ix(D e xAVy(y e x = yU{y} € x))

Kazdy zbiér x spetniajacy ten warunek nazywamy induktywnym.

Znane s3 inne jeszcze definicje zbioréw skonczonych i nieskoficzonych, np.:

@ Gottlob Frege. Definicja liczb naturalnych wykorzystujaca zasade
Hume'a i wlasnosci dziedziczne.

e Ernst Zermelo. 0, {0}, {{0}}, {{{0}}}, ...

@ John von Neumann. Definicja odwotujaca sie do liczb porzadkowych i
kardynalnych (za chwile ja oméwimy).

o Alfred Tarski. Zbiér x jest skonczony, jesli kazdy C-tancuch w p(x)
jest domkniety na kres gérny.

v
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Liczby porzadkowe i kardynalne

Mierzenie nieskonczonosci

Méwimy, ze zbiér X jest:
o przechodni, gdy kazdy element X jest podzbiorem X;

@ liczba porzadkowa, gdy X jest zbiorem przechodnim i dla wszystkich
réznych elementéw Y, Z € X zachodzi alternatywa: Y € Z lub
ZecY,;

o liczba kardynalna, gdy jest liczba porzadkowsa i |Y| < | X] dla
wszystkich Y € X.

o Liczby porzadkowe oznaczamy literami «, 3, 7, itd.
e Elementy dowolnej liczby porzadkowej sa liczbami porzadkowymi.

@ Definiujemy: o < 3 wtedy i tylko wtedy, gdy o € 5. Niech o < 3
oznacza, ze a < 3 lub a = .
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Niektére wtasnosci liczb porzadkowych i kardynalnych Skonczone liczby porzadkowe

Operacja von Neumanna

e Dla dowolnego zbioru x niech x* = x U {x}.

@ Jakie zbioru otrzymujemy wychodzac od zbioru pustego 0, iterujac
powyzszg operacje?

o (" =0U{0} = {0} czyli zbiér, ktérego jedynym elementem jest zbiér
pusty.

o {0} ={0} U{{0}} = {0,{0}} czyli zbiér, ktéry ma dwa elementy.

o {0, {03} ={0,{0}} U {{0,{0}}} = {0, {0}, {0,{0}}} czyli zbisr,

ktéry ma trzy elementy. Itd.
® Oznaczmy: 0=10, 1= {0}, 2={0,{0}}, 3= {0,{0},{0,{0}}}, itd.;

ogolnie: nastepnikiem liczby n jest zbidr n*, czyli nU {n}.
@ Niech w oznacza sume tych wszystkich zbioréw. Jest to najmniejsza
nieskonczona liczba porzadkowa.
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Niektére wtasnosci liczb porzadkowych i kardynalnych Whasnosci liczb porzadkowych

o Dla kazdej liczby porzadkowej «, relacja < dobrze porzadkuje .
o Jesli « jest liczba porzadkowa, to o U {«} jest liczbg porzadkowsa.

o Jesli A jest zbiorem liczb porzadkowych, to [ J A jest liczba
porzadkowa.

@ Nie istnieje zbiér wszystkich liczb porzadkowych.
o Mowimy, ze liczba porzadkowa « jest:

@ liczba nastepnikowa, gdy o = () lub o = U {B} dla pewnej liczby
porzadkowej [3;
@ liczba graniczna, gdy « nie jest liczba nastepnikowa.

@ Liczba w jest graniczng liczba porzadkows. Liczba porzadkowa « jest
graniczna wtedy i tylko wtedy, gdy o = | a.

@ Zbiér w wszystkich skofczonych liczb porzadkowych jest przeliczalny, a
kazdy jego element jest zbiorem skoficzonym.
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Niektére wtasnosci liczb porzadkowych i kardynalnych Indukcja i rekursja pozaskonczona

Gwarancje poprawnosci

e Zasada indukcji pozaskonczonej. Niech ¢ bedzie dowolna formufta
Jezyka teorii mnogosci ZF. Jesli dla kazdej liczby porzadkowej o oraz
wszystkich 3 € «, formuta () implikuje formufe p(«), to dla
wszystkich liczb porzadkowych o zachodzi p(«).

e Twierdzenie o rekursji pozaskonczonej. Niech 1) bedzie formuta
taka, ze dla kazdego x istnieje doktadnie jeden y taki, ze (x,y).
Wtedy: dla kazdej liczby porzadkowej v istnieje dokfadnie jedna
funkcja f o dziedzinie o taka, ze dla wszystkich 8 € o zachodzi

U(f 18, £(8))-

@ Powyzsze dwa twierdzenia umozliwiajg poprawne zdefiniowanie dziatan
dodawania i mnozenia liczb porzadkowych.

@ Zamiast U {a} pisze si¢ czesto o + 1.
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Niektére wtasnosci liczb porzadkowych i kardynalnych Dodawanie i mnozenie liczb porzadkowych

Dziatania na liczbach porzadkowych

a+0=«
a+(B+1)=(a+8)+1
a+A=U{a+B:5 < A} dla X granicznych.

ea-0=0

°oa (f+1)=(a-p)+a

o a-A=J{a-5: B < A} dla X granicznych. )
Mamy np.:

o ltw=w<w+1

02 w=w<w2=wtw<w-w )

Jerzy Pogonowski (MEQG) Metalogika Pojecie nieskoficzonosci 13 / 22



Niektére wtasnosci liczb porzadkowych i kardynalnych Liczby kardynalne

Hierarchia kumulatywna

@ Przypominamy, ze « jest liczbg kardynalna, gdy jest liczba porzadkows
i |B] < |a| dla wszystkich 8 € a. Liczby porzadkowe « o tej wtasnosci
nazywane s3 takze poczatkowymi liczbami porzadkowymi.

o Jedli a jest nieskonczona liczba kardynalna, to « jest graniczna liczba
porzadkowa.

o Nie kazda liczba porzadkowa jest liczba kardynalna. Dla przyktadu,
liczby porzadkowe w + w oraz w - w nie sg liczbami kardynalnymi.

Przez indukcje pozaskonczong definiujemy hierarchie kumulatywna zbioréw:
o V=10

o Vo1 =p(Va)
o V\=U{Vs:B <A} dla A granicznych.
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Niektére wtasnosci liczb porzadkowych i kardynalnych Liczby kardynalne

Funkcja Hartogsa

o Kazdy zbiér V,, jest przechodni.
o Dla kazdego zbioru X istnieje liczba porzadkowa « taka, ze X C V.

@ V,, to rodzina zbioréw dziedzicznie skoriczonych.

e Dowodzi sie, ze dla kazdego zbioru X istnieje liczba porzadkowa «
taka, ze: nie istnieje iniekcja f : @ — X.

@ Dla dowolnego zbioru X niech: H(X) = liczba Hartogsa zbioru X =
~<-najmniejsza liczba porzadkowa « taka, ze nie istnigje iniekcja
fra—X.

o Jesli k jest liczba kardynalna, to H(k) jest najmniejszg liczba
kardynalng wieksza od  (tradycyjnie oznaczana tez przez ™).

e Najmniejsza nieprzeliczalna liczba porzadkowa to w; = H(w).
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Niektére wtasnosci liczb porzadkowych i kardynalnych Liczby kardynalne

Skala aleféw i moce zbioréw

Przez indukcje pozaskoriczona definiujemy skale aleféw:
o Nyg=w
o Nop1 = HRy) = R
o Ny = J{Ng: 8 < A} dla A granicznych.

o Alefy tworza ciag pozaskoriczony:
Ng <Ny <Np <N, < N1 < Nyqo0 <Ny <o e

@ Dla kazdej nieskonczonej liczby kardynalnej x istnieje liczba
porzadkowa o taka, ze kK = N,.

o Dla kazdego zbioru X istnieje doktadnie jedna liczba kardynalna
taka, ze |X| = |k|. Nazywamy ja moca zbioru X. Gdy |X| = |s/|, to
piszemy | X| = k. Moc zbioru to najmniejsza liczba porzadkowa
réwnoliczna z tym zbiorem.
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Niektére wtasnosci liczb porzadkowych i kardynalnych Dziatania na liczbach kardynalnych

Dodawanie, mnozenie, potegowanie

o k+A=|(rx{0})U(x{1})
@ K- A=k XA\

o kM = |r}.

o Jesli ki A sg nieskoriczonymi liczbami kardynalnymi, to
K+ A=r-X=max{k, \}.
@ Definiujemy dowolne sumy oraz iloczyny liczb kardynalnych:

Q ) ri=| _LEJI(H:' x {i})]

iel
Q [[rxi=I]]ril
iel iel

o Twierdzenie Kbéniga. Jesli \; < k; dla wszystkich i € I, to:

Z)\;%H/{;.

iel iel

v
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Niektére wtasnosci liczb porzadkowych i kardynalnych Dziatania na liczbach kardynalnych

Liczby kardynalne regularne

e Wspdtkoricowoscia liczby kardynalnej x nazywamy najmniejsza liczbe
porzadkowa « taka, ze: istnieje funkcja f : @ — k taka, ze dla kazdej
B < K istnieje 7 < « taka, ze B < f(y). Wspétkoncowos¢
oznaczamy przez cf (k).

@ Méwimy, ze nieskoiczona liczba kardynalna & jest regularna, gdy
k = cf(k). Liczby kardynalne, ktére nie sg regularne, nazywamy
singularnymi.

e cf(k) jest najmniejsza liczba kardynalna A taka, ze zbiér mocy k jest
suma A swoich podzbioréw mocy mniejszej niz k.

e Mamy np.: cf(Rg) = cf (Ry,) = of (Nytw) = cf (Nyw) = Ro.

@ Liczba « jest regularna wtedy i tylko wtedy, gdy dowolna suma mnie;
niz k zbiordw mocy mniejszej niz £k ma moc mniejsza niz k. Liczba Ny
jest regularna. Kazda liczba postaci R,+1 jest regularna.
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Niektére wtasnosci liczb porzadkowych i kardynalnych Dziatania na liczbach kardynalnych

Moc kontinuum

o Konig. Jesli k jest nieskonczona, to k < ¢f (2¥). W szczegélnosci:
Rg < cf (2%°).
o Jesli k jest nieskoficzona, to cf (k) jest regularna (cf(cf (k)) = k).

o Liczby XN, oraz N, nie s3 regularne (cf(R,,) = N1 < N, ).

o Liczbe 2% nazywamy kontinuum i oznaczamy przez ¢. Liczba
kardynalna ¢ jest nieprzeliczalna.

o [R| = |N"| = [{0,1}"] =

@ Zaden zbiér mocy kontinuum nie jest sumg przeliczalnie wielu swoich
podzbioréw mocy mniejszej niz kontinuum.

@ Ng + Vg = Rg - Ng = R = Vg, dla wszystkich n € w.

o ctc=c-c=c" =M =2% =R =, dla wszystkich n € w.

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika Pojecie nieskoficzonosci 19 / 22



Dot o Hetbodh berdbmeltl:
Dwie skale liczb kardynalnych

Mozna okresli¢ dwie skale nieskoriczonych liczb kardynalnych: )

Skala aleféw:
o Nyg=w
o Woy1 = H(Ry) = R
o Ny = J{Ng: 8 < A} dla A granicznych.

Skala betow:
o :lo = No =w
[} :a+]_ = 230‘
o I, =U{3s: B8 < A} dla A granicznych.

Jak maja sie do siebie te dwie skale? J
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Niektére wtasnosci liczb porzadkowych i kardynalnych Dziatania na liczbach kardynalnych

Hipoteza kontinuum

Nastepujacych zdar nie mozna ani udowodnié, ani odrzuci¢ na mocy
aksjomatéw teorii mnogosci ZF:

o CH (hipoteza kontinuum): Ry = 2Ro

o GCH (uogdlniona hipoteza kontinuum): .1 = 2%« dla wszystkich
liczb porzadkowych a.

Jest tak, poniewaz:

o Kurt Godel udowodnit, ze jesli ZF jest niesprzeczna, to niesprzeczna
jest ZF wraz z GCH.

@ Paul Cohen udowodnit, ze jesli ZF jest niesprzeczna, to niesprzeczna
jest ZF wraz z zaprzeczeniem GCH.

W konsekwencji, oba te zdania sg niezalezne od teorii mnogosci ZF.
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Przyktady

@ Liczba kardynalna « jest graniczna, gdy k jest nieprzeliczalna oraz
AT < k dla wszystkich A < k. R, jest graniczng liczba kardynalna
wtedy i tylko wtedy, gdy « jest graniczng liczba porzadkowa.

@ k jest sfabo nieosiggalna, gdy k jest regularna graniczng liczba
kardynalna.

@ r jest mocno nieosiggalna (nieosiggalna), gdy r jest stabo nieosiggalna
i 28 < k dla wszystkich \ < k.

@ Istnienie liczb mocno nieosiggalnych nie wynika z aksjomatéw teorii
mnogosci ZF.

@ Rozwaza sie takze znacznie wieksze liczby kardynalne niz liczby mocno
nieosiagalne (np. liczby mierzalne).
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