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Imie i nazwisko: ... oo e HUMANISTKI Z POWOLANIA

Zadanie 1. Przypusémy, ze w formule a klasycznego rachunku zdan wystepuje siedem miliardéw roéznych
zmiennych zdaniowych. Zbadaj, czy jest tautologia czy kontrtautologia tego rachunku nastepujaca formuta:

A. Rozwigzanie metodqg wprost.

Wystarczy sprawdzié, jaka jest warto$é¢ formuty (3 ) dla dwoch przypadkow: gdy warto$é « jest rowna 0
oraz gdy warto$é¢ a jest rowna 1. Ale uwaga: nie wiemy, jaka jest budowa sktadniowa formuly «. Formuta
ta moze by¢:

1. tautologia;
2. kontrtautologia;
3. ani tautologia, ani kontrtautologia.

Rozwazmy najpierw przypadek 3, tj. przypusémy, ze o moze dla pewnych warto§ciowan zmiennych
zdaniowych mieé¢ wartosé 0, a przy pewnych innych mie¢ wartogé 1:1

~((0OA0)VO) = 0)=0)==(((0V0) = 0)=0)==((0 > 0)=0) ==(1=0) = —0=

A zatem, gdy o ma warto$é 0, to formuta () ma wartosé 1.

S(((ADVD) 1) =D ==((1v]) =) =1)==((1—=1)=1)=-(1=1)=-1=0
A zatem, gdy o ma wartosé 1, to formuta () ma wartosc 0.

Tak wiec, w przypadku 3. odpowiedz jest nastepujaca. Gdy « nie jest ani tautologia ani kontrtautologia,
to:

e poniewaz formula (¥ ) ma przy co najmniej jednym wartosciowaniu zmiennych zdaniowych wartosé 1,
wiec nie jest kontrtautologia;

e poniewaz formuta (¥ ) ma przy co najmniej jednym wartosciowaniu zmiennych zdaniowych wartosé 0,
wiec nie jest tautologia.

W przypadku 1, a wiec gdy « jest tautologia (tj. a ma wartosé 1 przy kazdym warto$ciowaniu zmiennych
zdaniowych), to wartosé¢ formuly (%) réwna jest 0, jak pokazalismy wyzej. Zatem wtedy (%) nie jest
tautologia. Nadto, poniewaz wykluczone jest aby a miala warto$¢ 0 przy jakimkolwiek warto$ciowaniu
zmiennych zdaniowych, wiec formuta () nie moze mie¢ wartosci 1. Stad, w przypadku 1 formuta () jest
kontrtautologia.

W przypadku 2, a wiec gdy « jest kontrtautologia (tj. a ma wartosé 0 przy kazdym warto$ciowaniu
zmiennych zdaniowych), to warto§¢ formutly () réwna jest 1, jak pokazalismy wyzej. Zatem wtedy (%)

1Stosowany tu uproszczony zapis powinien by¢ jasny: w miejsce (o) wstawiamy 0 badz 1 i wykonujemy rachunki wedle
zalecen z tablic dla spojnikéw prawdziwodciowych. Oczywiscie, powinni§émy zamiast -, A, V, — oraz = uzywacé stosownych
funkcji prawdziwodciowych, okreslonych na zbiorze {0,1} i o wartoéciach w tymze zbiorze. Czytelniczki zechca wybaczy¢
to uproszczenie. Przy okazji: czy jasne jest, dlaczego formule o umieszczamy tu wszedzie w nawiasach? Odpowiedzi szukaj
w definicji indukcyjnej formut jezyka rachunku zdan, np. w zalecanym w dydaktyce w 1J UAM podreczniku Tadeusza Batoga
Podstawy logiki, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan 20034, ktérego kilkadziesiat egzemplarzy dostepnych jest w Bibliotece
Instytutu.



nie jest kontrtautologia. Nadto, poniewaz wykluczone jest aby o mialta warto$é 1 przy jakimkolwiek wartos-
ciowaniu zmiennych zdaniowych, wiec formula (J) nie moze mie¢ wartosci 0. Stad, w przypadku 2 formuta
(%) jest tautologia.

Podsumujmy:

e gdy « jest tautologia, to (¥ ) jest kontrtautologia;
e gdy « jest kontrtautologia, to () jest tautologia;

e gdy « nie jest ani tautologia, ani kontrtautologia, to (%) réwniez nie jest ani tautologia, ani kontrtau-
tologia.

B. Rozwigzanie metodg nie wprost.

W tym akurat przypadku skrocona metoda 0—1 nie jest zalecana, poniewaz formula (¥ ) jest zanegowang
roéwnowazno$cia i na samym poczgtku rozwazan musialaby$ bra¢ pod uwage dwa przypadki. Ale mozesz
zastosowaé metode drzew semantycznych. Tak jak w punkcie A. powyzej, istotne bedzie odréznienie trzech
przypadkéw:

1. « jest tautologia;
2. «a jest kontrtautologia;

3. «a nie jest ani tautologia, ani kontrtautologia.

Najpierw jednak zbudujmy drzewa semantyczne potrzebne do uzyskania odpowiedzi na pytanie posta-
wione w zadaniu.
Przypus$émy, ze

k) () A (@) V(@) = (@) = (a))

ma przy jakim§ warto$ciowaniu zmiennych zdaniowych warto§¢ 1. Budujemy drzewo semantyczne tej for-
muty:

Nie zostata wykluczona sytuacja, ze formula (%) jest prawdziwa. Drzewo ma dwie galezie otwarte i
na kazdej z nich mamy formule —(«). Zatem, formula (%) jest prawdziwa przy takich warto$ciowaniach
zmiennych zdaniowych, przy ktérych —(«) jest prawdziwa, czyli « jest falszywa.



Przypuéémy z kolei, ze
%) () A(@)) V () = () = (@)
ma przy jakims warto$ciowaniu zmiennych zdaniowych wartoé¢ 0. Wtedy réwnowaznosé

(k) (@) A (@) V() = (@) = (@)

ma (przy tymze warto$ciowaniu zmiennych zdaniowych) wartosé 1. Budujemy drzewo semantyczne formuty

(Fek):

| (51) (@) A () & (5p) «
(34) () S |
‘ (6g) o X44,5,
X114,34 ‘
(64) a
><4L,6g

Nie zostala wykluczona sytuacja, ze formula (%) jest prawdziwa, czyli ze formuta (%) jest falszywa.
Drzewo semantyczne formuty (k%) ma galaz otwarta na ktorej mamy formule . Zatem, formuta (3% ) jest
prawdziwa przy takich wartosciowaniach zmiennych zdaniowych, przy ktérych « jest prawdziwa. Oznacza
to, ze formula () jest falszywa przy takich warto§ciowaniach zmiennych zdaniowych, przy ktorych a jest
prawdziwa.

Pokazalismy zatem, ze: jesli a nie jest ani tautologia ani kontrtautologia (przypadek 3), to réowniez
(%) nie jest ani tautologia ani kontrtautologia, poniewaz drzewa semantyczne dla formul () oraz ()
maja galezie otwarte. Dla kazdego warto§ciowania, dla ktorego formuta « jest prawdziwa, formuta (%) jest
falszywa. Dla kazdego wartosciowania, dla ktérego formuta —(«) jest prawdziwa (czyli a jest falszywa),
formuta (¥) jest prawdziwa.

W przypadku 1, jesli « jest tautologia (formula prawdziwa przy kazdym warto$ciowaniu zmiennych zda-
niowych), to galezie w drzewie semantycznym formuly () zakoriczone li§émi oy oraz os trzeba zamknaé,
poniewaz nie istnieje wartoSciowanie zmiennych zdaniowych, przy ktéorym znajdujaca sie na tych gate-
ziach formula —(«) bytaby prawdziwa. Wtedy drzewo semantyczne dla formuly (%) ma wszystkie galezie
zamkniete, a to oznacza, ze formuta () nie jest prawdziwa przy zadnym warto§ciowaniu zmiennych zda-
niowych, czyli jest kontrtautologia.

W przypadku 2, jesli « jest kontrtautologia (formuta falszywa przy kazZdym wartosciowaniu zmiennych
zdaniowych), to galaz w drzewie semantycznym formuly (%) zakoriczong lisciem oz trzeba zamknaé,
poniewaz nie istnieje wartoSciowanie zmiennych zdaniowych, przy ktérym znajdujaca sie na tej galezi
formuta « bytaby prawdziwa. Wtedy drzewo semantyczne dla formuly (J %) ma wszystkie gatezie zamkniete,
a to oznacza, ze formuta (¥ ) nie jest prawdziwa przy zadnym wartosciowaniu zmiennych zdaniowych, czyli
jest kontrtautologia. Poniewaz (J ) jest semantycznie rownowazna negacji formuty (), wiec (%) jest w
tym przypadku tautologia.

Podsumujmy:



e gdy « jest tautologia, to (%) jest kontrtautologia;
e gdy « jest kontrtautologia, to () jest tautologia;

e gdy « nie jest ani tautologia, ani kontrtautologia, to (%) rowniez nie jest ani tautologia, ani kontrtau-
tologia.

Zadanie 2. Przypus$émy, ze falszywe sa zdania: Nie wszystkie Pierzaste sq Myszaste. Wsréd Myszastych
sqg Ogoniaste. Nie ma Ogoniastych.
Co prawdziwie mozna wtedy powiedzie¢ o zwigzkach miedzy Ogoniastymi a Pierzastymi?

Rozwigzanie.

Sa rozne metody rozwigzania tego zadania. Wykorzystamy te, ktora podawano na wyktadzie: metode
diagraméw Venna.
Oznaczmy:

M — zbiér wszystkich Myszastych;
P — zbiér wszystkich Pierzastych;
O — zbidr wszystkich Ogoniastych.

Wiemy, ze falszywe sa zdania:

P—-—M=#()

MNO#(

0=10
Zatem prawdziwe sa zdania:

1) P-M=10

2) MNnO=10

3) O#0

Na diagramie Venna dla zbioréow P, O oraz M zaznaczamy, ktore obszary sa puste (stawiajac w takim ob-
szarze znak ,,—”), a ktore niepuste (stawiajac w takich obszarach znak ,,+”); indeksy wskazuja, na podstawie
ktérego z powyzszych zdan umieszczono dana informacje:

Z rysunku mozemy odczytaé, co da sie prawdziwie powiedzie¢ o zaleznosciach miedzy zakresami nazw
Pierzaste oraz. Ogoniaste. Widaé¢ mianowicie, ze:

e Zaden Pierzasty nie jest Ogoniasty.

e Sa Ogoniaste, ktére nie sa Pierzaste.



Zadanie 3. Zbadaj, czy jest semantycznie sprzecznym zbiorem formut klasycznego rachunku zdan:

{p—=q)—r, ~(rVs), p—qVt, t—>(rVag)}
U6z poprawny gramatycznie tekst w jezyku polskim zlozony ze zdan o podanych wyzej schematach.
Rozwigzanie.

Przypomnijmy: zbiér X formut jezyka rachunku zdan jest semantycznie sprzeczny doktadnie wtedy,
gdy nie istnieje warto§ciowanie zmiennych zdaniowych przy ktérym wszystkie formuty ze zbioru X maja
warto§é 1. W przeciwnym przypadku, tj. gdy przy co najmniej jednym wartosciowaniu zmiennych zdanio-
wych wszystkie formuly ze zbioru X maja wartosé¢ 1, méwimy ze X jest semantycznie niesprzeczny.
Zatem skoriczony zbiér X jest semantycznie sprzeczny dokladnie wtedy, gdy koniunkcja wszystkich naleza-
cych don formut jest kontrtautologia rachunku zdan. Ustalanie metoda wprost, czy dany skonczony zbiér
formul jest semantycznie sprzeczny sprowadza sie wiec do sprawdzania, czy koniunkcja wszystkich jego ele-
mentéw jest falszywa przy kazdym warto$ciowaniu zmiennych zdaniowych. W rozwazanym tu przypadku
trzeba bytoby zbudowaé tabelke o 32 wierszach oraz 15 kolumnach, tj. 480 miejsc wypelni¢ wartosciami
logicznymi dla rozstrzygniecia postawionego pytania. Metody nie wprost daja odpowiedz szybciej i jedna
z takich metod postluzymy sie w rozwigzaniu tego zadania. Zbudujemy mianowicie drzewo semantyczne, w
ktoérego pniu umiescimy wszystkie rozwazane formuty. Odpowiada to przypuszczeniu, iz wszystkie te formuty
sa prawdziwe przy co najmniej jednym warto§ciowaniu zmiennych zdaniowych. Mozliwe sa dokladnie dwie
sytuacje:

e drzewo ma wszystkie galezie zamkniete; wtedy wykluczona zostaje mozliwosé, aby formuty z
pnia drzewa byty prawdziwe przy jakimkolwiek warto$ciowaniu zmiennych zdaniowych, czyli zbiér
tych formut jest semantycznie sprzeczny,

e drzewo ma co najmniej jednag gataz otwartq; wtedy wszystkie formuly z pnia drzewa sa prawdziwe
przy co najmniej jednym warto§ciowaniu zmiennych zdaniowych (ktore odczyta¢ mozna z informacji
zawartych na galezi otwartej), czyli zbioér tych formul jest semantycznie niesprzeczny.

Budujemy drzewo semantyczne, w ktérego pniu umieszczamy podane formuty:



(lg) _“7‘
(1d) -8
2) ~(p—q) > (2p) 7
e
(3)) p—q (3,) t
X2‘La3l /\
) (4,) 7V q O

X3px4l (59) ;
(54) —q

/\

(61) 7" (6p) ‘q

X1,,6 X5,,6p

Wszystkie galezie tego drzewa semantycznego sg zamkniete. Zatem nie istnieje warto$ciowanie zmien-
nych zdaniowych przy ktérym wszystkie formuly z pnia drzewa bylyby prawdziwe — tworza one zbior
semantycznie sprzeczny.

Z wyktadu lub z podrecznika wiesz, jak odczytywaé w jezyku polskim spéjniki logiczne. Wystarczy
teraz wstawi¢ za zmienne zdaniowe jakiekolwiek zdania polskie i otrzymaé zwiezly, semantycznie sprzeczny,
absolutnie nikomu niepotrzebny tekst. Podstawmy np.:

p — Grzmi.
q — Btlyska.
r — Pada.

s — Jest zimno.
t — Wieje.

Odczytaj sama otrzymany tekst, prosze. Zycze udanych wakacji.

Zadanie 4. Zbadaj formalne wtasnosci relacji R okreslonej nastepujaco dla dowolnych zbioréw:
ARB = Vz ((r€ AVvax e B)— (r € ANz € B)).

Rozwigzanie.

Najpierw pokazemy, ze R jest relacja identycznosci. Mamy:



ARB Ve ((r€ AVeeB)— (x€ ANz € B))
Ve (xr € AUB -2 € ANB)

AUBCANB.

Z ostatniej inkluzji mamy: A C AN B (bo oczywiscie A C AUB). Podobnie, BC ANB. Ale ANBC A
oraz AN B C B, dla dowolnych zbioréw A oraz B. Stad A = AN B oraz B= AN B, a zatem A = B.
Skoro R jest relacja identycznosci, to ma wszystkie wlasnosci, ktore ma identycznosé. A zatem R jest:

e 7Zwrotna;
e symetryczna;
e przechodnia.

Nadto, R nie jest spojna (bo nie jest tak, ze dla dowolnych nieidentycznych zbiorow A oraz B
mielibySmy A = B lub B = A). Poza tym, R jest antysymetryczna: jesli A = B oraz B = A, to A = B.

Zadante 5. Zbadaj, czy jest tautologia klasycznego rachunku predykatow:

()  —((FxVy zPy) A =3z zPz).

Napisz poprawna gramatycznie polszczyzna zdanie zbudowane wedlug powyzszego schematu przy nastepu-
jacej interpretacji predykatu P w zbiorze obywateli i obywatelek Rzeczpospolitej Polskiej:

1 Pxy = 21 oszukuje xzs.

Jesli uwazasz sie juz za Humanist(k)e, to badz taskaw(a) zastanowi¢ sie, jak najlepiej stylistycznie wyrazié
to zdanie.

Rozwigzante.

Z wykladu (oraz z ewentualnych lektur; nie bylo zakazu czytania) wiesz, ze rachunek predykatow
jest, m.in.: niesprzeczny (tj. z aksjomatow tego rachunku nie mozna udowodni¢ pary formul wzajem
sprzecznych), petny (tj. tezy tego rachunku s doktadnie tautologiami tego rachunku) oraz pétrozstrzy-
galny (tj., jesli jakas formula jest tautologia tego rachunku, to istnieje dowdd tego faktu, tzn. w skoriczonej
liczbie obliczalnych krokéw mozna fakt ten potwierdzié — np. uzywajac metody drzew semantycznych).
Wiesz nadto, ze rachunek predykatéw nie jest rozstrzygalny: nie istnieje algorytm, ktory pozwolitby o
dowolnej formule jezyka tego rachunku rozstrzygaé, czy jest ona, czy tez nie jest tautologia tego rachunku).
Mozesz zatem podejrzewac¢ Pogonowskiego o jakie§ minimum uczciwosci (nie wspominajac o dobrych oby-
czajach akademickich i przytomnosci umystu Pogonowskiego): skoro zadal takie pytanie, to zapewne mozna
na nie udzieli¢ odpowiedzi.

Ogol tautologii (lub, co na jedno wychodzi, tez) rachunku predykatéw charakteryzowaé¢ mozna za pomoca,
réznorakich §rodkéw dowodowych. Na wykladzie wspomniano, ze naleza do nich, m.in.:

e metoda aksjomatyczna;

e metoda dowodéw zatozeniowych;

e rachunki sekwentéw;

e metoda wykorzystujaca regute rezolucji;
e metoda drzew semantycznych.

Ostatnig z wymienionych metod pobieznie oméwiono na wykladzie. Uzyjemy jej w rozwiazaniu tego
zadania.

Najpierw jednak zauwazmy, ze formula () jest semantycznie réwnowazna prostszej (bo zawierajacej
mniej stalych logicznych) formule (®):

(®) FaVyxPy — 3z zPz.

Jest tak na mocy znanego prawa rachunku zdan:



(=(pA=q) =(p— 9.

Pokazemy, ze formuta (®) jest tautologia rachunku predykatow; oczywiscie wtedy automatycznie takze
formuta (H) jest tautologia tego rachunku.

Zeby pokazaé, iz (®) jest tautologia trzeba wykluczy¢ istnienie interpretacji, w ktorej (®) bytaby fatszywa.
Inaczej mowiace, trzeba wykluczy¢ istnienie interpretacji, w ktorej negacja formuty (®) bytaby prawdziwa.

Drzewo semantyczne negacji formuly (®) ma postaé¢ nastepujaca:

-

—(3xVy xPy — 3z zPz) *
| v
(1,) JavVyzPy 27¢
.
(14) -3z zPz 3¢
..
(2) VyaPy *°
|
(3) —aPa
\
(4) aPa
\

X3,4

Wszystkie (tu: jedyna) galezie tego drzewa semantycznego sa zamkniete. Zatem negacja formuly (®)
nie jest prawdziwa w zadnej interpretacji, a to oznacza, ze formula (®) (a wiec takze réwnowazna jej
semantycznie formuta (%)) jest prawdziwa we wszystkich interpretacjach, czyli jest tautologia rachunku
predykatow.

Odczytanie formuly (®) przy interpretacji predykatu P podanej w zadaniu jest nietrudne. Mozna (®)
odczyta¢ w tej interpretacji np. tak:

Jesli ktos oszukuje wszystkich, to ktos sam siebie oszukuje.

Porada dnia. Sprébuj namowié kolezanke (kolege), ktora (ktory) wydaje ci sie atrakcyjna (atrakecyjny) do
wspolnego przedyskutowania problemoéw syntaktycznych (a moze nawet semantycznych) dotyczacych anafory
oraz kwantyfikacji. Kto wie, moze wyniknie z tego co$ ciekawego. Oczywiscie, wykluczone jest oszukiwanie.

Natomiast odczytanie formuty () przy tejze interpretacji predykatu P jest, wydaje sie, mniej naturalne.
Whiosek: czasami prawa logiki przynie$¢ moga pozytki stylistyczne.

DO ZDANIA EGZAMINU WYSTARCZA POPRAWNE ROZWIAZANIE CO NAJMNIEJ TRZECH ZADAN. PISz 1 Ry-
SUJ WYRAZNIE. NIE PRZEMILCZAJ PRZYJMOWANYCH ZALOZEN I CZYNIONYCH PRZYPUSZCZEN. ODPOWIEDZI
UZASADNIAJ.

Zakres egzaminu nie wykracza poza standardy Unii Europejskiej.

Jerzy Pogonowsk:
Zaktad Logiki Stosowanej UAM
www.logic.amu.edu.pl



LOGIKA MATEMATYCZNA
I rok Jezykoznawstwa i Informacji Naukowej UAM
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Imie i nazwisko: ... HUMANISTKI Z PRZEKONANIA

Zadanie 1. Przypusémy, ze w formule (§ klasycznego rachunku zdan wystepuje tyle réznych zmiennych
zdaniowych, ile jest liczb pierwszych mniejszych od 109%°. Zbadaj, czy jest tautologia czy kontrtautologia
tego rachunku nastepujgca formuta:

A. Rozwigzanie metodqg wprost.

Wystarczy sprawdzié, jaka jest wartosé formuty (%) dla dwoch przypadkow: gdy wartosé 3 jest rowna 0
oraz gdy warto$é (8 jest rowna 1. Ale uwaga: nie wiemy, jaka jest budowa sktadniowa formuty 3. Formuta
ta moze by¢:

1. tautologia;
2. kontrtautologia;

3. ani tautologia, ani kontrtautologia.

Rozwazmy najpierw przypadek 3, tj. przypusémy, ze 0 moze dla pewnych warto$ciowan zmiennych
zdaniowych mieé¢ wartosé 0, a przy pewnych innych mieé¢ wartosgé 1:2
=(((0A0)=0) = 0)V0)=-(((0=0) = 0)V0)=-((1—=0)v0)=-(0V0)=-0=1.

A zatem, gdy 8 ma warto$¢ 0, to formuta () ma wartosé 1.

(A=) —-1)vD)==-(1=1)—-1)v])==-(1-1)Vv1)==(1v]l)=-1=0.
A zatem, gdy § ma wartos¢ 1, to formula (3) ma wartosé 0.

Tak wiec, w przypadku 3. odpowied? jest nastepujaca. Gdy [ nie jest ani tautologia ani kontrtautologia,
to:

e poniewaz formula (¥ ) ma przy co najmniej jednym wartosciowaniu zmiennych zdaniowych wartosé 1,
wiec nie jest kontrtautologia;

e poniewaz formula (¥ ) ma przy co najmniej jednym wartosciowaniu zmiennych zdaniowych wartosé 0,
wiec nie jest tautologia.

W przypadku 1, a wiec gdy [ jest tautologia (tj. 8 ma wartosé 1 przy kazdym wartosciowaniu zmiennych
zdaniowych), to wartos¢ formuly (%) réwna jest 0, jak pokazalismy wyzej. Zatem wtedy (%) nie jest
tautologia. Nadto, poniewaz wykluczone jest aby [ miala warto$¢ 0 przy jakimkolwiek warto$ciowaniu
zmiennych zdaniowych, wiec formuta () nie moze mie¢ wartosci 1. Stad, w przypadku 1 formuta () jest
kontrtautologia.

2Stosowany tu uproszczony zapis powinien by¢ jasny: w miejsce (8) wstawiamy 0 badz 1 i wykonujemy rachunki wedle
zalecen z tablic dla spojnikéw prawdziwosciowych. Oczywiscie, powinniémy zamiast —, A, V, — oraz = uzywaé stosownych
funkcji prawdziwodciowych, okreslonych na zbiorze {0,1} i o wartosciach w tymze zbiorze. Czytelniczki zechca wybaczyé
to uproszczenie. Przy okazji: czy jasne jest, dlaczego formule 8 umieszczamy tu wszedzie w nawiasach? Odpowiedzi szukaj
w definicji indukcyjnej formut jezyka rachunku zdan, np. w zalecanym w dydaktyce w I1J UAM podreczniku Tadeusza Batoga
Podstawy logiki, Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan 20034, ktorego kilkadziesiat egzemplarzy dostepnych jest w Bibliotece
Instytutu.



W przypadku 2, a wiec gdy g jest kontrtautologia (tj. § ma wartos¢ 0 przy kazdym warto$ciowaniu
zmiennych zdaniowych), to warto§¢ formutly () réwna jest 1, jak pokazalismy wyzej. Zatem wtedy ()
nie jest kontrtautologig. Nadto, poniewaz wykluczone jest aby § miala wartos§é 1 przy jakimkolwiek warto$-
ciowaniu zmiennych zdaniowych, wiec formula (%) nie moze mie¢ wartosci 0. Stad, w przypadku 2 formuta

(%) jest tautologia.
Podsumujmy:

e gody [ jest tautologia, to (%) jest kontrtautologia;

e gdy 0 jest kontrtautologig, to () jest tautologia;

e gdy [ nie jest ani tautologia, ani kontrtautologia, to () rowniez nie jest ani tautologia, ani kontrtau-
tologia.

B. Rozwigzanie metodag nie wprost.

W tym akurat przypadku skrécona metoda 0 — 1 nie jest zalecana, poniewaz formula (¥) jest zane-
gowang alternatywa i na samym poczatku rozwazan musiataby$ bra¢ pod uwage dwa przypadki. Ale mozesz
zastosowa¢ metode drzew semantycznych. Tak jak w punkcie A. powyzej, istotne bedzie odroznienie trzech

przypadkow:
1. B jest tautologia;
2. 3 jest kontrtautologia;
3. [ nie jest ani tautologia, ani kontrtautologig.

Najpierw jednak zbudujmy drzewa semantyczne potrzebne do uzyskania odpowiedzi na pytanie posta-
wione w zadaniu.
Przypus$émy, ze
k) =((((B)A(B) = (B) — (B) vV (B))
ma przy jakim§ warto$ciowaniu zmiennych zdaniowych wartosé¢ 1. Budujemy drzewo semantyczne tej for-

muty:

A
=
>
=
1l
=
!
=
<
=
"
<

Nie zostata wykluczona sytuacja, ze formula (%) jest prawdziwa. Drzewo ma dwie galezie otwarte i
na kazdej z nich mamy formute —(3). Zatem, formula (%) jest prawdziwa przy takich warto$ciowaniach
zmiennych zdaniowych, przy ktorych —(8) jest prawdziwa, czyli 0 jest falszywa.
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Przypuéémy z kolei, ze
(%) ~((((B)A(B) = (B) — (B) vV (B))
ma przy jakim$ warto$ciowaniu zmiennych zdaniowych warto$¢ 0. Wtedy alternatywa

(kx)  ((((B) A (B)) = (B) — (B) V (B)

ma (przy tymze wartoSciowaniu zmiennych zdaniowych) wartosé 1. Budujemy drzewo semantyczne formuty

(Fek):
(B AB) = (B) = (B) V(B)
(L) (((B)YA(B)=(8) — (B) > (1p) ‘B
04
2) ~(((B)AB) = (B) > (2p) ‘/3
03
(319) (ﬁ)/‘\(ﬁ) - (359) ﬁ((ﬁ)f(ﬁ)) -
(314) ﬁ(‘ﬁ) (3pa) B
(49) ‘6 /\
5) — 5,) -
() B (51) (5‘) (5p) (‘5)
‘ X3pa,51 X3,4,5p
X 314,44

Nie zostala wykluczona sytuacja, ze formula (J¥) jest prawdziwa, czyli ze formuta (%) jest falszywa.
Drzewo semantyczne formuly (%) ma galezie otwarte na ktorych mamy formute 8. Zatem, formuta
(Je %) jest prawdziwa przy takich warto§ciowaniach zmiennych zdaniowych, przy ktorych 3 jest prawdziwa.
Oznacza to, ze formula () jest falszywa przy takich wartosciowaniach zmiennych zdaniowych, przy ktérych
0 jest prawdziwa.

Pokazalismy zatem, ze: jesli 0 nie jest ani tautologia ani kontrtautologia (przypadek 3), to réowniez
(%) nie jest ani tautologia ani kontrtautologia, poniewaz drzewa semantyczne dla formul () oraz (k)
maja galezie otwarte. Dla kazdego wartoSciowania, dla ktorego formula § jest prawdziwa, formula (%) jest
falszywa. Dla kazdego wartoSciowania, dla ktorego formuta —(0) jest prawdziwa (czyli § jest falszywa),
formuta (¥) jest prawdziwa.

W przypadku 1, jesli 8 jest tautologia (formula prawdziwa przy kazZdym wartosciowaniu zmiennych zda-
niowych), to galezie w drzewie semantycznym formuly (%) zakoriczone lisémi o; oraz oo trzeba zamknac,
poniewaz nie istnieje wartoSciowanie zmiennych zdaniowych, przy ktorym znajdujaca sie na tych gate-
ziach formula —(8) bylaby prawdziwa. Wtedy drzewo semantyczne dla formuly () ma wszystkie galezie
zamkniete, a to oznacza, ze formula (J) nie jest prawdziwa przy zadnym warto§ciowaniu zmiennych zda-
niowych, czyli jest kontrtautologia.

W przypadku 2, jesli § jest kontrtautologia (formula falszyws przy kazdym wartosciowaniu zmien-
nych zdaniowych), to galazie w drzewie semantycznym formuty (J %) zakoriczone li§émi oz oraz o4 trzeba
zamkna¢, poniewaz nie istnieje wartosciowanie zmiennych zdaniowych, przy ktérym znajdujaca sie na tych
galeziach formula 3 bylaby prawdziwa. Wtedy drzewo semantyczne dla formuly (J% ) ma wszystkie galezie
zamkniete, a to oznacza, ze formula (J¥ ) nie jest prawdziwa przy zadnym wartosciowaniu zmiennych zda-
niowych, czyli jest kontrtautologia. PoniewaZz (¥ %) jest semantycznie réwnowazna negacji formuly (),
wiec (%) jest w tym przypadku tautologia.
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Podsumujmy:
e gdy [ jest tautologia, to (%) jest kontrtautologia;
e gdy [ jest kontrtautologia, to () jest tautologia;

e gdy [ nie jest ani tautologia, ani kontrtautologia, to (%) rowniez nie jest ani tautologia, ani kontrtau-
tologia.

Zadantie 2. Przypusémy, ze fatszywe sa zdania: Pewien Myszasty jest Pierzasty. Nie wszystkie Myszaste
sqg Ogomniaste. Myszastych nie ma.
Co prawdziwie mozna wtedy powiedzie¢ o zwigzkach miedzy Pierzastymi a Ogoniastymi?

Rozwigzante.

Sa rozne metody rozwigzania tego zadania. Wykorzystamy te, ktora podawano na wykltadzie: metode
diagraméw Venna.
Oznaczmy:

M — zbiér wszystkich Myszastych;
P — zbiér wszystkich Pierzastych;
O — zbidr wszystkich Ogoniastych.

Wiemy, ze falszywe sa zdania:

PNM#0D
M-0#0
M=0
Zatem prawdziwe sa zdania:
1) PNM=0
2) M-0=10
3) M#D

Na diagramie Venna dla zbiorow P, O oraz M zaznaczamy, ktore obszary sa puste (stawiajac w takim ob-
szarze znak ,—7), a ktore niepuste (stawiajac w takich obszarach znak ,,+”); indeksy wskazuja, na podstawie
ktérego z powyzszych zdan umieszczono dana informacje:

Z rysunku mozemy odczytaé, co da sie prawdziwie powiedzie¢ o zaleznosciach miedzy zakresami nazw
Pierzaste oraz. Ogoniaste. Wida¢ mianowicie, ze istniejg Ogoniaste, ktére nie sa Pierzaste.
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Zadanie 3. Zbadaj, czy jest semantycznie sprzecznym zbiorem formut klasycznego rachunku zdan:

{p—=(a—r),r—=(a—5),p ~(sV-g }
U6z poprawny gramatycznie tekst w jezyku polskim zlozony ze zdan o podanych wyzej schematach.

Rozwigzanie.

Przypomnijmy: zbiér X formut jezyka rachunku zdan jest semantycznie sprzeczny doktadnie wtedy,
gdy nie istnieje wartosciowanie zmiennych zdaniowych przy ktérym wszystkie formuly ze zbioru X maja
warto§é 1. W przeciwnym przypadku, tj. gdy przy co najmniej jednym wartosciowaniu zmiennych zdanio-
wych wszystkie formuly ze zbioru X maja wartosé¢ 1, méwimy ze X jest semantycznie niesprzeczny.
Zatem skonczony zbior X jest semantycznie sprzeczny dokladnie wtedy, gdy koniunkcja wszystkich naleza-
cych don formutl jest kontrtautologia rachunku zdan. Ustalanie metoda wprost, czy dany skonczony zbiér
formut jest semantycznie sprzeczny sprowadza sie wiec do sprawdzania, czy koniunkcja wszystkich jego ele-
mentoéw jest falszywa przy kazdym wartos$ciowaniu zmiennych zdaniowych. W rozwazanym tu przypadku
trzeba bytoby zbudowaé tabelke o 16 wierszach oraz 14 kolumnach, tj. 224 miejsc wypelni¢ wartosciami
logicznymi dla rozstrzygniecia postawionego pytania. Metody nie wprost daja odpowiedz szybciej i jedna
z takich metod poshluzymy sie w rozwigzaniu tego zadania. Zbudujemy mianowicie drzewo semantyczne, w
ktérego pniu umiescimy wszystkie rozwazane formuty. Odpowiada to przypuszczeniu, iz wszystkie te formuty
sa prawdziwe przy co najmniej jednym wartosciowaniu zmiennych zdaniowych. Mozliwe sa dokladnie dwie
sytuacje:

o drzewo ma wszystkie galezie zamkniete; wtedy wykluczona zostaje mozliwoéé, aby formuty z
pnia drzewa byly prawdziwe przy jakimkolwiek warto$ciowaniu zmiennych zdaniowych, czyli zbiér
tych formut jest semantycznie sprzeczny;

e drzewo ma co najmniej jednag gataz otwartq; wtedy wszystkie formuty z pnia drzewa sa prawdziwe
przy co najmniej jednym warto§ciowaniu zmiennych zdaniowych (ktore odczyta¢ mozna z informacji
zawartych na galezi otwartej), czyli zbiér tych formul jest semantycznie niesprzeczny.

Budujemy drzewo semantyczne, w ktérego pniu umieszczamy podane formuty:

(0.1) p T (g—r) >
(0.2) r T (q—s)

(0.3) p
(0.4) ﬁ(s\‘/ﬂq) L
1) -
(1a) ﬁﬂé‘l
(20) —p (2,) g—r
Xo.‘3,2l /\
(31) —q (Bp) 7
><1L,3,
(41) T (4p) q—s 5
/\
A (5) g (5p) s
><1L,51 Xli,sp



Wszystkie gatezie tego drzewa semantycznego sg zamkniete. Zatem nie istnieje warto$ciowanie zmien-
nych zdaniowych przy ktorym wszystkie formuty z pnia drzewa bylyby prawdziwe — tworzg one zbior
semantycznie sprzeczny.

Z wyktadu lub z podrecznika wiesz, jak odczytywaé¢ w jezyku polskim spojniki logiczne. Wystarczy
teraz wstawi¢ za zmienne zdaniowe jakiekolwiek zdania polskie i otrzymaé zwiezly, semantycznie sprzeczny,
absolutnie nikomu niepotrzebny tekst. Podstawmy np.:

p — Jestem umyta.

q — Jestem uczesana.

r — Jestem czysto ubrana.

s — Jestem przygotowana do zaje¢ z logiki.

Odczytaj sama otrzymany tekst, prosze. Do zobaczenia na zajeciach.

Zadanie 4. Zbadaj formalne wtasnosci relacji R okreslonej nastepujaco dla dowolnych zbioréw:
ARB = -3z ((xr€ ANz ¢ B)V(x ¢ ANz € B)).

Rozwigzante.

Najpierw pokazemy, ze R jest relacja identycznosci. Mamy:

ARB -3z ((x € ANz ¢ B)V
Ve-((ze ANz ¢ B)V(x¢ ANz € B))
Ve (~(x € ANz ¢ B)A—(x ¢ ANz € B))
Ve ((x ¢ AVz e B)yA(x € AVx ¢ B))
Ve ((reA—x€B)A(x € B—uxeA)
ACBABCA

A=B

(x¢ ANz € B))

Skoro R jest relacja identycznosci, to ma wszystkie wlasnosci, ktore ma identyczno$é. A zatem R jest:
e zwrotna;

e symetryczna;

e przechodnia.

Nadto, R nie jest spojna (bo nie jest tak, ze dla dowolnych nieidentycznych zbiorow A oraz B
mielibysmy A = B lub B = A). Poza tym, R jest antysymetryczna: jesli A = B oraz B = A, to A = B.

Zadanie 5. Zbadaj, czy jest tautologia klasycznego rachunku predykatow:

(X)  (—3xVy aPy) V Jy yPy.

Napisz poprawng gramatycznie polszczyzna zdanie zbudowane wedtug powyzszego schematu przy nastepu-
jacej interpretacji predykatu P w zbiorze obywateli i obywatelek Rzeczpospolitej Polskiej:

r1Pry = 21 deprawuje xo.

Jesli uwazasz sie juz za Humanist(k)e, to badz taskaw(a) zastanowié sie, jak najlepiej stylistycznie wyrazié
to zdanie.

Rozwigzanie.

Z wykladu (oraz z ewentualnych lektur; nie bylo zakazu czytania) wiesz, ze rachunek predykatéow
jest, m.in.: niesprzeczny (tj. z aksjomatow tego rachunku nie mozna udowodni¢ pary formul wzajem
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sprzecznych), petny (tj. tezy tego rachunku sa dokladnie tautologiami tego rachunku) oraz pétrozstrzy-
galny (tj., jesli jakas formula jest tautologia tego rachunku, to istnieje dowdd tego faktu, tzn. w skoriczonej
liczbie obliczalnych krokéw mozna fakt ten potwierdzié — np. uzywajac metody drzew semantycznych).
Wiesz nadto, ze rachunek predykatéow nie jest rozstrzygalny: nie istnieje algorytm, ktéry pozwolitby o
dowolnej formule jezyka tego rachunku rozstrzygaé, czy jest ona, czy tez nie jest tautologia tego rachunku).
Mozesz zatem podejrzewaé¢ Pogonowskiego o jakie§ minimum uczciwosci (nie wspominajac o dobrych oby-
czajach akademickich i przytomnosci umystu Pogonowskiego): skoro zadal takie pytanie, to zapewne mozna
na nie udzieli¢ odpowiedzi.

Ogol tautologii (lub, co na jedno wychodzi, tez) rachunku predykatow charakteryzowaé¢ mozna za pomoca
réznorakich §rodkéw dowodowych. Na wykladzie wspomniano, ze naleza do nich, m.in.:

e metoda aksjomatyczna;

e metoda dowodéw zalozeniowych;

e rachunki sekwentéw;

e metoda wykorzystujaca regute rezolucji;

e metoda drzew semantycznych.

Ostatniag z wymienionych metod pobieznie omdéwiono na wykladzie. Uzyjemy jej w rozwigzaniu tego
zadania.

Najpierw jednak zauwazmy, ze formula (%K) jest semantycznie réwnowazna prostszej (bo zawierajacej
mniej stalych logicznych) formule (®):

(®) FaVy 2Py — Jy yPy.

Jest tak na mocy znanego prawa rachunku zdan:

(—pVag)=(—9q).

Pokazemy, ze formuta (®) jest tautologia rachunku predykatow; oczywiscie wtedy automatycznie takze
formula () jest tautologia tego rachunku.

Zeby pokazaé, iz (®) jest tautologia trzeba wykluczy¢ istnienie interpretacji, w ktérej (®) bytaby fatszywa.
Inaczej moéwiac, trzeba wykluczy¢ istnienie interpretacji, w ktorej negacja formuty (®) bytaby prawdziwa.

Drzewo semantyczne negacji formuly (®) ma postaé¢ nastepujaca:

—(3aVy xPy — 3y yPy) -
(14) FaVy x]Ly 2.Va
(1) -3y yl‘Dy 8la
(2) vy al‘gy 4ra
(3) —|a1‘3a
(4) aPa

X34

Wszystkie (tu: jedyna) galezie tego drzewa semantycznego sa zamkniete. Zatem negacja formuly (®)
nie jest prawdziwa w zadnej interpretacji, a to oznacza, ze formula (®) (a wiec takze réwnowazna jej
semantycznie formuta (%)) jest prawdziwa we wszystkich interpretacjach, czyli jest tautologig rachunku
predykatéw.

Odczytanie formuly (®) przy interpretacji predykatu P podanej w zadaniu jest nietrudne. Mozna (®)
odczytaé w tej interpretacji np. tak:
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Jesli ktos deprawuje wszystkich, to ktos sam siebie deprawuje.

Porada dnia. Sprébuj namowié kolezanke (kolege), ktora (ktory) wydaje ci sie atrakcyjna (atrakcyjny) do
wspolnego przedyskutowania probleméw syntaktycznych (a moze nawet semantycznych) dotyczacych anafory
oraz kwantyfikacji. Kto wie, moze wyniknie z tego cos ciekawego. Oczywiscie, wykluczone jest deprawowanie.

Natomiast odczytanie formuty (") przy tejze interpretacji predykatu P jest, wydaje sie, mniej naturalne.
Whniosek: czasami prawa logiki przynie$¢ moga pozytki stylistyczne.

DO ZDANIA EGZAMINU WYSTARCZA POPRAWNE ROZWIAZANIE CO NAJMNIEJ TRZECH ZADAN. PISZ I RY-
SUJ WYRAZNIE. NIE PRZEMILCZAJ PRZYJMOWANYCH ZALOZEN I CZYNIONYCH PRZYPUSZCZEN. ODPOWIEDZI
UZASADNIAJ.

Zakres egzaminu nie wykracza poza standardy Unii Europejskiej.

Jerzy Pogonowski
Zaktad Logiki Stosowanej UAM

www.logic.amu.edu.pl
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