
Logika matematyczna (16)
(JiNoI I)

Jerzy Pogonowski

Zakªad Logiki Stosowanej UAM
www.logic.amu.edu.pl
pogon@amu.edu.pl

15/16 lutego 2007

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika matematyczna (16) (JiNoI I) 15/16 lutego 2007 1 / 12



Wprowadzenie

W semestrze letnim roku akademickiego 2006�2007 zajmowa¢ si¦ b¦dziemy
Klasycznym Rachunkiem Predykatów. Zalecane zadania do rozwi¡zania:

zadania 58�123 ze zbioru �wiczenia z logiki Pani Profesor Barbary
Stanosz.

Zalecane materiaªy dydaktyczne online:

Katarzyna Paprzycka � Samouczek logiki zda« i logiki
kwanty�katorów; tematy 15�22, pliki dost¦pne na stronie:
http://kpaprzycka.swps.edu.pl/xSamouczek/xSamouczek.html

Jerzy Pogonowski � Logika matematyczna; pliki krp300.pdf,
krp311.pdf, krp322.pdf, krp333.pdf, krp344.pdf, krp355.pdf (plik
krp366.pdf jest w opracowaniu), dost¦pne na stronie:
www.logic.amu.edu.pl/posluga_pogon.html

Andrzej Wi±niewski � Logika II; pliki dost¦pne na stronie:
www.kognitywistyka.amu.edu.pl

Nie ma zakazu korzystania z innych ¹ródeª.
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Wprowadzenie

Uwaga. Na ka»dych zaj¦ciach semestru letniego poszczególni studenci i
studentki b¦d¡ przedstawia¢ zadane tematy. Maksymalny czas wyst¡pienia:
45 minut. Pierwsze propozycje tematów zostan¡ podane 15 i 16 lutego
2006 roku. Wtedy te» omówione zostan¡ zasady prezentacji.

W poprzednim semestrze otrzymali±cie handout dotycz¡cy semantyki
Klasycznego Rachunku Zda«. Dzisiejsza prezentacja jest jego
odpowiednikiem dla semantyki Klasycznego Rachunku Predykatów (tekst
pochodzi z pliku krp300.pdf).
Pó¹niej otrzymacie te» podobne materiaªy dotycz¡ce dedukcyjnych
aspektów KRP.

A na koniec, przed egzaminem, postaram si¦ przygotowa¢ prezentacj¦
�zbiorcz¡�, obejmuj¡c¡ to, co na egzaminie b¦dzie wymagane.
Przypominam, »e przed egzaminem planuj¦ odrobienie zaj¦¢, które si¦ nie
odbyªy z powodu mojego udziaªu w konferencjach, obronach doktoratów i
habilitacji, itp.
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Skªadnia j¦zyka KRP

Skªadnia j¦zyka KRP

Niech I , J,K b¦d¡ dowolnymi zbiorami. Rozpatrzmy alfabet
Σ = Σ1 ∪ Σ2 ∪ Σ3 ∪ Σ4 ∪ Σ5 ∪ Σ6, gdzie:
Σ1 = {x0, x1, x2, . . .} � zmienne indywiduowe,
Σ2 = {Pni

i }i∈I (ni ∈ N ) � predykaty,
Σ3 = {f njj }j∈J (nj ∈ N ) � symbole funkcyjne,
Σ4 = {ak}k∈K � staªe indywiduowe,
Σ5 = {∧,∨,→,¬,↔,∀,∃} � staªe logiczne,
Σ6 = {, , (, )} � symbole pomocnicze.

Pni
i nazywamy ni -argumentowym predykatem, f

nj
j nazywamy

nj -argumentowym symbolem funkcyjnym, symbol ∀ nazywamy
kwanty�katorem generalnym, a symbol ∃ kwanty�katorem egzystencjalnym.
Symbole: ∧ (koniunkcja), ∨ (alternatywa), → (implikacja), ¬ (negacja) i
↔ (równowa»no±¢) znane s¡ z wykªadu semestru zimowego.
Zbiór σ = Σ2 ∪ Σ3 ∪ Σ4 nazwiemy sygnatur¡. W dalszym ci¡gu mówi¢
b¦dziemy o pewnej ustalonej sygnaturze σ.
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↔ (równowa»no±¢) znane s¡ z wykªadu semestru zimowego.
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Skªadnia j¦zyka KRP

Wyra»eniem j¦zyka KRP nazywamy ka»dy sko«czony ci¡g symboli alfabetu
tego j¦zyka.

De�nicja termu j¦zyka KRP jest indukcyjna:

(i) wszystkie zmienne indywiduowe xn oraz wszystkie staªe
indywiduowe ak s¡ termami;

(ii) je±li t1, . . . , tnj s¡ dowolnymi termami, to wyra»enie
f
nj
j (t1, . . . , tnj ) jest termem;

(iii) nie ma innych termów (j¦zyka KRP) prócz zmiennych
indywiduowych oraz staªych indywiduowych oraz tych termów, które
mo»na skonstruowa¢ wedle reguªy (ii).
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Skªadnia j¦zyka KRP

Formuª¡ atomow¡ j¦zyka KRP nazywamy ka»de wyra»enie postaci
Pni
i (t1, . . . , tni ), gdzie t1, . . . , tni s¡ dowolnymi termami.

De�nicja formuªy j¦zyka KRP jest indukcyjna:

(i) ka»da formuªa atomowa jest formuª¡;

(ii) je±li A jest dowoln¡ formuª¡, to wyra»enia ¬(A), ∀xn (A), ∃xn (A)
s¡ formuªami;

(iii) je±li A i B s¡ dowolnymi formuªami, to wyra»enia (A) ∧ (B),
(A) ∨ (B), (A) → (B), (A) ↔ (B) s¡ formuªami;

(iv) nie ma innych formuª (j¦zyka KRP) prócz tych, które mo»na
utworzy¢ wedle reguª (i)�(iii).
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Skªadnia j¦zyka KRP

Wyra»enie A w dowolnej formule o postaci ∀xn (A) lub o postaci ∃xn (A)
nazywamy zasi¦giem odpowiedniego kwanty�katora.

Zmienna xn wyst¦puj¡ca na danym miejscu w formule A jest na tym
miejscu zwi¡zana, je»eli jest ona podpisana pod którym± z kwanty�katorów
lub te» znajduje si¦ w zasi¦gu jakiego± kwanty�katora, pod którym
podpisana jest równie» zmienna xn.
Je»eli zmienna xn, wyst¦puj¡ca na danym miejscu w formule A, nie jest na
tym miejscu zwi¡zana, to mówimy, »e jest ona na tym miejscu wolna w A.

Mówimy, »e xn jest zmienn¡ woln¡ w A wtedy i tylko wtedy, gdy
przynajmniej na jednym miejscu zmienna ta jest wolna w A.
Formuªy nie zawieraj¡ce »adnych zmiennych wolnych nazywamy zdaniami
(j¦zyka KRP).
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Semantyka j¦zyka KRP

Semantyka j¦zyka KRP

Nazwiemy interpretacj¡ j¦zyka o sygnaturze σ dowolny ukªad 〈M, σ,4〉,
gdzie M jest zbiorem, a 4 funkcj¡ (funkcj¡ denotacji) o dziedzinie σ, która
przyporz¡dkowuje:

ka»dej staªej indywiduowej ak element 4(ak) ∈ M;

ka»demu predykatowi Pni
i relacj¦ ni -argumentow¡ 4(Pni

i ) ⊆ Mni ;

ka»demu symbolowi funkcyjnemu f
nj
j funkcj¦ nj -argumentow¡

4(f
nj
j ) : Mnj → M.

Wtedy strukturami relacyjnymi sygnatury σ s¡ dowolne ukªady 〈M,4[σ]〉,
gdzie 4 jest funkcj¡ denotacji, a 4[σ] oznacza ci¡g (indeksowany
elementami zbioru I ∪ J ∪ K ) wszystkich warto±ci funkcji σ. Je±li
M = 〈M,4[σ]〉 jest struktur¡ relacyjn¡, to M nazywamy uniwersum M.
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przyporz¡dkowuje:

ka»dej staªej indywiduowej ak element 4(ak) ∈ M;

ka»demu predykatowi Pni
i relacj¦ ni -argumentow¡ 4(Pni

i ) ⊆ Mni ;

ka»demu symbolowi funkcyjnemu f
nj
j funkcj¦ nj -argumentow¡

4(f
nj
j ) : Mnj → M.

Wtedy strukturami relacyjnymi sygnatury σ s¡ dowolne ukªady 〈M,4[σ]〉,
gdzie 4 jest funkcj¡ denotacji, a 4[σ] oznacza ci¡g (indeksowany
elementami zbioru I ∪ J ∪ K ) wszystkich warto±ci funkcji σ. Je±li
M = 〈M,4[σ]〉 jest struktur¡ relacyjn¡, to M nazywamy uniwersum M.
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Semantyka j¦zyka KRP

Warto±ciowaniem zmiennych w uniwersum M nazywamy dowolny
niesko«czony przeliczalny ci¡g w = 〈wn〉 elementów zbioru M. Gdy
w = 〈wn〉 = 〈w0,w1, . . . ,wi−1,wi ,wi+1, . . .〉
jest warto±ciowaniem w M oraz m ∈ M, to przez w i

m oznaczamy
warto±ciowanie 〈w0,w1, . . . ,wi−1,m,wi+1, . . .〉.
Je±li t jest termem sygnatury σ, 〈M,4[σ]〉 struktur¡ relacyjn¡ sygnatury σ
oraz w = 〈wi 〉 jest warto±ciowaniem zmiennych w M, to warto±¢ termu t w
strukturze 〈M,4[σ]〉 przy warto±ciowaniu w , oznaczana przez 4w (t)
okre±lona jest indukcyjnie:

gdy t jest zmienn¡ xi , to 4w (t) = wi ;

gdy t jest staª¡ ak , to 4w (t) = 4(ak);

gdy t jest termem zªo»onym postaci f
nj
j (t1, . . . , tnj ), gdzie t1, . . . , tnj

s¡ termami, to 4w (t) = 4(f
nj
j )(4w (t1), . . . ,4w (tnj )).

Mo»na pokaza¢, »e warto±¢ termu przy danym warto±ciowaniu zmiennych
zale»y jedynie od warto±ci nadanych przy tym warto±ciowaniu zmiennym
wyst¦puj¡cym w rozwa»anym termie.
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Semantyka j¦zyka KRP

Niech M = 〈M,4[σ]〉 b¦dzie struktur¡ relacyjn¡ sygnatury σ, w
warto±ciowaniem w M, a A formuª¡ sygnatury σ. De�nicja relacji M |=w A
speªniania formuªy A w strukturze M przez warto±ciowanie w ma
nast¦puj¡c¡ posta¢ indukcyjn¡:

(a∗) M |=w Pni
i (t1, . . . , tni ) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi

4(Pni
i )(4w (t1), . . . ,4w (tni ));

(b∗) M |=w (A) ∧ (B) wtedy i tylko wtedy, gdy M |=w A oraz
M |=w B ;

(c∗) M |=w (A) ∨ (B) wtedy i tylko wtedy, gdy M |=w A lub
M |=w B ;

(d∗) M |=w (A) → (B) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi
M |=w A lub zachodzi M |=w B ;

(e∗) M |=w ¬(A) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi M |=w A;

(f∗) M |=w ∀xi (A) wtedy i tylko wtedy, gdy M |=w i
m
A dla ka»dego

m ∈ M;

(g∗) M |=w ∃xi (A) wtedy i tylko wtedy, gdy M |=w i
m
A dla pewnego

m ∈ M.
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speªniania formuªy A w strukturze M przez warto±ciowanie w ma
nast¦puj¡c¡ posta¢ indukcyjn¡:

(a∗) M |=w Pni
i (t1, . . . , tni ) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi

4(Pni
i )(4w (t1), . . . ,4w (tni ));

(b∗) M |=w (A) ∧ (B) wtedy i tylko wtedy, gdy M |=w A oraz
M |=w B ;

(c∗) M |=w (A) ∨ (B) wtedy i tylko wtedy, gdy M |=w A lub
M |=w B ;

(d∗) M |=w (A) → (B) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi
M |=w A lub zachodzi M |=w B ;

(e∗) M |=w ¬(A) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi M |=w A;

(f∗) M |=w ∀xi (A) wtedy i tylko wtedy, gdy M |=w i
m
A dla ka»dego

m ∈ M;

(g∗) M |=w ∃xi (A) wtedy i tylko wtedy, gdy M |=w i
m
A dla pewnego

m ∈ M.
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Semantyka j¦zyka KRP

�wiczenie. Podaj de�nicj¦ dla przypadku M |=w (A) ↔ (B).

Je±li M |=w A dla ka»dego warto±ciowania w , to mówimy, »e formuªa A
jest prawdziwa w M i piszemy wtedy M |= A. Piszemy M6|=A, gdy nie
zachodzi M |= A. �atwo pokaza¢, »e gdy A jest zdaniem (tj. formuª¡ bez
zmiennych wolnych), to A jest prawdziwa w M wtedy i tylko wtedy, gdy
M |=w A dla co najmniej jednego warto±ciowania w . Mówimy, »e zdanie A
jest faªszywe w M, gdy nie jest ono prawdziwe w M.

Tautologi¡ (klasycznego rachunku predykatów sygnatury σ) nazywamy
ka»d¡ formuª¦ (sygnatury σ), która jest prawdziwa we wszystkich
strukturach relacyjnych (sygnatury σ).
Je±li M |= A dla wszystkich A ze zbioru Ψ, to mówimy, »e M jest modelem
Ψ i piszemy M |= Ψ. Mówimy, »e A wynika logicznie z Ψ wtedy i tylko
wtedy, gdy ka»dy model Ψ jest te» modelem {A}.
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Semantyka j¦zyka KRP

Uwaga terminologiczna. W polskiej literaturze przedmiotu terminów
struktura relacyjna, system relacyjny oraz struktura algebraiczna u»ywa si¦
wymiennie. Gdy sygnatura nie zawiera predykatów, to mówimy o algebrach,
gdy za± sygnatura nie zawiera ani staªych ani symboli funkcyjnych, to
mówimy o strukturach relacyjnych czystych.

Uwaga notacyjna. W dalszym ci¡gu b¦dziemy u»ywa¢ pewnych,
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