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Cele prezentacji

Prezentacje zamieszczane na stronie wyktadow stanowig jedynie
pomoc dydaktyczng podczas samego wyktadu.

@ Szerzej kazdy z tematéw omawiany jest w plikach, zawierajgcych
kolejne rozdziaty podrecznika, rowniez dostepnych na stronie
wyktadow.

@ Na wyktadzie podawane bedg liczne przyktady, wspierajace
rozumienie wprowadzonych poje¢ oraz metod.

@ Na koncu kazdej prezentacji znajduje sie ZZZ, czyli lista tego, co
nalezy Zapamietac-Ze-Zrozumieniem.
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Podstawy matematyki

Teoria zbiordw, zwana tez po polsku teorig mnogosci (ang.: set theory,
niem.: Mengenlehre) jest uwazana za teorie, na ktérej bazowa¢ moze
catos¢ matematyki.

@ Teoria mnogosci ma dwa pojecia pierwotne, czyli takie, ktérych sie
nie definiuje, a jedynie charakteryzuje przez przyjmowane w teorii
aksjomaty. Sa to pojecia: zbioru oraz relacji bycia elementem lub
inaczej nalezenia (elementu do zbioru).

@ Zbiory rozumiemy w sensie dystrybutywnym, jako catosci ztozone
z pewnych elementéw. Elementy zbioru nie sg jego czesciami.
Kazdy zbior jest wyznaczony przez ogét tworzacych go
elementéw, przy czym ujecie tych elementéw w jedng catosé
abstrahuje od jakosci tych elementdéw oraz ich uporzadkowania.
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Notacja

Jesli przedmiot x jest elementem zbioru X, to piszemy x € X. W
przeciwnym przypadku piszemy x ¢ X. JeSli x € X, to méwimy, ze x
nalezy do X. Jesli x ¢ X, to méwimy, ze x nie nalezy do X. Dwie
proste metody tworzenia zbioréw to:

@ Wyliczenie wszystkich elementéw zbioru. Zbidr ztozony z
przedmiotow xi, Xz, ..., X, 0znaczamy przez {x{, Xe, ..., Xn}.
Kolejnos¢ wyliczenia elementéw zbioru nie ma znaczenia. Np.
zbidr ztozony z elementéw 1, 2, 3 to zbiér {1,2,3}. To ten sam
zbidr co zbior {2,3,1}.

@ Podanie wspolnej wtasnosci. Zbior ztozony z elementow
posiadajgcych wtasno$¢ W oznaczamy przez
{x : x ma wiasnos¢ W}. Np. zbi6ér wszystkich liczb parzystych to
zbidr ztozony ze wszystkich liczb, ktére sg podzielne bez reszty
przez liczbe 2.
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Metody tworzenia zbioréw

Uwaga: nie kazda wtasno$¢é wyznacza zbiér!

Rozwazmy wtasnos¢: ,nie by¢ swoim elementem”.

@ Niechz={x:x ¢ x}.

@ Pytamy: czy z € z? Jeéli tak, to z powinien spetnia¢ warunek
definicyjny, czyli powinno by¢: z ¢ z.

© Pytamy: czy z ¢ z? Jesli tak, to z powinien spetnia¢ zaprzeczenie
warunku definicyjnego, czyli powinno by¢ tak, ze nie zachodzi
z ¢ z. Skoro tak (podwojna negacja), to z € z.

© Otrzymalismy wiec ktopotliwy wynik: jednoczeénie z € z oraz
z¢z.

@ Oznacza to, ze wtasnos$é ,nie byé swoim elementem” nie nadaje
sie na wtasnos¢ definiujgcg dobrze okreslony zbidr.

Unikamy putapek tego rodzaju, precyzujac z gory uniwersum, z
ktérego wyrézniamy zbiory przedmiotéw, majacych pewne witasnosci.
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Metody tworzenia zbioréw

Uniwersum rozwazan. Zbior pusty

Niech U bedzie zbiorem. Zbidr (wszystkich) elementéw zbioru U, ktére
spetniajg warunek ¢(x) oznaczamy przez {x € U : ¢(x)}. Warunek
©(x) okresla wigc jakg$ wtasnos¢ przedmiotéw, bedacych elementami
zbioru U, ktéra pozwala wyodrebni¢ z U og6t przedmiotéw majgcych
te wtasnoscé.

@ Niechnp. U=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
Witedy {x € U : x jest liczbag parzysta} = {2,4,6,8,10}.

@ Zbidr pusty () to zbiér, ktdéry nie ma zadnego elementu. Istnieje
dokfadnie jeden zbior pusty, co za chwile udowodnimy.

@ Kazdy zbidr ztozony z jednego tylko elementu nazywamy
singletonem.
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Rownos¢ i zawieranie
Zbiér X jest identyczny ze zbiorem Y wtedy i tylko wtedy, gdy X oraz

Y posiadajg doktadnie te same elementy. Piszemy wtedy X = Y. W
przeciwnym przypadku piszemy X # Y.

X = Y wtedy i tylko wtedy, gdy:

@ dla kazdego x, jesli x € X, to x € Y oraz
@ dla kazdego x, jeSlix € Y, to x € X.

@ Zbiér X jest zawarty w zbiorze Y, gdy kazdy element zbioru X jest
elementem zbioru Y. Piszemy wtedy X C Y i méwimy, ze X jest
podzbiorem Y.

@ Jedli X C Yoraz X # Y, to piszemy X C Y i méwimy, ze X jest

podzbiorem wtasciwym Y. Relacje C nazywamy inkluzjg, a C
inkluzjg wtasciwa.
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Metody tworzenia zbioréw

Rodziny zbioréw

Zbidr wszystkich podzbioréw zbioru X oznaczamy przez p(X)
(czasami takze przez: 2X). Zbidr p(X) nazywamy zbiorem potegowym
zbioru X.

@ Elementami zbioréw moga by¢ inne zbiory. Jesli X jest zbiorem,
ktérego elementami sg zbiory, to méwimy czasem, ze X jest
rodzing zbioréw.

0({1,2,3}) = {0.{1},{2}, {3}, {1.2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.
p(0) = {0}.

p({a}) ={0.{a}}.

Jesli zbiér X ma n elementoéw, to jego zbidr potegowy p(X) ma 2"
elementéw. Czy potrafisz to udowodnic?
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Rodzina ({1, 2, 3})

{1,2,3}

PN

{2}
0
Strzatki oznaczajg zawieranie zbioréw. Jakie strzatki trzeba dodac?
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Metody tworzenia zbioréw

Kilka waznych zbioréw liczbowych

W szkole omawiano rézne rodzaje liczb. W kilku pierwszych
wyktadach bedziemy zaktadali, ze stuchaczom wystarcza skromna
intuicyjna wiedza o wybranych rodzajach liczb. Precyzyjne definicje
wymienionych nizej zbioréw liczb zostang podane nieco pdzniej:

@ Zbiér N wszystkich liczb naturalnych.

@ Zbidr Z wszystkich liczb catkowitych.

@ Zbidr Q wszystkich liczb wymiernych.

@ Zbidr R wszystkich liczb rzeczywistych.
@ Zbior C wszystkich liczb zespolonych.

@ Zbior A wszystkich liczb algebraicznych.
@ Zbiér P wszystkich liczb pierwszych.
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Metody tworzenia zbioréw

Marginalne uwagi

@ W matematycznej teorii mnogosci méwimy jedynie o zbiorach.

@ To, czy istniejg jakiekolwiek indywidua, jakiekolwiek obiekty
fizyczne, jest dla tej teorii nieistotne.

@ Nie chcemy jednak pozbawia¢ sie mozliwosci stosowania
formalizmu teorii mnogosci w odniesieniu do $wiata fizycznego,
doswiadczenia potocznego, konstrukcji pojeciowych w ogélnosci.

@ Tak wiec, zgadzamy sie na to, aby moéwi¢ o zbiorach, ktérych
elementami sg obiekty fizyczne.

@ Witedy taki zbidr jest juz jednak obiektem abstrakcyjnym.
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Metody tworzenia zbioréw

Marginalne uwagi

@ W tej prezentacji zbiory oznaczamy zwykle duzymi literami
alfabetu tacinskiego (A, B, C,..., X, Y, Z), aich elementy matymi
literami tego alfabetu (a, b, ¢... ., X, ¥, z), ewentualnie ze
wskaznikami (Xj, Xy, Co, itp.).

@ Nie jest to konsekwentna konwencja, gdyz elementami zbioréw
moga by¢ inne zbiory.

@ Jak zobaczymy podczas dalszych wyktaddéw, zbiory moga by¢
bardzo skomplikowanymi obiektami.

@ Narazie, ze wzgledéw dydaktycznych, ograniczamy sie do
prostych przyktaddw.
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Para uporzadkowana

Zbior {x, y} nazywamy parg nieuporzagdkowang ztozong z x oraz y.
Zauwazmy, ze {x, y} jest tym samym zbiorem co zbiér {y, x}.

Niech (x, y) oznacza zbiér {{x}, {x, y}}. Wtedy (x, y) nazywamy para
uporzadkowang o elemencie pierwszym x oraz elemencie drugim y.
Innym czesto uzywanym oznaczeniem pary uporzadkowanej o
elemencie pierwszym x oraz elemencie drugim y jest: (x, y).

e (28,7)=(8,7).

@ Jesli obiekt Jez nie jest tozsamy z obiektem Jerzy, to
(Jerzy, Jez) # (Jez, Jerzy).

° (37 a) = {{a}7 {a7 a}} = {{a}v {a}} = {{a}}

Przyjecie takiej definicji umozliwia tatwy dowéd tego, ze: (x,y) = (u, v)
doktadnie wtedy, gdy x = u oraz y = v. Zachodzi mianowicie:
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Operacje na zbiorach

Twierdzenie. Dla dowolnych x, y, u, v: {{x}, {x,y}} = {{u},{u, v}}
wtedy i tylko wtedy, gdy x = uoraz y = v.
Dowadd. Aby dowies¢ tej rbwnowaznosci, musimy pokazac, ze:

Q@ Jesli {{x},{x,y}} = {{u},{uy,v}},tox=uorazy = v.
Q Jeslix =uorazy = v, to {{x},{x,y}} = {{u}, {u, v}}.
Drugi z tych warunkdéw jest oczywisty. Dla dowodu pierwszego z nich,

zatézmy, ze zachodzi {{x}, {x, y}} = {{u}, {u, v}}. Musimy pokazac,
ze wtedy x = u oraz y = v. Rozwazy¢ nalezy dwa przypadki:

@ Przypadek 1. x = y. Wtedy {{x}, {x,y}} = {{x}}. Z tego wynika,
ze{u,v} e {{x}},awigcu=v=x=y.

@ Przypadek 2. x # y. Mamy: {u} € {{x},{x,y}}. Poniewaz x # y,
wiec {u} # {x,y}. A zatem {u} = {x}, czyli u = x. Dalej, mamy:
{x,y} € {{u},{u, v}}. Poniewaz x # y, wiec {x,y} = {u, v}.
Skoro x £ yorazu=x,toy = v.
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Operacje na zbiorach

Proste operacje na zbiorach

Niech X oraz Y bedg podzbiorami uniwersum U. Definiujemy operacje:J

e XnY={xeU:xeXorazxeY}
(przekrdj (iloczyn, czes¢ wspdina) X i Y)
@ XuY={xeU:xeXlubxeY}
(suma X iY)
e X—-Y={xeU:xeXorazx¢ Y}
(réznica X i Y; inne oznaczenie: X'\ Y)
o X' ={xeU:x¢X}
(dopetnienie X; inne oznaczenie: —X)
e X+-Y=(XUY)—(XnY)
(réznica symetryczna X i Y)
@ XxY={(x,y):xeXorazye Y}
(produkt (iloczyn) kartezjanski X i Y).
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Przyktady

Jesli X n'Y = 0, to mébwimy, ze zbiory X oraz Y sg roztgczne.
Roztgczne sg np. zbiory: {1,2,3} oraz {4,5,6}. Nie sg roztagczne np.
zbiory: {1,2,3} oraz {3,4,5,6}

Niech X = {1,2,3,4,5} oraz Y = {1,3,5,7} beda podzbiorami
uniwersum U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Wtedy:
e XUY={1,23,457}
e XNnY={1,8,5}
X—-Y={24}
Y -X={7}
X' =1{6,7,8,9}=U-X
Y ={2,4,6,8,9}=U-Y
X+Y={247=Y+X
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Przyktady

Niech X ={a,b,c,d,e,f,g,h} oraz Y = {1,2,3,4,5,6,7,8}. Wtedy
X x Y jest zbiorem wszystkich par (x, y) takich, ze x jest jednym z
elementéw zbioru {a, b, c,d, e, f, g, h}, zas y jest jednym z elementéw
zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8}. lle jest takich par?

Jak przedstawi¢ graficznie nastepujgce podzbiory iloczynu
kartezjanskiego R x R?

o {(x,y) eRxR:xecZorazy € N}

o {(x,y) eRxR:y=x?}
@ {(x,y) eRxR:x2+y2=1}
° {(x,y) eRxR:x24y2>n}
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Diagramy Venna

Jest wiele metod graficznej reprezentacji zbioréw, zaleznosci miedzy
zbiorami oraz operacji na zbiorach. Najbardziej popularng jest metoda
diagramoéw Venna.

Diagramy Venna (dla ustalonej liczby podzbioréw pewnego
uniwersum) rysujemy w ten sposob, ze:

@ Zaznaczamy uniwersum (np. w postaci prostokata).

@ Wewnatrz tego prostokgta zaznaczamy wszystkie rozwazane
zbiory (np. w postaci, két, elips, lub innych tadnych ksztattéw), w
ten sposob, aby uzyskac wszystkie mozliwe przeciecia (czesci
wspdlne) rozwazanych figur.
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Diagram Venna dla dwoch zbiorow

Diagram Venna dla dwéch podzbioréw ustalonego uniwersum wyglada
tak:

Taka reprezentacja geometryczna pozwala na interpretowanie
wynikow operacji sumy, iloczynu, roznicy, réznicy symetrycznej,
dopetnienia:
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Reprezentacja operaciji

@ zbiér X U Y jest reprezentowany przez sume obszardéw
reprezentujgcych X oraz Y;

@ zbiér X N Y jest reprezentowany przez cze$¢ wspoélng obszaréw
reprezentujgcych X oraz Y;

@ zbior X — Y jest reprezentowany przez te czesS¢ obszaru
reprezentujgcego X, ktéra jest poza obszarem reprezentujgcym
Y;

@ zbidr X + Y jest reprezentowany przez sume tych czesci
obszardw reprezentujgcych X oraz Y, ktéra lezy poza czescig
wspolng tych obszardw;

@ zbior X’ jest reprezentowany przez obszar dopetniajgcy do
petnego uniwersum obszaru reprezentowanego przez X.
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lloczyn i suma zbioréw

Przekroj AN B zbioréw Ai B Suma AU B zbioréw Ai B
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Wizualizacje Diagramy Venna

Rdéznica zbiorow

Zbior A— B Zbior B— A
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Ro6znica symetryczna zbioréw i dopetnienie zbioru

Réznica symetryczna A+ B Dopetnienie A’ zbioru A
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Dopetnienie sumy i iloczynu zbioréw

Dopetnienie (AN B)’ Dopetnienie (AU B)’
iloczynu AN B zbioréw Ai B sumy AU B zbiorow Ai B
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Zaznaczanie inkluzji i roztgcznos$ci zbiorow

@ Powyzsze diagramy stuzyly jedynie do zaznaczenia wynikéw
pewnych operacji na zbiorach.

@ Diagramy Venna moga postuzy¢ do reprezentowania zachodzenia

niektérych relacji miedzy zbiorami, takich jak inkluzja oraz
roztgcznosc¢ zbioréw, a takze niepustosé zbiorow lub wyniku
operacji na zbiorach.

@ Podreczniki réznie radzg sobie z tym zagadnieniem. Nasza
propozycja jest nastepujaca.

@ Warunki prawdziwosci zdan stwierdzajacych zachodzenie
pewnych relacji miedzy zbiorami reprezentowa¢ mozna na
diagramach Venna w ten sposéb, ze znak ,+” stawiamy w
obszarze niepustym, a ,—” w obszarze pustym.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Rachunek zbioréw

25/56



Wszystkie X sg Y

Wszystkie X sg Y, czyli X C Y, lub, rbwnowaznie, X — Y = (.
Wyrazenie Wszystkie X sg Y oznacza oczywiscie, ze kazdy element
zbioru X jest elementem zbioru Y.
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Blegey 1B
Zaden X nie jest Y

Zaden X nie jest Y, czyli X N Y = (. Wyrazenie Zaden X nie jest Y
oznacza oczywiscie, ze zaden element zbioru X nie jest elementem
zbioru Y.
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Niektore X sg Y

Niektére X sg Y, czyli X N'Y # (. Wyrazenie Niektdre X sg Y oznacza
oczywiscie, ze co najmniej jeden element zbioru X jest elementem
zbioru Y.
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Nie wszystkie X sg Y

Nie wszystkie X sga Y (Pewien X nie jest Y), czyli X — Y # ().
Wyrazenie Nie wszystkie X sg Y oznacza oczywiscie, ze pewien
element zbioru X nie jest elementem zbioru Y.
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Diagramo6w Venna mozna uzywac takze dla zaznaczania zachodzenia
pewnych relacji miedzy dowolng liczba zbioréw (ale z pewnymi
ograniczeniami dotyczgcymi ksztattu figur reprezentujgcych zbiory).
Dla trzech zbioréw diagram Venna wyglada tak:
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Tak tez mozna
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Zaznaczanie niepustosci sumy obszaréw

@ W przypadku niepustosci sumy obszaréw na diagramach Venna
stawiamy znak ,+” na granicy tych obszaréw lub rysujemy
kreseczke przecinajgcg granice tych obszaréw zakonczonej np.
kropeczka w kazdym sktadniku rozwazanej sumy.

@ Ta druga metoda daje sie zastosowac takze w przypadku
zaznaczania niepusto$ci sumy wiecej niz dwoch obszardw.
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Diagramy Verra
(ANBNC)U(ANBNC)#0

C

Kreseczka umieszczona na powyzszym diagramie reprezentuje
niepustos¢ obszaru AN B, ktoéry jest sumg obszarow AN BN Ci
AnBnNnC.
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Diagramy Verna
(ANBNCHYUANCNBYUANBNC)#(

C

Ten diagram reprezentuje sytuacje, w ktérej niepusta jest suma:
(AnNBNC)YU(ANCNB)UANBNCO).
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(ANBNCHYU(ANCNBYUANBNC)#ADiBNC =10

C

Skoro musieliSmy umiesci¢ znak minus w obszarze BN C, to zamiast
niepustosci sumy (ANBNC')U(ANCNB')U (A N BN C) zaznaczamy
na diagramie jedynie niepusto$¢ sumy (ANBNC)U(ANCNB).
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Elementarne czesci diagraméw Venna

Przypusémy, ze Aq, Ao, ..., Ay sa podzbiorami uniwersum U.
Wprowadzmy oznaczenia dla dowolnego zbioru A C U:

Q A=A
QA =U-A

Sktadowg (dla uktadu zbioréw A+, Ao, ..., Ay w uniwersum U)
nazywamy kazdy iloczyn o postaci:

AlnAzn...nAb

gdzie kazdy wskaznik ji, jo, ..., jn jest badz zerem bagdz jedynka.
Sktadowe zalezg oczywiscie od uniwersum U oraz rozwazanych
podzbioréw Ay, Ao, ..., A, uniwersum U.

Liczbe wszystkich sktadowych dla uktadu n zbioréw tatwo ustali¢: jest
ona rowna 2". Czy stuchacze zechcg podac uzasadnienie?
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Sktadowe dla uktadu trzech zbioréw

AnB NnC ANnBNC AnNnBncC

AnB NnC AnNnBnNnCQC

AnB NnC

AnB NnC
C
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Wizualizacje Sktadowe

A'BC'D’

A'BC'D

A'B'CD’ A'B'CD A'B'C'D

A'BC'D

To NIE jest poprawny diagram Venna! Brak ABCD' i AB'C'D.
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@ Diagram Venna dla czterech zbioroéw reprezentowanych przez
kota jest niemozliwy.

@ W diagramach Venna dla n zbioréw, gdzie n > 4 trzeba uzywac
innych figur geometrycznych reprezentujgcych zbiory.

@ Dla czterech zbioréw moga to by¢ np. elipsy.

@ Im wiecej rozwazamy zbiorow, tym bardziej skomplikowane sg
reprezentujgce je figury geometryczne.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Rachunek zbioréw 39/56



Diagram Venna dla czterech zbiorow

Mamy 16 sktadowych, czyli tyle, ile jest potrzebne w przypadku
czterech zbioréw. Cwiczenie: zaznacz w kazdym obszarze
odpowiednig sktadowa.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Rachunek zbioréw

40/56



Wizualizacje Przyktad: analiza rozumowan

Uczciwi, inteligentni, sympatyczni

Co najmniej jeden uczciwy jest sympatyczny. Nie wszyscy sg uczciwi.
Kazdy jest uczciwy lub inteligentny lub sympatyczny. Wszyscy
inteligentni sa uczciwi lub sympatyczni. Wszyscy uczciwi inteligentni
sg sympatyczni. Wszyscy sympatyczni sg uczciwi lub inteligentni.
Zaden uczciwy sympatyczny nie jest inteligentny.

@ Czy z powyzszych przestanek wynika logicznie jaki$ wniosek
dotyczacy zalezno$ci miedzy inteligentnymi a sympatycznymi?

@ Ponadto: co mozna powiedzie¢ o uczciwych, ktérzy nie sa
sympatyczni (o ile powyzsze przestanki sg prawdziwe)?
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Wizualizacje Przyktad: analiza rozumowan

Rozwazanym uniwersum jest tu domysinie zbiér wszystkich ludzi.

Wprowadzmy oznaczenia:
@ H — zbiér uczciwych
@ | — zbidr inteligentnych
@ S — zbiér sympatycznych.

Rozwazane przestanki majg nastepujgce schematy:

Q@ HNS#0D

Q@ H£0

Q@ (HUIuS)Y =90
Q@ /IC(HUS)
Q@ (HhhcCs
Q@ SC(HUI
@ In(HNS)=19.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Rachunek zbioréw

42/56



Wizualizacje Przyktad: analiza rozumowan

Wazne: najpierw minusy, potem plusy

Zaznaczajac na diagramie Venna tres¢ powyzszych warunkow,
najpierw ustalamy, ktére obszary sg puste (co stwierdzajg warunki: 3,

4,5,6,7), apotem, ktdére obszary sg niepuste (co stwierdzajg warunki:
1i2):

Jerzy Pogonowski (MEG
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Wizualizacje Przyktad: analiza rozumowan

Z powyzszego diagramu wida¢ m.in., ze (przy prawdziwosci
przestanek):

@ /stniejg inteligentni i sympatyczni. Wszyscy inteligentni sg
sympatyczni. Istniejg sympatyczni, ktorzy nie sg inteligentni, ale
sg uczciwi.

@ Jesli ktos jest uczciwy, ale nie jest sympatyczny, to nie jest
inteligentny. Nie wiadomo jednak, czy istniejg uczciwi
niesympatyczni, ktérzy nie sg inteligentni.

Inng metoda graficzng reprezentacji zaleznosci miedzy zbiorami sg
diagramy Carrolla.
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Diagramy Carrolla dla dwoch i trzech zbiorow

ABC' A'BC
AB AB
ABC A'BC
AB'C ABC
AB AB
ABC ABC
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Diagram Carrolla dla czterech zbioréw

ABC'D ABC'D  ABC'D ABC'D

ABCD' ABCD A'BCD A'BCD'

AB'CD ABCD ABCD | ABCD

AB'C'D AB'C'D ABCD ABCD

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Rachunek zbioréw 46 / 56




Prawa rachunku zbioréw

Co mozna udowodni¢ o zbiorach?

Prawa rachunku zbioréw to twierdzenia, ktére zachodzg dla dowolnych
zbioréw. Kazde takie twierdzenie wymaga dowodu.

@ W przypadku, gdy jest ono implikacjg o poprzedniku ¢ oraz
nastepniku 1 (czyli ma postaé jesli o, to 1), to jego dowdd polega
na wyprowadzeniu v przy zatozeniu .

@ W przypadku, gdy twierdzenie ma posta¢ rownowaznosci, czyli
jest postaci ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy 1, to dowdd takiej
rébwnowaznosci polega na przeprowadzeniu dowodéw obu
implikaciji: jesli ¢, to v oraz jesliy, to .

@ Dla dowodu, ze implikacja jesli ¢, to v nie jest prawem rachunku
zbioréw, wystarczy podac przyktad zbioréw spetniajgcych
warunek ¢, lecz nie spetniajgcych warunku .
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Przyktady dowoddéw

Pokazemy, ze x C y jest rownowazne z x — y = (). Trzeba zatem
udowodni¢ obie implikacje:

Q JeslixCy, tox—y=0.
Q Jeslix—y=0,toxCy.

Dla dowodu 1) zaktadamy, ze x C y. Oznacza to, ze kazdy element
zbioru x jest tez elementem zbioru y. To jednak znaczy tyle, ze nie ma
w x elementow, ktére bytyby poza zbiorem y. To z kolei jest tym
samym, co stwierdzenie, ze x — y = 0.

Dla dowodu 2) zaktadamy, ze x — y = (). Oznacza to, ze nie maw x
elementéw, ktére bytyby poza zbiorem y. To zas$ jest rbwnoznaczne ze
stwierdzeniem, ze kazdy element zbioru x jest tez elementem zbioru
y,czylize x Cy.
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Przyktady dowoddéw

Jeslix Cyorazynz=0,toxnz=40. |

@ Zalézmy,ze x Cyorazynz = 0.
@ Drugie z tych zatozen oznacza, ze zbiory y oraz z nie maja
zadnego wspolnego elementu.

@ Skoro, na mocy pierwszego z poczynionych zatozen wszystkie
elementy zbioru x znajdujg sie wsrdd elementéw zbioru y, to
zaden z nich nie moze by¢ elementem zbioru z.

@ To z kolei oznacza, ze x Nz = (.
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Przyktady dowoddéw

Jeslix Cyorazxnz#0, toynz+#0. )

@ Zatézmy, ze x C y oraz x N z # ().

@ Z drugiego z tych zatozen wynika, ze istnieje element u € x N z.

@ Jednak skoro u € x N z,to zarbwno u € x, jaki u € z.

@ Skoro u € x, a kazdy element zbioru x jest tez elementem zbioru
y (pierwsze zatozenie!), to rébwniez u € y.

@ Mamy wiec: u € zorazu € y,azatem u € y N z, ato oznacza, ze
ynz#A0.

W pierwszym rozdziale podrecznika podano przyktady praw rachunku
zbioréw, ktérych dowody mozna przeprowadzi¢ podczas
konwersatorium.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Rachunek zbioréw 50/ 56



Prawa rachunku zbioréw

Szukanie kontrprzyktadow

Pokazemy, ze pewne implikacje nie sg prawami rachunku zbioréw. )

@ Implikacja: jeslix C y, to y C x nie jest prawem rachunku zbioréw.
Jeslinp. x = {1,2}, zas y = {1,2,3}, to zachodzi poprzednik tej
implikacji, a nie zachodzi jej nastepnik.

©Q Implikacja: jeslix € y oraz y € z, to x € z nie jest prawem
rachunku zbioréw. Mozna bowiem zbudowac zbiory x, y oraz z
takie, ze x € yoraz y € z, ale x ¢ z. Na przykfad: x = {1,2},
y={3,{1,2},4}, z={1,{3,{1,2},4},7} sa takimi zbiorami.

© Implikacja: jeslix C y orazy Nz # 0, to x N z # () nie jest prawem
rachunku zbiorow. Mozna bowiem zbudowac zbiory x, y oraz z
takie, ze x C yoraz y Nz # (), ale x N z = (). Na przyktad:
x={1,2,3}, y={1,2,8,4,5}, z = {4,5} sa takimi zbiorami.
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Prawa rachunku zbioréw

Dowody wykorzystujgce diagramy Venna

Pewnych praw rachunku zbiorow mozna dowodzi¢, postugujac sie
(dobrze sporzgdzonymi!) diagramami Venna. Gdy np. mamy dowies¢
rownosci, w ktérej zaréwno po jej lewej jak i prawej stronie wystepuja
jedynie operacje sumy, iloczynu, réznicy, dopetnienia, réznicy
symetrycznej, to rysujemy diagramy Venna dla kazdej ze stron takiej
rownosci i zaznaczamy (np. obszarem zacieniowanym) zbiér, ktéry jest
wynikiem stosowania wymienionych operacii. Jesli otrzymane
reprezentacje graficzne dla lewej i prawej strony rownosci dajg jako
zacieniowany ten sam obszar, to uznajemy, ze rozwazana réwnosc¢
zostata udowodniona. )
Nalezy jednak wyraznie podkresli¢, ze nie jest to metoda, ktérg mozna
stosowac dla dowodzenia catkiem dowolnych praw rachunku zbioréw.
W og6lnym przypadku dowody przebiegajg tak, jak w podanych wyzej
przyktadach.

o
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Kontrprzyktady a diagramy Venna

@ Mozna natomiast skutecznie wykorzystywac¢ diagramy Venna (a
takze diagramy Carrolla) np. dla pokazania, ze dana réwnos¢ nie
jest prawem rachunku zbiorow.

@ Znalezienie kontrprzyktadu dla réwnosci
A—(B—- C)= AuU(C — B) polega na podaniu takich zbioréw A, B
i C, ze wynik operacji po lewej stronie tej rownosci nie bedzie
tozsamy z wynikiem operacji po prawej stronie.

@ Mozna narysowac diagram Venna dla trzech zbioréw,
umieszczajac jakies elementy w kazdej sktadowej i policzy¢,
czemu réwna jest lewa i prawa strona rozwazanej rownosci.

@ Jesli wynik wykonanych operacji po lewej stronie nie bedzie
tozsamy z wynikiem operacji wykonanych po prawej stronie, to
podane zbiory stanowig kontrprzyktad, ze rozwazana réwnos¢ nie
jest prawem rachunku zbiorow.
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Prawa rachunku zbioréw

o A={1,2,4,5}, B={2,3,5,6}, C = {4,5,6,7}

e B-C=1{2,3},A-(B-C)={1,4,5)

@ C-B=1{4,7},AU(C—-B)={1,2,4,57}

@ A—(B—C)={1,4,5} £ {1,2,4,5;7} = AU(C - B).
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Mysl przekornie!

W ramach kazdego wyktadu zamieszczac bedziemy przyktady pytan,
ktére zadawaé moga sobie stuchacze. Prowadzgcy wyktad jest
oczywiscie gotéw do udzielenia odpowiedzi na te pytania, mozna je
rowniez rozwazy¢ podczas konwersatorium.

@ Czy mozna wszystkie zbiory zebra¢ w jeden zbiér?

@ Czy dowolna wtasno$¢ wyznacza jaki$ zbior?

@ Czy reka jest zbiorem palcow?

@ Czy zbioér moze mie€ rozmyte granice?

@ Czy liczby sg zbiorami?

@ Czy mozna opisac rodzine wszystkich podzbioréw zbioru N?

@ Czy mozna narysowac diagram Venna dla dowolnej skonczonej
liczby zbioréw?
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Podsumowanie

Co musisz ZZZ (Zapamietac-Ze-Zrozumieniem):

@ Sposoby okreslania zbioréw: wyliczenie elementow, podanie
wtasnosci wspodlnej elementom.

Uniwersum rozwazan, zbiér pusty, singleton.
Réwnos¢ zbiordw, inkluzja (zawieranie), roztgcznose.
Para uporzadkowana.

Operacje na zbiorach: suma, iloczyn, réznica, dopetnienie, roznica
symetryczna, produkt kartezjanski.

@ Diagramy Venna. Zaznaczanie zalezno$ci miedzy zbiorami na
tych diagramach.

@ Skiadowe.

@ Prawo rachunku zbioréw. Jak pokazujemy, ze co$ jest prawem?
Jak pokazujemy, ze co$ nie jest prawem?
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