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Wprowadzenie

Kombinacje wtasnosci relacji definiuja wazne typy relacji, m.in.: )

réwnowaznosci
podobienstwa

opozycje

rézne typy porzadkéw.

Relacje tych typéw uzywane sa powszechnie np. do opracowywania danych
i przetwarzania informacji.
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Wy el
Typy relacji

Moéwimy, ze relacja R C U x U jest:

relacja réwnowaznosci, gdy jest zwrotna, symetryczna i przechodnia
relacja podobienstwa (tolerancji), gdy jest zwrotna i symetryczna
relacjg opozycji, gdy jest przeciwzwrotna i symetryczna
preporzadkiem, gdy jest zwrotna i przechodnia

czesciowym porzadkiem, gdy jest antysymetrycznym preporzadkiem
ostrym czesciowym porzadkiem, gdy jest asymetryczna i przechodnia
liniowym porzadkiem, gdy jest spéjnym porzadkiem czesciowym
ostrym liniowym porzadkiem, gdy jest spéjnym ostrym porzadkiem
czeSciowym

dobrym porzadkiem, gdy jest porzadkiem czesciowym i dla kazdego
niepustego zbioru X C U istnieje element x taki, ze dla wszystkich
y € X zachodzi xRy.

v
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Wy el
Typy relacji

Niech R bedzie relacja w uniwersum U i niech X C U. Méwimy, ze X jest:)

zbiorem R-spéjnym, gdy xRy dla wszystkich x,y € X
R-klasa, gdy X jest C-maksymalnym zbiorem R-spéjnym
zbiorem R-rozproszonym, gdy dla zadnych x,y € X nie zachodzi xRy

zbiorem R-pochtaniajagcym, gdy dla kazdego y € U istnieje x € X
taki, ze xRy

o R-taricuchem, gdy RN X? jest liniowym porzadkiem.

Zamiast terminu ,,R-pochtaniajacy” uzywamy tez terminu , R-gesty’.
Jesli R jest czesciowym porzadkiem w U, to zbiory R-rozproszone nazywa
sie tez R-antytancuchami.
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Wy el
Typy relacji

Méwimy, ze rodzina X niepustych podzbioréw uniwersum U jest: )

e pokryciem U, gdy X = U

@ podziatem U, gdy X jest pokryciem U i elementy X s3 parami
roztaczne.

o SkrzyZzowaniem podziatow X ={X;:i € l} oraz¥Y ={Y;:je J}
uniwersum U nazywamy rodzine
{Xiny;:iel,jeJ}.

o Podziaty X ={Xi:iel}orazY ={Y;:j € J} uniwersum U s3
niezalezne, gdy ich skrzyzowanie jest podziatem U.

Jesli RC X x X i AC X, to obcieciem relacji R do zbioru A nazywamy
relacie R A= RN (AxA).
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Réwnowaznosci

Réwnowaznosci

Jesli R jest relacja réwnowaznosci w uniwersum U, to: ]

o [x]g = {y : xRy} nazywamy klasa réwnowaznosci elementu x € U
(albo: klasa abstrakcji elementu x wzgledem relacji R)

o U/R ={[x]r : x € U}, czyli rodzing klas abstrakcji wzgledem relac;ji
R wszystkich elementéw U nazywamy zbiorem ilorazowym (uniwersum
U wzgledem relacji R).

Wtedy:

@ U/R jest zbiorem wszystkich R-klas relacji R.
@ U/R jest podziatem U.

v

Jesli A jest podziatem U, to réwnowaznoscia jest relacja: xRy wtedy i tylko
wtedy, gdy x,y € A dla pewnego A € A.
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ReuEUeEiREE (e
Réwnowaznosci: przyktady

Przykfady relacji réwnowaznosci

Dla dowolnego zbioru X, relacja ix jest réwnowaznoscia.

réwnowaznoscia.
@ Niech f: X — Y. Wtedy ker(f) = {(x,y) : f(x) = f(y)} jest
réwnowaznoscig na X (jadro funkgji f).
Przypué(’:my, Ze znamy zbiér wszystkich liczb catkowitych
Z=A.. —4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...} oraz relacje
podmelnosa ||czb. Dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n relacja
=,C 72 okreslona wzorem:

x =, y wtedy i tylko wtedy, gdy n dzieli bez reszty réznice x — y

jest relacja réwnowaznosci.

Dla kazdego n mamy: Z/ =,= {[0]=,, [1]=,, [2]=,,---,[n — 1]=,}.

Dla dowolnego zbioru X, relacja réwnolicznosci okreslona na p(X) jest
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Réwnowaznosci: przyktady

Rozwazmy trzy podziaty pewnych mokrych obiektéw:

ptynie | stoi | naturalne | sztuczne | duze | mate
der FluR TAK TAK TAK
der Bach TAK TAK TAK
der Kanal TAK TAK TAK
der Graben | TAK TAK TAK
die See TAK TAK TAK
der Tiimpel TAK TAK TAK
der Teich TAK TAK TAK
das Becken TAK TAK TAK

Jaki

proponujesz czwarty podziat, aby odrézni¢ die See od der See?
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Renfieneaneen pitedy
Réwnowaznosci: przyktady

Te trzy podziaty reprezentowaé mozna tez poprzez drzewo: )

mokre

stoi ptynie

/\/\

naturalne sztuczne naturalne sztuczne

duze mate duze mate duze mate duze mate

Rozwazane trzy podziaty s3 niezalezne. Ich skrzyzowaniem jest podziat na
zbiory jednoelementowe.

4
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Réwnowaznosci

Niektére wazne konstrukcje z wykorzystaniem réwnowazno$ci. )

Pokazemy, jak — poprzez tworzenie zbioréw ilorazowych odpowiednich
réwnowaznosci — konstruuje sie zbiory wszystkich liczb:

o catkowitych Z

o wymiernych Q

@ rzeczywistych R.

Zbiorem, od ktérego zaczynamy te konstrukcje jest zbiér wszystkich liczb
naturalnych N. Istnienie tego zbioru gwarantuje aksjomat nieskoriczonosci
formutowany w teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla.

Zaktada sie takze, ze okreslone sa operacje: + dodawania i mnozenia -
liczb naturalnych. Ich definicje podaje aksjomatyczna arytmetyka Peana.

v
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Konstrukcja liczb catkowitych

Okreslamy relacje ~1C (N x N) x (N x N):
(x,y) =1 (u, v) wtedy i tylko wtedy, gdy x +v=u+y.

Jest to relacja réwnowaznosci na zbiorze N x N. Zauwazmy, ze:
° [(070)]%1 = {(X7X) tX € N}
o jeslix >y, to [(x,¥)]~y = [(x — y,0)]x,

o jesli x <y, to [(x,¥)]~ = [(0,y — X))~y
(operacja odejmowania — jest tu dobrze okreslonal).

Woprowadzamy oznaczenia: k = [(k,0)]~,, —k = [(0, k)]~,. Wtedy:
N/ ~1={k: ke N}U{—k: ke N}

Definiujemy zbiér wszystkich liczb catkowitych: 7 = N?/ ;. J
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Konstrukcja liczb catkowitych

Odwzorowanie ¢1 : N — Z okreslone wzorem 1 (k) = [(k,0)]~, jest
iniekcja. Trzeba jeszcze okresli¢ dziatania arytmetyczne na liczbach
catkowitych, ich dodawanie @1 oraz mnozenie ®1:

o [(x,y)]xy @1 [(u,V)]my =[x + 1,y + V]xy
o [, Y~y O1 (U V)l =[x Uty -viu-y+x-v]xy,

Wreszcie, trzeba pokazag, ze:

o te definicje sa poprawne (wynik dziatania nie zalezy od wyboru
elementu z klasy abstrakcji)

@ @1 i ®1 ,rozszerzaja" + i - ze zbioru N na zbiér Z:

o p1(m) ®1p1(n) = p1(m+n), @1(m) ©1 1(n) = @1(m - n)

Humanistyczny termin ,rozszerzaja" zastapimy pdzniej matematycznym terminem
,homomorfizm".
Jerzy Pogonowski (MEG)
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Konstrukcje z wykorzystaniem réwnowaznosci
Konstrukcja liczb wymiernych

Okreslamy relacje ~2C (Z x (Z — {0})) x (Z x (Z — {0})) wzorem:
(k,1) ~2 (m, n) wtedy i tylko wtedy, gdy k ©1 n =m &1 |.

Jest to relacja réwnowaznosci. Definiujemy zbiér wszystkich liczb
wymiernych: Q = (Z x (Z — {0}))/ ~2 oraz dziatania arytmetyczne na
liczbach wymiernych, @2 (dodawanie) i ®2 (mnozenie):

(k: D]~ @2 [(m, n)]x,
(k; D]~ ©2[(m, n)]x,

(k@1n)®1 (Mo 1), 101 n)]~,

(k ‘1 m,l ‘1 n)]zz.

° [
° [

[
[

Nastepnie pokazujemy, ze te definicje s3 poprawne (wynik dziatania nie
zalezy od wyboru elementu z klasy abstrakgji) oraz ze dla iniekgji
2 : Z — Q zachodza:

® pa(m) @2 2(n) = p2(m @1 n), 2(mM) O2 2(n) = p2(mM ©1 n).

v
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Konstrukcje z wykorzystaniem réwnowaznosci
Konstrukcja liczb wymiernych

Uwaga. Zwykle uzywa sie tego samego symbolu + dla dodawania:

@ liczb naturalnych
@ liczb catkowitych

@ liczb wymiernych.

Podobnie, dla mnozenia w tych zbiorach uzywa sie tego samego symbolu: -.

Z czysto formalnego punktu widzenia jest to niepoprawne. To $winstewko
notacyjne jest usprawiedliwione tym, ze operacje + i - okreslone dla liczb
naturalnych ,rozszerzaja" sie jednoznacznie (homomorficznie) do
odpowiednich operacji na liczbach catkowitych i wymiernych.

W dalszym ciggu bedziemy postepowali zgodnie ze wspomnianym
zwyczajem, takze dla innych funkgji i relacjiw Z i Q.

v
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Konstrukcje z wykorzystaniem réwnowaznosci
Konstrukcja Cantora liczb rzeczywistych

Niech SEQ bedzie zbiorem wszystkich ciagéw podstawowych liczb
wymiernych, tj. zbiorem:
{f € QV: dla kazdego k € N istnieje my € N taka,

1

ze dla wszystkich m, n > mq zachodzi |f(n) — f(m)| < 5}

v

Na zbiorze S€Q okreslamy relacje ~3 wzorem:
f ~3 g wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego k € N istnieje my € N taka,
ze dla wszystkich n > mq zachodzi: |f(n) — f(m)| < ﬁ

A3 jest relacja réwnowaznosci na SEQ. Definiujemy zbiér wszystkich liczb
rzeczywistych: R = SEQ/ ~3.

Funkcja 3 : Q — R zdefiniowana wzorem ¢3(q) = [¢q4]~, (gdzie cq jest
ciggiem stale réwnym q) jest iniekcja.
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Konstrukcja Cantora liczb rzeczywistych

Definiujemy dziatania arytmetyczne w R:

o [flx; B3 [glas = [F W glas (dodawanie)

0 [flas O3 [g]las = [f @ glas (mnozenie)
gdzie dodawanie W i mnozenie ® funkcji (ze zbioru N w zbiér Q) rozumiane
jest nastepujaco:

o (fWg)(n)=1~(n)@2g(n), dlanecN

o (f®g)(n)="f(n) ®24g(n), dla neN,

Jak poprzednio, nalezy dowies¢, ze wszystkie te definicje s3 poprawne i ze
,adekwatnie” okreslaja dziatania arytmetyczne w R.

Pézniej poznamy inna jeszcze definicje liczb rzeczywistych. |

Jerzy Pogonowski (MEG) Wstep do Matematyki (3) Wazne typy relacji 16 / 54



Réwnowaznosci

W rodzinie [[(X) wszystkich relacji réwnowaznosci na zbiorze X
wprowadzamy relacje C nastepujaco:

R1 C R» wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich x,y € X: jesli xRy, to
xRyy.

Wtedy:

@ L jest czeSciowym porzadkiem zbioru [[(X)

@ jx jest elementem C-najmniejszym, a X x X jest elementem
C-najwiekszym

@ Ry C R, wtedy i tylko wtedy, gdy podziat X /Ry jest wpisany w
podziat X /Ry, czyli gdy kazdy element X /R, jest suma pewnych
elementéw X/R;.

v

Whasnosci algebraiczne ukfadéw postaci ([ [(X), C) poznamy pézniej. ]
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Operacje na réwnowaznosciach

Niech R i S beda réwnowaznosciami na X. )

@ RUS jest réwnowaznoscig wtedy i tylko wtedy, gdy RoS=SoR
@ RoS jest rownowaznoscia wtedy i tylko wtedy, gdy RoeS=RUS
@ R®SiR®S sa rbwnowaznosciami.

e Rpix =R.

e RES=(ROS)".

0 Jesli RoS=SoR,toRoS=R&S.
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Operacje na réwnowaznosciach

Udowodnimy, dla przyktadu, ze: ztozenie Ry o R réwnowaznosci Ry i R
jest réwnowaznoscia wtedy i tylko wtedy, gdy Ry o Ry = R o Ry.

Najpierw pokazujemy, ze jesli Ry o R, jest réwnowaznoscia, to
R10R2:R2OR1.

Jesli Ry o R, jest réwnowaznoscia, to zachodza nastepujace réwnosci:

RioRy=(RioR) =Ry o R = RyoR;.

Jerzy Pogonowski (MEG) Wstep do Matematyki (3) Wazne typy relacji 19 / 54



Operacje na réwnowaznosciach

Niech Ry o Ry = Ry o Ry. Pokazemy, ze Ry o R» jest réwnowaznoscia.
Po pierwsze, mamy:

(RioR) T =(RaoR) T=R1oR; 1 =RioRy,

tj. R1 o R, jest symetryczna.

Po drugie, mamy:

(R]_OR2)O(R]_OR2):RlO(R20R1)0R2:R]_O(RloR2)OR2:
(RloRl)O(R20R2)g R10R2,

tj. Ry o R jest przechodnia.

Zwrotno$¢ Ry o Ry jest oczywista, poniewaz Ry oraz R, s3 zwrotne z

zatozenia.
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Podobiefstwa i opozycje

Podobienstwa i opozycje

Zaréwno podobienstwa, jak i opozycje mozna reprezentowaé przez systemy
postaci S = (O, F, ¢), gdzie:

O jest zbiorem obiektéw;

F jest zbiorem cech;

O = dom(¢) oraz F = rng(¢);

relacja ¢ C O x F zachodzi miedzy obiektem x € O a cecha f € F
gdy x ma ceche f.

Wtedy:
e x simg y wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ (x) N ¢ (y) # 0 jest relacja
podobienstwa (posiadanie co najmniej jednej cechy wspdlnej)

@ x ops y wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ (x) = ¢ (y) # 0 jest relacja
opozycji (réznienie sie co najmniej jedna cecha).
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Podobiefstwa i opozycje Podobienistwa

Podobienstwa

Jesli R jest relacja podobienstwa w X, to ukfad (X, R) nazywamy

przestrzeniag podobienstwa (tolerancji)

Niech (X, R) bedzie przestrzenia podobienstwa. Wtedy:
@ Rodzina X//R wszystkich R-klas jest pokryciem X.
@ RT C RC RY. Relacje R™ i R sa réwnowaznoéciami.

e xRy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje A € X//R taka, ze x,y € A.

Baza przestrzeni (X, R) nazywamy kazda C-minimalna rodzine R-klas B
taka, ze dla dowolnych x,y € X:

xRy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje A € B taka, ze x,y € A.

W kazdej przestrzeni podobienstwa istnieje (co najmniej jedna) baza.
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Podobiefstwa i opozycje Podobienistwa

Podobienstwa: przyktad

Rozwazmy uktad S = (X, Y, ¢) ztozony ze zbioru obiektéw

X = {x1,x2, X3, Xa, X5, X6 }, zbioru cech Y = {y1, y», y3} oraz przypisania ¢
cech obiektom:

° ¢~ (y1) = {x1,x2, x4}
° ¢(_()/2) = {X27X37X5}
° o (y3) = {xa, x5, %6}

Wtedy zbiorem sims-klas jest rodzina:

{{Xl) X2, X4}7 {X27 X3, X5}7 {X47 X5, X6}a {X2a X4, X5}}-
Jedyng bazg przestrzeni X, simg jest rodzina:
X1, %2, xa b, {x2, x3, x5}, {xa, X5, X6 } }.
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Podobiefstwa i opozycje Podobienistwa

Podobienstwa: przyktad

Xl \
% ,
2 ) ] N

3
Xy . &.
X,

5 Y
%6

Ukfad S = (X, Y, ¢) i odpowiadajaca mu przestrzen (X, sims).
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Podobiefstwa i opozycje Podobienistwa

Podobienstwa: przyktad

Przestrzen (X, (simg) U ix).
(sims)" U ix-klasy tej
przestrzeni to doktadnie zbiory:
minimalne sims-pochfaniajace i
jednoczesnie maksymalne
Simg-rozproszone.

W tej przestrzeni rodzina wszystkich (sims)’ U ix-klas jest jedyna baza. J
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Podobiefstwa i opozycje Podobienistwa

Podobienstwa a pokrycia

o Jesli (X, R) jest przestrzenia podobienstwa, to pokryciami X sa:
X//R, X/RY, X/R*, dowolna baza B tej przestrzeni.

o Jesli A jest pokryciem X, to relacja podobienstwa w X jest
nastepujaca relacja: xRay wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje A € A
taki, ze x,y € A.

Niech (X, R) bedzie przestrzenia podobienstwa, a A pokryciem X.
Réwnos¢ X//Ra = A zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy:

o dla dowolnego A€ A, jesliBC Aoraz AC|JB,to[\BC A
@ jesli B C X nie jest podzbiorem zadnego A € A, to dla pewnych

réznych x,y € B zbiér {x, y} nie jest podzbiorem zadnego A € A.
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Podobiefstwa i opozycje Podobienistwa

Podobienstwa

Dla dowolnej przestrzeni podobienstwa (X, R) definiujemy funkcje
Gr : p(X) — p(X) oraz clg : p(X) — p(X)

e Ggr(A) ={y € X : xRy dla wszystkich x € A}
o clr(A) = {x € X : yRx dla pewnego y € A} (R-domkniecie A).

Wtedy:

@ Dla dowolnego A, A jest R-klasa wtedy i tylko wtedy, gdy Gr(A) = A.

@ R jest rownowaznoscia wtedy i tylko wtedy, gdy clr(clr(A)) = clr(A)
dla wszystkich A C X.

Para (Gg, GR) jest odpowiedniosciag Galois, a system (X, clg) jest
przestrzeniag domknie¢ (pojecia te poznamy pézniej).
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Podobiefstwa i opozycje Podobienistwa

Podobienstwa

W dowolnej przestrzeni podobienstwa (X, R) definiujemy: |

o intgr(A) = {x € A: dla wszystkich y € X, jesli xRy, toy € A}
(R-wnetrze A)

o frr(A) = clg(A) — intgr(A) (R-brzeg A)

e Dla R dyskretnej niech dg(x, y) = najmniejsza n taka, ze istnieja

X0, X1, - - - Xp takie, iz x = xg, ¥ = xp oraz x;Rxj+1 dla 0 <7 < n (lub

oo, gdy nie ma takiej n)

distr(A, B) = min{dr(x,y) : x € Ajy € B}

Distg(A, B) = max({distr({x}, B) : x € A} U {dist(A,{y}) : y € B})

A indg B wtedy i tylko wtedy, gdy A C clg(B) i B C clr(A)

A insg B wtedy i tylko wtedy, gdy clr(A) N B # 0

A prr B wtedy i tylko wtedy, gdy clr(A) N clrB # 0
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Podobiefstwa i opozycje Podobienistwa

Podobienstwa

Wtedy: )

e intg(A) C A C clr(A).
e dr(x,y) # oo wtedy i tylko wtedy, gdy xR y.
o Relacje indg, insg oraz prg sa podobienstwami w rodzinie p(X).
@ indr C insg C prg.
o Ainsg B wtedy i tylko wtedy, gdy distg(A, B) < 1.
e Jesli AN B # (), to A insg B.
@ Nastepujace warunki sa réownowazne, dla wszystkich A, B # {):
e Aindr B

e AUBC C/R(A) N C/R(B)
o Distg(A, B) < 1.
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Podobiefstwa i opozycje Podobienistwa

Podobienstwa

Mowimy, ze przestrzen podobienstwa (X, R) jest:

@ prosta, gdy RT = ix

o regularna, gdy (RT)7(x) =(N{A € X//R : x € A} dla wszystkich
xeX

e spojna, gdy R = X2,

Te pojecia, wraz z wprowadzonymi wczesniej, pozwalaja na opis relacji
podobienstwa w terminach algebraicznych oraz topologicznych, o czym
przekonamy sie nieco po6zniej.
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Podobiefstwa i opozycje Podobienistwa

Podobienstwa

@ Ztozenie R o S relacji podobienstwa jest relacja podobienstwa wtedy i
tylko wtedy, gdy RoS =SoR.

o Dla dowolnej relacji zwrotnej R, podobieAstwami s3: R U R,
RNR I, RoSUSoR.

@ Kazda relacja podobienstwa jest suma pewnej rodziny relacji
réwnowaznosci.
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Podobiefstwa i opozycje Opozycje

Opozycje

Jesli R jest relacja opozycji w X i zbiér X ma co najmniej dwa elementy, to
uktad (X, R) nazywamy przestrzenia opozycji.

Przez diagram opozycji rozumiemy kazdy uktad (X, F, ¢) taki, ze:
@ X oraz F maja co najmniej dwa elementy

@ nie istnieje x € X taki, ze dla wszystkich y € X oraz wszystkich a € F:
x ¢ a wtedy i tylko wtedy, gdy y ¢ a

e dom(¢) = X oraz rng(¢p) = F.

Informacje o opozycjach ograniczymy do podania najogélniejszych typéw
opozycji wyznaczonych przez diagramy opozycji oraz do dwéch przyktadéw.
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RESZEIE
Opozycje

Niech (X, F, ¢) bedzie diagramem opozycji. Wtedy relacjami opozycji na
zbiorze X sa:

@ x opy y wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ (x) N ¢~ (y) =0
(obiekty x i y nie maja zadnych wspdlnych cech z F)
@ x opy y wtedy i tylko wtedy, gdy ¢~ (x) — ¢~ (y) # 0 oraz
o () =97 (x)#0
(x ma ceche, ktérej nie ma y oraz y ma ceche, ktérej nie ma x)
@ x op3 y wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ (x) = ¢~ (y) # 0
(x i y réznia sie co najmniej jedna cecha)
@ x opa y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje a € A taka, ze
acod(x)+¢(y) gdzieD #AACF
(x i y réznia sie co najmniej jedna cecha z ustalonego podzbioru A
wszystkich cech).
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RESZEIE
Opozycje parametryczne

Opozycje parametryczne s3 wyznaczone przez uktady postaci (X, F, ¢, A),
gdzie:

(X, F, ) jest diagramem opozycji
A jest podziatem F o co najmniej dwdch elementach

kazdy element A ma co najmniej dwa elementy

dla kazdego x € X oraz kazdego A € A istnieje dokfadnie jedna a € A
taka, ze x ¢ a

o dla kazdego Ac A, |J ¢~ (a) = X.
acA

Elementy rodziny A interpretujemy tu jako rodzaje cech, mogacych
przystugiwaé obiektom z X.

v
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RESZEIE
Opozycje kontekstowe

Opozycje kontekstowe sg wyznaczone przez uktady postaci (X, F, ¢, S),
gdzie:

e (X,F,¢) jest diagramem opozycji
@ S jest podzbiorem zbioru wszystkich stéw FS(X) nad alfabetem X
o F={(u,v) € (FS(X))?: uxv € S dla pewnego x € X}
(rodzina kontekstow)
o dla wszystkich x € X oraz wszystkich (u,v) € (FS(X))? x ¢ (u, V)
wtedy i tylko wtedy, gdy uxv € S.

Ciag uv jest konkatenacja stéw u i v.
Opozycje wyznaczane przez tego typu systemy to réznorakie opozycje
dystrybucyjne.

v

Jerzy Pogonowski (MEG) Wstep do Matematyki (3) Wazne typy relacji 35 / 54



O
Podobienstwa i opozycje

O matematycznej teorii relacji podobienstwa oraz opozycji, a takze jej

zastosowaniach poczyta¢ mozesz np. w:

Tolerance

JEREY POGONOWSK]

Spaces
witl LINGUISTIC
willl OPPOSITIONS
Applications
to Linguistics
4
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Porzadki czesciowe

Przykfady. )

e Dla kazdego X, inkluzja C jest porzadkiem czesciowym o(X).

@ Dla kazdego X, inkluzja wtasciwa C jest ostrym porzadkiem
czeSciowym p(X).

@ Relacja R okreslona (dla liczb naturalnych dodatnich) warunkiem:
xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x dzieli bez reszty y
jest porzadkiem czesciowym w N — {0}.

Niech R bedzie czesciowym porzadkiem na X. Wtedy istnieje rodzina
A C o(X) oraz bijekcja f : X — A takie, ze dla wszystkich x,y € X:
xRy wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) C| A f(y).
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Pogld ez
Porzadki czesciowe

Niech R bedzie czgsciowym porzadkiem zbioru U i niech A C U. Méwimy,
ze element v € U jest:

@ ograniczeniem dolnym zbioru A, gdy uRx dla wszystkich x € A

@ ograniczeniem goérnym zbioru A, gdy xRu dla wszystkich x € A

e kresem dolnym (infimum) zbioru A, gdy u jest R-najwiekszym z
kreséw dolnych zbioru A

@ kresem gérnym (supremum) zbioru A, gdy u jest R-najmniejszym z
kreséw goérnych zbioru A.
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Porzadki czesciowe

Przyktady. )

@ lloczyn AN B jest kresem dolnym zbioru {A, B} w rodzinie wszystkich
podzbioréw ustalonego zbioru U uporzadkowanej czesciowo przez
relacje inkluzji.

@ Suma AU B jest kresem gérnym zbioru {A, B} w rodzinie wszystkich
podzbioréw ustalonego zbioru U uporzadkowanej czesciowo przez
relacje inkluzji.

@ Niech A bedzie zbiorem wszystkich liczb wymiernych x takich, ze
x? < 2. Wtedy liczba rzeczywista v/2 jest kresem gérnym zbioru A.

@ Niech A bedzie zbiorem wszystkich liczb wymiernych x takich, ze
x? > 2. Wtedy liczba rzeczywista v/2 jest kresem dolnym zbioru A.
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Porzadki czesciowe

Jesli relacja C jest preporzadkiem na X, to réwnowaznoscig na X jest
relacja =:

x = y wtedy i tylko wtedy, gdy x C y oraz y C x.

Nastepujaca relacja <C (X/ =)? jest wtedy porzadkiem czesciowym:
[x]= < [y]= wtedy i tylko wtedy, gdy x C y.

Produktem [](X;, <;) rodziny czesSciowych porzadkéw (Xi, <;)ies
iel
nazywamy uktad (][] Xi, <), gdzie relacja < zdefiniowana jest przez:
iel
f < g wtedy i tylko wtedy, gdy 7 (i) <; g(i) dla wszystkich i € I.

Produkt J](Xj, <;) rodziny czeSciowych porzadkéw jest czesciowym
iel
porzadkiem.
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Pozgbs s
Porzadki liniowe

Przyktady. |

@ Relacja mniejszosci < jest ostrym porzadkiem liniowym w N.

@ Relacja niewiekszosci < jest porzadkiem liniowym w N.

Niech A bedzie niepustym zbiorem, nazwanym alfabetem. Zbiér

A* = |J AOL-n=1} nazywamy przestrzenia stow nad alfabetem A.
neN
Elementem A* jest sfowo puste €. Zbiér A* jest uporzadkowany czesciowo

przez inkluzje. Jesli a: {0,1,...,n} — Aoraz 3:{0,1,...,n} — Asa
stowami z A*, to ich konkatenacja jest stowo:
af=aU{(i+n+1,6(i):i < m}.

Jesli alfabet A jest liniowo uporzadkowany, to mozna okresli¢ porzadek
liniowy réwniez na przestrzeni stéw nad alfabetem A:
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Pozgbs s
Porzadki liniowe

Niech < bedzie liniowym porzadkiem w alfabecie A. Porzadkiem
leksykograficznym wyznaczonym przez < nazywamy nastepujaca relacje w
przestrzeni stéw nad A:

a =<y [ wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi alternatywa:
e aC B lub
e istnieje n € dom(a) N dom(f) taka, ze:

o a(n) = B(n) oraz
o dla kazdej k < n zachodzi réwnos¢ a(k) = B(k).

Jesli < jest liniowym porzadkiem w alfabecie A, to <y jest liniowym
porzadkiem w przestrzeni stéw nad A.
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Porzadki liniowe

Zbiér A C X jest odcinkiem poczatkowym zbioru liniowo uporzadkowanego
(X, <), gdy dla wszystkich x,y € X: jesli x € Aoraz y < x, to y € A.

Zbiér A C X jest odcinkiem koricowym zbioru liniowo uporzadkowanego
(X, <), gdy dla wszystkich x,y € X: jesli x € Aoraz x <y, toy € A.

Zbioér A C X jest przedziatem (domknietym) zbioru liniowo
uporzadkowanego (X, <), gdy
A={x € X :a< xoraz x < bdla pewnych a, b € X}.
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Belti (pazglie
Dobre porzadki

Przyktady. )

@ Relacja < jest dobrym porzadkiem na zbiorze wszystkich liczb
naturalnych N.

@ Zbiér wszystkich liczb catkowitych Z jest liniowo uporzadkowany przez
relacje <. Uporzadkowanie to nie jest dobrym porzadkiem na tym
zbiorze.

o Kazdy liniowy porzadek na zbiorze skonczonym jest dobrym
porzadkiem.

Zasada dobrego uporzadkowania nazywamy zdanie:

W kazdym zbiorze istnieje dobry porzadek.
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Belti (pazglie
Dobre porzadki

Selektorem rodziny zbioréw {X; : i € I} nazywamy kazdy zbiér S taki, ze: J

o dla kazdego i € [ istnieje x taki, ze SN X; = {x}

(] SQ UX,'.
i€l

Aksjomat wyboru jest nastepujagcym zdaniem:

Dla kazdej rodziny niepustych i parami roztgcznych zbioréw istnieje selektor.

W innym sformutowaniu: dla kazdej relacji réwnowaznosci istnieje selektor
dla rodziny jej klas.
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Belti (pazglie
Dobre porzadki

Lemat Kuratowskiego-Zorna. Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo
uporzadkowanym. Jesli kazdy <-taficuch ma ograniczenie gérne, to w X
istnieje element <-maksymalny.

Nastepujace twierdzenia s3 réwnowazne: )

@ Zasada dobrego uporzadkowania.
o Aksjomat wyboru.
@ Lemat Kuratowskiego-Zorna.

@ Produkt kartezjanski dowolnej rodziny zbioréw niepustych jest
niepusty.
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Poggld g, ehocing EhE
Porzadki geste, dyskretne, ciggte

Przyktady. )

@ Zbiér wszystkich liczb catkowitych (i kazdy jego podzbior) jest
uporzadkowany w sposéb dyskretny przez relacje mniejszosci <.

@ Zbior wszystkich liczb wymiernych jest przez relacje mniejszosci <
uporzadkowany w sposéb gesty.

@ Zbiér wszystkich liczb rzeczywistych takze jest uporzadkowany w
sposob gesty przez relacje mniejszosci <. Ale liczb rzeczywistych jest
istotnie wiecej niz liczb wymiernych.
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Konstrukcja liczb rzeczywistych Dedekinda

Przekrojem Dedekinda nazywamy kazda pare (A, B) niepustych podzbioréw
zbioru ostro liniowo uporzadkowanego (X, <) taka, ze:

e AUB=X
@ a < b dla wszystkich a € A oraz b € B.

A jest klasa dolna, a B klasa gorna przekroju (A, B).

e Element x € X jest elementem rozdzielajacym przekroju (A, B), gdy x
jest najwigkszym elementem w A lub najmniejszym elementem w B.

@ Przekroje w (X, <) moga:

e mie¢ doktadnie jeden element rozdzielajacy;

e mie¢ dwa rézne elementy rozdzielajace; takie przekroje nazywamy
skokami:

e nie mie¢ zadnego elementu rozdzielajacego; takie przekroje nazywamy
lukami.

v
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Konstrukcja liczb rzeczywistych Dedekinda

Wida¢, ze zbiér jest uporzadkowany w sposéb gesty, gdy zaden jego
przekrdj nie jest skokiem.

Moéwimy, ze zbiér jest uporzadkowany w sposéb ciggty, gdy zaden jego
przekrdj nie jest ani skokiem, ani luka.

Liczba rzeczywista (Dedekinda) nazywamy kazdy taki przekrdj zbioru
wszystkich liczb wymiernych Q uporzadkowanego przez relacje mniejszosci,
ktérego klasa gérna nie zawiera elementu najmniejszego. Ogét tych liczb
oznaczamy przez Rp.

Przekroj zbioru wszystkich liczb wymiernych Q uporzadkowanego przez
relacje mniejszosci jest liczbg wymierna (Dedekinda), gdy ma element
rozdzielajacy. Pozostate liczby rzeczywiste Dedekinda to liczby
niewymierne.
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Konstrukcja liczb rzeczywistych Dedekinda
Konstrukcja liczb rzeczywistych Dedekinda

W zbiorze liczb rzeczywistych Dedekinda trzeba jeszcze okresli¢ relacje i
operacje arytmetyczne:

o (A B) <g, (C,D) wtedy i tylko wtedy, gdy A C C

o (A, B)®r,(C,D) = ({x®3y :x€ Ay e B},{x®3y :xe C,y € D})

o —r, (A B)=({e3x:x € A}, {e3x: x € B})

b (AvB)@RD (C,D) =
=(Q—-{xG3y:xeB,ye D}, {xG3y:x€ B,y € D})

gdzie @3, ®3, O3 sa dodawaniem, mnozeniem i odejmowaniem liczb
wymiernych.

v

Trzeba tez udowodni¢, ze wszystkie te definicje s3 poprawne i ,,adekwatne”.J
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Sjperee i peElied
Operacje na porzadkach

o Jesli R jest preporzadkiem (porzadkiem czesciowym), to R~! jest
preporzadkiem (porzadkiem czesciowym).

@ Jesli Ri S sa preporzadkami (porzadkami czesciowymi, ostrymi
porzadkami czesciowymi), to RN S jest preporzadkiem (porzadkiem
czeSciowym, ostryn porzadkiem czeSciowym)

e Jesli Ri S sa porzadkami czesciowymi (ostrymi porzadkami
czesciowymi), to RU S jest porzadkiem czesciowym (ostryn
porzadkiem czesciowym) wtedy i tylko wtedy, gdy:
(RoS)U(SoR)C RUS.

@ Jesli R i S sa porzadkami czesciowymi, to R U S jest porzadkiem
czesciowym wtedy i tylko wtedy, gdy: (RoS)U(SoR) C RUS oraz
RNSt Cix.

@ Jesli Ri S sa ostrymi porzadkami czeSciowymi oraz RoS =So R i
RNS™1 =10, to RoS jest ostrym porzadkiem czesciowym.
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Porzadki Drzewa

Drzewa

Drzewem nazywamy kazdy uktad (X, <) taki, ze: )

@ = jest czesciowym porzadkiem X
e w X istnieje element <-najmniejszy (korzen drzewa)

o dla kazdego x € X, zbiér {y € X : y < x} jest dobrze uporzadkowany.

Elementy drzewa nazywamy jego wierzchotkami. Wierzchotki, ktére nie
maja <-nastepnikéw nazywamy /is¢mi drzewa.

Niech (X, <) bedzie drzewem i niech <==< —ix. Kazdy tancuch
maksymalny (wzgledem inkluzji) w X nazywamy gafezia w X.
Jesli x <y, to y nazywamy potomkiem x, a x przodkiem y. Jesli
x = —(=X)2y, to y nazywamy bezposrednim potomkiem x, a x
bezposrednim przodkiem y.
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Porzadki Drzewa

Drzewa

Wysokoscia wierzchotka x nazywamy liczbe h(x) elementéw zbioru
{y e Xy <x}

n-tym pietrem drzewa nazywamy zbiér X, = {x € X : h(x) = n}.
Supremum wartosci {n : X, # (0} nazywamy wysokoscia drzewa.

Rzedem wierzchotka x nazywamy moc zbioru wszystkich potomkéw x.
Rzedem drzewa jest kres gérny rzedéw wszystkich wierzchotkéw drzewa.
Drzewo jest skoriczone, jesli zbiér jego wierzchotkéw jest skoriczony.
Drzewo jest nieskoriczone, jesli zbiér jego wierzchotkéw jest nieskonczony.
Drzewo jest rzedu skoriczonego, jesli jego rzad jest liczba skonczona.

Lemat Koniga. Jesli drzewo rzedu skofczonego jest nieskonczone, to ma
gataz nieskonczona.

Drzewom po$wiecone zostang osobne zajecia.
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Koniec

Koniec

Zadanie domowe. )

@ Zapamietac ze Zrozumieniem definicje typéw relacji: réwnowaznosci,
podobienstwa, opozycji, réznych rodzajéw porzadku.
@ Rozwigzac¢ zadania

| 205-211 (réwnowaznosci) | 212-217 (porzadki) | 243-258 (rézne) |

ze zbioru Cwiczenia z logiki autorstwa Pani Profesor Barbary Stanosz.

Uwaga. Bez umiejetnosci rozwigzywania zadan nie uzyskasz zaliczenia z
tego przedmiotu. Wybér nalezy do ciebie.
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