Logika algebraiczna 8b

Jerzy Pogonowski

Zaktad Logiki i Kognitywistyki UAM
www.kognitywistyka.amu.edu.pl
pogon@amu.edu.pl

2021

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 8b

2021

1/7



e Niech M; = (A;, D;), i € | bedzie rodzing SCl-modeli, gdzie
A= (Ai7 _‘Aia %Aiv EAi)'

e Zatézmy ponadto, ze A;iNA; =0 dlai#j, i,j € |. Méwimy wtedy,
ze modele M; i M; s3 roztaczne.

o Zdefiniujemy model M = (A, D), gdzie A = (A, ", A =) w
spos6b nastepujacy:

o A=A
il
e D= D;
icl
o Operacje -, —A =A zostana okreslone tak, aby D byt ultrafiltrem

normalnym w A.

W ponizszych definicjach zaktadamy, ze a;, b; € A;, i € I.

Niech 1 bedzie ustalonym elementem zbioru D, zas 0 ustalonym
elementem zbioru A — D.
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[ —|Aa,- = _‘Aiai
e Dla aj, bj € A:

o a; =R bj=a; =N b, gdy i =,

o a; =" bj =1, w pozostatych przypadkach.
e Dla aj, bj € A:

o 5 =" by=a =N by, gdy i =},
o a; =" b; = 0, w przeciwnym przypadku.

o Nietrudno sprawdzi¢, ze zachodza réwnowaznosci:

o a; ¢ D wtedy i tylko wtedy, gdy =*a; € D,
o a; >R b ¢ D wtedy i tylko wtedy, gdy a; € D oraz b; ¢ D,
o a; =R b ¢ D wtedy i tylko wtedy, gdy a; # b;.

@ Znaczy to, ze D jest normalnym ultrafiltrem w A, czyli ze 90t jest
SCl-modelem (nazywanym suma prosta rodziny modeli {90t; : i € 1}).
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@ Nosnikiem zbioru formut ® nazywamy zbiér V/(®) ztozony z tych
zmiennych zdaniowych, ktére wystepuja w co najmniej jednej formule
z o

o Twierdzenie. Niech ®; i ®; beda zbiorami formut SCl-jezyka L. Jesli
oba te zbiory sa niesprzeczne i V(®1) N V(®,) = 0, to zbidr &1 U b,
jest niesprzeczny.

o Dowdd. Jesli 1 i &, sa niesprzeczne, to istnieja SCl-modele 9017 i
Mo oraz wartosciowania vy i v takie, ze ®; jest spetniony w 2y
przez vi, zas ®; jest spetniony w My przez vs.

@ Mozemy oczywiscie zatozy¢, ze My i My sa roztaczne. Niech M
bedzie suma prosta My i Mis.

@ Niech v bedzie dowolnym wartosciowaniem w 9t takim, ze
v(p) = vi(p) dla kazdej zmiennej p € V(®;), i € {1,2}.

e Poniewaz V/(®1) N V() = 0, wiec istnieje co najmniej jedno takie
wartosciowanie v. Wtedy v spetnia ®; U &, w i, poniewaz v; spetnia
®; w M;, a operacje w M sa zgodne z operacjami w M; (i € {1,2}).

@ Na mocy petnosci SCI, suma ®; U d, jest wiec zbiorem
niesprzecznym. O
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Dowodzi sie, ze jesli V(®1) N V($2) = (), to nastepujace warunki sa
réwnowazne:

o Jesli ®;1 i ®5 s3 niesprzeczne, to suma &7 U ®; jest niesprzeczna.

o Jesli p € C(P1 U D) oraz V({p}) N V(P2) =10, to albo p € C(P1)
albo @, jest sprzeczny.
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@ Twierdzenie. C ma model silnie adekwatny.

e Dowdd. Niech {®; : i € I} bedzie rodzing wszystkich maksymalnych
teorii C-niesprzecznych w L.

@ Na mocy petnosci SCI, dla kazdego i € [ istnieje model 9; oraz
wartosciowanie v; w 91, takie, ze v; spetnia ®; w I;.

e Mozemy oczywiscie zatozy¢, ze wszystkie modele 9t; = (A}, D;) sa
wzajemnie roztaczne.

e Niech 9t = (A, D) bedzie suma prosta rodziny {9, : i € I}.
e Pokazemy, ze C = Gyy.

@ Na mocy petnosci SCI mamy: C < Gy, wystarczy wiec pokaza¢, ze
Gn < C.

@ Przypusémy, ze ¢ ¢ C(I') dla pewnej formuty ¢ oraz zbioru formut T.
o Pokazemy, ze wtedy ¢ ¢ Gyu(I).
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o Jesli ¢ ¢ C(IN), to istnieje maksymalny zbiér C-niesprzeczny ®;, taki,
ierg¢i0i<p¢¢,'0.

@ Niech h bedzie wartosciowaniem w 9t okreslonym warunkiem
h(p) = vi,(p) dla kazdej zmiennej p.

o Poniewaz wartos¢ kazdej formuty przy wartosciowaniu vj, nalezy do
A, wiec ;) C h=1(D), a to znaczy, ze ®;, C Sat;(9N).

@ Skoro D jest ultrafiltrem, to h=1(D) jest maksymalnym zbiorem
C-niesprzecznym, a poniewaz ®;, sam jest maksymalnym zbiorem
C-niesprzecznym, wiec ®;; = h=1(D), a to znaczy, ze ®;, = Sat,(IN).

e Poniewaz ¢ ¢ ®;;, wiec ¢ ¢ Satp(IN).

e To zas$ znaczy, ze ¢ ¢ Con(Pj,), czyli ¢ ¢ Gn(I"), co konczy dowsd. I
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