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Czym s3 aksjomaty ekstremalne?

Czym s3 aksjomaty ekstremalne?

Aksjomaty ekstremalne miaty zapewnia¢, ze model teorii jest (w
okreslonym sensie, o czym nizej) minimalny lub maksymalny.

Klasyczne przykfady:

o Aksjomat zupetnosci w Grundlagen der Geometrie Davida Hilberta
(zastapiony pézniej aksjomatem ciagfosci). To aksjomat
maksymalnosci.

o Aksjomat (schemat) indukcji w arytmetyce. To aksjomat
minimalnosci.

o Aksjomat ograniczenia Fraenkla. (Nie istnieja zadne inne zbiory poza
tymi, ktérych istnienie da sie dowies¢ z aksjomatéw teorii mnogosci).
To aksjomat minimalnosci.
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Aksjomaty ekstremalne wedle Carnapa i Bachmanna
Praca Carnap, Bachmann 1936

@ Carnap, R. 1958. Introduction to Symbolic Logic and its Applications.
Courier Dover Publications,

@ Carnap, R., Bachmann, F. 1936. Uber Extremalaxiome. Erkenntnis 6,
166-188. Przektad angielski (H.G. Bohnert): On Extremal Axioms. History
and Philosophy of Logic 2 (1981), 67-85.

@ Tarski, A., Lindenbaum, A. 1936. Uber die Beschrinkheit der
Ausdrucksmittel deduktiver Theorien. Ergebnisse eines mathematischen
Kolloquiums 7, 15-22.

@ Carnap, R. 1930. Bericht iiber Untersuchungen zur allgemeinen Axiomatik.
Erkenntnis 1, 303-310.

@ Carnap, R. 2000. Untersuchungen zur allgemeinen Axiomatik. (Hrsg.
Thomas Bonk und Jesus Mosterin), Wissenschaftliche Buchgesellschaft,
Darmstadt.

@ Witasnosé¢ Fraenkla-Carnapa; algebry Dedekinda.
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Aksjomaty ekstremalne wedle Carnapa i Bachmanna
Praca Carnap, Bachmann 1936

Wykorzystanie teorii typow.

Przyktad poréwnywania modeli: liczby i wektory.

Korelacje.

|zomorfizmy zupetne; relacja Ism, (90, ).

Struktury: klasy relacji Ism, (=klasy modeli zupetnie izomorficznych).
Relacja C (migdzy modelami).

Podstruktury. Struktury podzielne i niepodzielne.

Formuty (aksjomaty) strukturalne i diagramy strukturalne.

Relacja bycia wtasciwg podstrukturg. Struktury: poczatkowe,
koncowe, izolowane, minimalne, maksymalne.
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Plestded
Przyktad

Autorzy rozwazaja nastepujacy uktad aksjomatéw dla relacji R: J

o VxVyVz ((R(y,x) ANR(z,x)) = y = z)
° VxVy (R(x,y) = =R(y,x))
® Vx =R(x,x)

@ pole relacji R ma doktadnie 4 elementy.

Jest (z doktadnoscia do izomorfizmu) siedem modeli tych aksjomatéw.
Ktére z nich mozna homomorficznie odwzorowa¢ na ktére? Ktére modele
s3 wzgledem tej zaleznosci (w terminologii C-B): poczatkowe, konicowe,
izolowane?
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Praca Carnap, Bachmann 1936 Cztery rodzaje aksjomatéw ekstremalnych

Rodzaje aksjomatéw ekstremalnych

Carnap i Bachmann okreslaja cztery rodzaje aksjomatéw ekstremalnych
(wszedzie nizej zaktada sig, ze 9 jest modelem T):

o Aksjomat modelu minimalnego.

Ming,(T, M) =g¢ " INNCMANLMANET)
o Aksjomat modelu maksymalnego.

Maxp(T, M) =g " INOMCNANAEMANET)

@ Aksjomat struktury minimalnej.

Ming(T, M) =g "IN (NCTMA Ism, (M, N)ANET)
o Aksjomat struktury maksymalnej.

Maxs(T, ) =4r =IN (N NAIsm, (M, N)ANET)
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Praca Carnap, Bachmann 1936 Cztery rodzaje aksjomatéw ekstremalnych
Przyktad

Autorzy pisza, ze jesli doda¢ do aksjomatéw w powyzszym przyktadzie
relacji na zbiorze czteroelementowym:
@ aksjomat minimalnego modelu, to system ten spetniaja: a, b, d.
@ aksjomat maksymalnego modelu, to system ten spetniaja: b, f, g.

@ oba aksjomaty (minimalnego i maksymalnego modelu), to system ten
spetnia jedynie b.

Inny przyktad autoréw: aksjomat minimalnej struktury dla 1 — 1 relacji R z
doktadnie jednym elementem poczatkowym i bez elementu koncowego.

Autorzy twierdza, ze aksjomat zupetnosci Hilberta to aksjomat
maksymalnego modelu, a aksjomat ograniczenia Fraenkla to aksjomat
minimalnego modelu.
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Bypicale
Dygresja (ograniczona do FOL)

Sformutowania autoréw moga sugerowac rézne interpretacje dla pojec
modelu i struktury minimalnej (w sensie C-B), np.:

e model minimalny (2 € Mod(T) jest minimalny doktadnie wtedy, gdy
zadna wiasciwa elementarna podstruktura modelu 2( nie jest modelem
dla T);

e model atomowy (20 € Mod(T) jest atomowy doktadnie wtedy, gdy
kazdy typ zupetny realizowany w 2 jest gtéwny);

e model pierwszy (2 € Mod(T) jest pierwszy doktadnie wtedy, gdy 2
jest elementarnie wkfadalny w kazdy model dla T).

@ Warunki istnienia. Zwiazki z Rg-kategorycznoscia.

@ Np. model standardowy PA jest pierwszy i atomowy.

v
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Bypicale
Dygresja (ograniczona do FOL)

Niech 9t bedzie modelem T, a x nieskonczona liczba kardynalna.

e M jest modelem maksymalnym (w sensie C-B) =4 dla kazdego
M = T, M moze zostaé rozszerzony do modelu dla DT (N) (gdzie
DT (2A) jest pozytywnym diagramem 2A).

® M jest strukturg k-maksymalna (w sensie C-B) =q4r M jest

k-uniwersalny (czyli dla kazdego 0N takiego, ze M = M oraz N < x,
M jest elementarnie wktadalny w 91).

@ 91 jest modelem maksymalnym doktadnie wtedy, gdy kazdy model T
jest homomorficznie wktadalny w 91.

@ Mozna rozwaza¢ pojecie modelu r-maksymalnego (przez dodanie

warunku O < Kk w powyzszej definicji).
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Bypicale
Dygresja (ograniczona do FOL)
Filtr wtasciwy V na [ jest x-regularny, gdy istnieje zbiér E C V mocy  taki, ze

kazdy i € | nalezy tylko do skonczenie wielu e € E. Dla dowolnego zbioru /
nieskoficzonej mocy « istnieje k-regularny ultrafiltr na /.

o Niech L < K, V ultrafiltr k-regularny. Dla kazdego modelu A,
ultrapotega [y 2 jest kT -uniwersalna.

o Twierdzenie Frayne'a. 2 = B doktadnie wtedy, gdy I jest
elementarnie wktadalny w pewng ultrapotege [ [ B.

@ Modele k-nasycone s3 kt-uniwersalne.

o Niech L < k. Model 2 jest k-nasycony doktadnie wtedy, gdy 2 jest
k-jednorodny i k-uniwersalny.

Adekwatnos¢ i ewentualna uzytecznos¢ proponowanej rekonstrukcji moze
by¢ oczywiscie krytykowana. To tylko dygresja.

Jerzy Pogonowski (MEG) Aksjomaty ekstremalne Filozofia matematyki Il 11 /21



Arefiemie: egermEzant Fesiiie
Aksjomat ograniczenia Fraenkla

o Fraenkel, A.A. 1922. Zu den Grundlagen der Cantor-Zermeloschen
Mengenlehre. Mathematische Annalen 86, 230-237.

o Fraenkel, A.A. 1928. Einleitung in die Mengenlehre. Verlag von
Julius Springer, Berlin.
Axiom der Beschrankheit. AuBer den durch die Axiome Il bis VII (bzw.
VIII) gefordeten Mengen existieren keine weitere Mengen.

e Uwagi Fraenkla dotyczace ufundowania. Motywacje dla ewentualnego
przyjecia aksjomatu ograniczenia.

@ Rozwazania Fraenkla dotyczace rozumienia pojecia zupetnosci (w
przypadku teorii mnogosci).
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Rretemies: lomsimeualliss Edlk
Aksjomat konstruowalnosci Godla

o Godel, K. 1940. The consistency of the axiom of choice and of the
generalized continuum hypothesis with the axioms of set theory.
Annals of Mathematics Studies 3, Princeton.

e Aksjomat konstruowalnosci (V = L) gtosi, ze wszystkie zbiory sa
konstruowalne.
e W L zachodza: AC oraz GCH, a wiec sg one niesprzeczne z ZF.

e V = L implikuje m.in.: istnienie niemierzalnego A} zbioru liczb
rzeczywistych, nieistnienie (nieprzeliczalnych) kardynalnych liczb
mierzalnych oraz negacje hipotezy Suslina.

@ L to uniwersum zbioréw definiowalnych (z parametrami). L zawiera
wszystkie liczby porzadkowe.
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Ahetieries: Lemeineime Sus
Aksjomat kanonicznosci Suszki

@ Suszko, R. 1951. Canonic axiomatic systems. Studia Philosophica
1V, 301-330.

System (M) teorii mnogosci.
Metasystem (uM) = (M)+ ,morfologia” systemu (M).

System zbioréw konstruowalnych (M*).

Aksjomat kanonicznosci: wszystkie zbiory s3 k-desygnowane przez
k-nazwy.

Kanoniczny system (M*).

@ Problemy otwarte w podejsciu Suszki.

o Niezaleznie: propozycja Myhilla.
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Hiiashe eleeimeion eeineeine
Krytyka: von Neumann, Zermelo

e von Neumann, J. (1925). Eine Axiomatisierung der Mengenlehre.
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 154, 219-240.

e Uwagi dotyczace: podsysteméw, (braku) kategorycznosci, relatywnosci
mocy, ufundowania.

@ Aksjomat von Neumanna (klasa jest wtasciwa doktadnie wtedy, gdy
jest réwnoliczna z klasa wszystkich obiektéw) jest (wedle Halleta)
aksjomatem maksymalnosci.

e Zermelo, E. (1930). Uber Grenzzahlen und Mengenbereiche: Neue
Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre. Fundamenta
Mathematicae 16, 29-47.

o Wiasciwa ontologia dla teorii mnogosci ZF jest cata pozaskonczona
hierarchia dziedzin normalnych, z zatozeniem istnienia pozaskonczenie
wielu liczb mocno nieosiggalnych.
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Hiiashe eleeimeion eeineeine
Krytyka: Levy

e Fraenkel, A.A., Bar-Hillel, Y., Levy, A. 1973. Foundations of set
theory. North-Holland Publishing Company, Amsterdam London.

@ | aksjomat ograniczenia. Klasa wszystkich zbioréw definiowana przez
pewne warunki domkniecia (podane w Fraenkel, Bar Hillel, Levy 1973:
114) jest tozsama z klasa wszystkich zbioréw.

o /I aksjomat ograniczenia. Wszystkie zbiory sg konstruowalne i nie
istnieje zbiér przechodni, bedacy modelem ZF.

@ |l aksjomat implikuje I. Aksjomat | jest réwnowazny koniunkgcji
aksjomatu ufundowania i zdania stwierdzajacego, ze nie istnieja liczby
mocno nieosiagalne.

@ Autorzy argumentuja za odrzuceniem tych aksjomatéw — Fraenkel,
Bar Hillel, Levy 1973, 117:
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Aksjomaty ekstremalne w teorii mnogosci Krytyka aksjomatéw ograniczenia

In the case of the axiom of induction in arithmetic and the axiom of
completeness in geometry, we adopt these axioms not because they make
the axiom systems categorical or because of some metamathematical
properties of these axioms, but because, once these axioms are added, we
obtain axiomatic systems which perfectly fit our intuitive ideas about
arithmetic and geometry. In analogy, we shall have to judge the axioms
of restriction in set theory on the basis of how the set theory obtained after
adding these axioms fits our intuitive ideas about sets. To restrict our
notion of set to the narrowest notion compatible with the axioms of ZFC
just for the sake of economy is appropriate only if we have absolute faith
that the axioms of ZFC (and the statements they imply) are the only
mathematically interesting statements about sets. It is difficult to conceive
of such absolute faith in the sufficiency of the axioms of ZFC (as one would
have in, say, the full axiom of comprehension if it were not inconsistent).
Even if one had such a faith in the axioms of ZFC, it is likely that he would
settle rather for something like the axiom of completeness, if there were
some reasonable way of formulating it. [Podkreslenie: jp]

v
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Aksjomaty ekstremalne w teorii mnogosci Ograniczenia metody modeli wewnetrznych

Modele wewnetrzne

Sheperdson, J.C. 1951-1953. Inner models for set theory. Journal of
Symbolic Logic 16 (1951), 161-190; 17 (1952), 225-237; 18 (1953),
145-167.

Jesli VNB niesprzeczna, to w VNB nie mozna dowie$¢ negacji Il
aksjomatu ograniczenia, czyli VNB non b ,Jesli V = L, to istnieje
zbiér przechodni, ktéry jest modelem ZF."

Metoda modeli wewnetrznych nie mozna pokaza¢, ze V = L nie jest
twierdzeniem ZFC [Solovay: 14-15 w Collected Works I, Gédla].

Metoda Cohena nie mozna pokaza¢, ze jakies zdanie jest niezalezne od
V = L [Solovay: 16, w Collected Works I, Godla].

Scott (1961): Jesli istnieje (nieprzeliczalna) liczba mierzalna, to
V4L
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Aksjomaty ekstremalne w teorii mnogosci Aksjomaty istnienia duzych liczb kardynalnych

Duze liczby kardynalne i zasady odbicia

e Czy aksjomaty istnienia duzych liczb kardynalnych (np. mocno
nieosiagalnych, mierzalnych, itd.) sa podobne do aksjomatéw
ekstremalnych w sensie Carnapa-Bachmanna? [por. Kurt Gédel What
is Cantor's Continuum Problem?]

@ Jesli ZFC jest niesprzeczna, to w ZFC nie mozna udowodnié¢ zdania:
sistnieje liczba mocno nieosiagalna” (konsekwencja Il Twierdzenia
Godla). Nie traktujemy tego jednak jako argumentu za jakims
aksjomatem ograniczenia (minimalnosci) w teorii mnogosci.

@ Niektore silne aksjomaty nieskoficzonosci s3 w sprzecznosci z
aksjomatami ograniczenia typu V = L.

@ Zermelo 1930: wyniki dotyczace kategorycznosci hierarchii dziedzin
normalnych.
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Twierdzenia o reprezentacji

Twierdzenia o reprezentacji

e Twierdzenie Stone’a. Kazda algebra Boole'a jest izomorficzna z
ciatem zbioréw.

e Lemat Mostowskiego. Kazda ekstensjonalna relacja ufundowana jest
izomorficzna z relacja € na zbiorze przechodnim.

e Twierdzenia o reprezentacji (cho¢ nie s3 aksjomatami ekstremalnymi)
moéwia, ze modele wybranej teorii sg Scisle okreslonego, tego samego,
typu.

@ Nadto, niektére wazne struktury matematyczne moga zostaé
Jednoznacznie okreslone poprzez swoje whasnosci (algebraiczne,
porzadkowe, topologiczne): por. np. charakterystyki ciat
uporzadkowanych, ciat topologicznych.

Jerzy Pogonowski (MEG) Aksjomaty ekstremalne Filozofia matematyki Il 20 /21



Model zamierzony: pojecie czysto pragmatyczne?

o Twierdzenie Tennenbauma (1959). Zaden przeliczalny
niestandardowy model PA nie jest rekurencyjny.

@ Model standardowy PA jest modelem pierwszym.

o Czy powyzsze witasnosci wystarczaja, aby uzna¢, ze model standardowy
PA jest jej modelem zamierzonym? Czy tez konieczne jest w tym celu
dodanie Tezy Churcha? A moze pojecie modelu zamierzonego ma
nieusuwalny/nieprzektadalny komponent pragmatyczny?

e Czy mozliwe jest podanie podobnych (bez odwotan pragmatycznych!)
charakterystyk dla modeli zamierzonych innych teorii?
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