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Tautologie KRP

Tautologie KRP

Tautologia KRP nazywamy taka formute, ktéra jest schematem wytacznie
zdan prawdziwych (dla ktérej nie istnieje kontrmodel, tj. wszystkie
interpretacje sa jej modelami).

Kontrtautologia KRP nazywamy taka formute, ktéra jest schematem
wytacznie zdan fatszywych (dla ktérej nie istnieje model, czyli wszystkie
mozliwe interpretacje s3 jej kontrmodelami).

Podstawowe tautologie KRP:
e VxP(x) = =3x—P(x).
e —3P(x) = Vx—P(x).
e IxVyR(x,y) = Vy3axR(x,y).
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Tautologie KRP

Uwaga!

KRP jest rachunkiem nierozstrzygalnym. Znaczy to, iz nie dysponujemy
efektywna metoda pozwalajaca dla dowolnej formuty « okresli¢, czy jest
ona tautologia lub kontrtautologia.

Mozna natomiast wskazaé¢ pewne rozstrzygalne podzbiory formut KRP, np.
wszystkie tautologie KRZ s3 réwniez tautologiami KRP.

o P(x) = (3yQ(y) vV P(x)),

° P(x)— (EixVyR(x,y) V P(X)),

o P(x)— (VX[P(X) — y[Q(y) A R(x,y)]] Vv P(X))
Powyzsze formuty sa tautologiami KRP, poniewaz stanowia podstawienie
tautologii KRZ — p — (q V p)
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Tautologie KRP

Oczywiscie to, ze formuta KRP nie jest podstawieniem tautologii KRZ nie
znaczy, ze nie jest ona tautologia specyficzna KRP, czego nie sposéb
udowodnic.

Zamiast tego, pokazujemy, ze dana formuta « nie jest tautologia (znajdujac
jej kontrmodel), lub ze « nie jest kontrtautologia (znajdujac jej model).
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Tautologie KRP — ¢wiczenie

Pokaz, ze ponizsze formuty nie s3 ani tautologiami, ani kontrtautologiami. ]

e Vx3yR(x,y).

e Vx3y[R(x,y) V R(y,x)].

o —VxP(x) = Vx=P(x).

e Ix[P(x) — Q(x)] — Ix[P(x) A Q(x)].
e VxVyVz[R(x,y) A R(y,z) — R(x,Zz)].
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Tautologie KRP Funkcje zdaniowe

Prawdziwos¢ funkeji zdaniowych

Funkcja zdaniowa jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy po poprzedzeniu
jej kwantyfikatorem uniwersalnym, wiazacym wszystkie wystepujace w niej
zmienne, staje sie zdaniem prawdziwym. Mdwiac inaczej funkcja zdaniowa

jest zdaniem prawdziwym, gdy jest spetniona przez dowolny obiekt
uniwersum.

Prawdziwa funkcja zdaniowa:

Jezeli x jest bogatszy od y a z jest bogatszy niz x, to z jest bogatszy niz y.

Fatszywa funkcja zdaniowa:

Jezeli x jest kochankiem y a z jest kochankiem x, to z jest kochankiem y.
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Niektoére tautologie KRP

e Prawo dictum de omni (orzekanie ze wszystkiego):

o () Vxa—«

o (2) Vx a — a(x/t) (o ile term t jest podstawialny za x w «).
e Prawo dictum de singulo (orzekanie z pojedynczego):

o 3)a— Ix«

o (4) a(x/t) — Ix « (o ile term t jest podstawialny za x w «).

(5) Vx a — Ix «a (prawo subalternacji).

(6) Vx v — Ix -« (dictum de nulo — orzekanie z niczego).
@ Prawo zamiany zmiennych zwigzanych:
o (7) Vx a =Vy « (o ile zmienna y nie jest wolna w « oraz y jest
podstawialna za zmienng x w «);
e (8) 3x a =3y « (o ile zmienna y nie jest wolna w « oraz y jest
podstawialna za zmienng x w «).
@ Prawa de Morgana w KRP:
e (9) 73Ix a =Vx —q;
e (10) =¥x a = Ix —a.
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Niektoére tautologie KRP

e Prawa zastepowania kwantyfikaoréw:
o (11) Ix a = ~Vx —¢y;
o (12) Vx a = —-3Ix —av.

e (13) VxVy a = VyVx « (prawo przestawiania kwantyfikatoréw

uniwersalnych).
@ (14) Ixdy o = Jy3Ix « (prawo przestawiania kwantyfikatoréw
egzystencjalnych).
(15) IxVy a — YyIx a.
(16) Vx(a A B) = (Vx a AVx f).
(17) Ix(a vV B) = (3x a V Ix B).
(18) Vx a V' Vx ) = Vx(a V ).
(19) Ix(a A B — (3x a A 3Ix B).
(20) Vx(a — B) = (Vx o = Vx f).
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Niektoére tautologie KRP

e (21) ¥x(a — B) — (Ix a — 3Ix B).
e (22) (x(ax — B) Na) — B.
e (23) Vx(a — B) AVX(B — ¢) = Vx(aw — ).
@ Prawa ekstensjonalnosci dla kwantyfikatoréw:
o (24) Vx(a = B) — (Vx a =Vx B);
e (25) Vx(a=p) = (Ix a = 3Ix B);
o (26) Vx(a = ) = Vx(a = B) AVX(8 — «).
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Wynikanie logiczne w KRP

Méwimy, ze o wynika logicznie z X wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy model
X jest tez modelem {a}, co zapisujemy symbolicznie X =4, a. Jezeli
miedzy X oraz « nie zachodzi wynikanie logiczne, to piszemy: X ¥, a.

Pojecie wynikania logicznego mozna uogélni¢ na zbiory formut. Wéwczas
moéwimy, ze ze zbioru X wynika logicznie (na gruncie KRP) zbiér Y wtedy i
tylko wtedy, gdy kazdy model zbioru X jest tez modelem zbioru Y, co
zapisujemy X |=4,, Y oraz odpowiednia, jesli nie zachodzi wynikanie:

X Frp Y.

Badajac, czy miedzy formutami KRP {«, 5} oraz {(} zachodzi wynikanie
logiczne musimy stwierdzi¢, czy dla kazdej interpretacji <, takiej, ze:

o Sy FE o
° 3 =0

zachodzi takze 3, = .
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Wynikanie logiczne w KRP

Badajac czy miedzy zdaniami « i 3 zachodzi stosunek wynikania logicznego
musimy zbadaé, czy kwantyfikatorowy schemat implikacji, ktérej
poprzednikiem jest zdanie o a nastepnikiem 3, jest schematem
tautologicznym.

Analogicznie postepujemy, gdy badamy wynikanie jakiego$ zdania 3 z
pewnego zbioru zdan X. Badamy tautologicznos¢ formuty, w ktérej
poprzedniku znajduje sie koniunkcja zdan ze zbioru X, a w nastepniku

zdanie .
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Wynikanie logiczne w KRP — ¢wiczenie

Prosze zbada¢, czy ze zdanie Y wynika logicznie ze zbioru zdan X, gdy:
o (1) X = {¥x (@ = B),¥x (8= M} ¥ = [¥x (a 5 1)}
o (2) X ={Vx (a— f),a}, Y ={8}.

Wykaz, ze ze zbioru X nie wynika logicznie formuta «, dla:
o (1) X ={Vvx3y P(x,y),3x P(x,x)}, a postaci Vx P(x, x)
@ (2) X = {3x P(x),Vx (P(x) V Q(x))}, « postaci Q(x)
Cwiczenia pochodza z: J. Pogonowski, 2008.
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Whioskowanie dedukcyjne w KRP

Podobnie jak w przypadku KRZ, tak i w KRP badanie dedukcyjnosci
wnioskowania mozna sprowadzi¢ do badania, czy miedzy danymi zdaniami
zachodzi stosunek wynikania logicznego

Whioskowanie nazwiemy dedukcyjnym, jezeli miedzy jego przestankami i
wnioskiem zachodzi stosunek wynikania logicznego. Tak wiec badanie
dedukcyjnosci wnioskowania polega na badaniu tautologicznosci formuty
KRP, gdzie w poprzedniku mamy koniunkcje przestanek, a w nastepniku
wniosek.

Przyjmujemy, ze jesli formuta zadaniowa « zawiera nazwe indywiduowa a,
to jest ona prawdj logiczng wtedy i tylko wtedy, gdy formuta 8 powstajaca
z « przez konsekwentne zastapienie nazwy a zmienng x (ktéra nie
wystepuje w « jako wolna i nie stanie sie zwiazana w [3) jest prawda
logiczna.
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Reguty wnioskowania

W systemie zatozeniowym KRP opieramy sie na tych samych pojeciach, co
w przypadku KRZ:

@ dowdd wprost i nie wprost;

@ pierwotna i wtérna reguta wnioskowania;

Regute R nazywamy niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
sekwentu (X, a) € R: X [=4pp .

Reguta o sekwencie (X, a) zachowuje wtasnos¢ bycia tautologia wtedy i
tylko wtedy, gdy: jesli wszystkie elementy zbioru X s3 tautologiami KRP, to
formuta o réwniez jest tautologia.

v
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Reguty wnioskowania

Reguty wnioskowania

Reguta opuszczania kwantyfikatora uniwersalnego (OV).

Vxo

a(x/t)

Reguta dotaczania kwantyfikatora uniwersalnego (DV).

[0}

Vxo

Uwaga: powyzsza reguta moze by¢ stosowana tylko wtedy, gdy x nie jest
zmienna wolna w zatozeniach dowodu.
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Reguty wnioskowania

Reguta dotaczania kwantyfikatora egzystencjalnego (D3). J

a(x/t)

dxa

Reguta opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego (O3) )

dxa«

a(X/t(Xl, c ,Xn))

Gdzie t(xi, ..., xn) jest stata indywiduowa zalezng od wszystkich zmiennych wolnych
formuty Ixa.

Uwaga: Przy kazdym zastosowaniu reguty opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego
RO3 nalezy uzywa¢ nowej statej, nie wystepujacej dotad w dowodzie. Stata ta nie moze
ponadto wystapi¢ w dowodzonej tezie.
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Reguty wnioskowania

Oto sposoby wykorzystania czterech powyzszych regut:

Reguta opuszczania kwantyfikatora uniwersalnego (OY).

VxP(x) VxP(x) VxP(x)

Reguta dotaczania kwantyfikatora uniwersalnego (OV).

P(x)

VxP(x)
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Reguty wnioskowania

Reguta dotaczania kwantyfikatora egzystencjalnego (D3). J

P(x)  Ply)  P(a)

IxP(x) 3IxP(x) 3IxP(x)

Reguta opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego (O3). )

ElXQ(X) ElXQ(vaaz) E|vaQ(X7.y7z) 3XVy32Q(X7y,Z)

Q(a) Q(ay,z,ya Z) va(az,y,Z) VyEIzQ(a,y,z)
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Dowody zatozeniowe nie wprost
Dowody zatozeniowe nie wprost

Dany jest pewien zbiér formut KRP {as, ag, ..., a,} zwanych zatozeniami
oraz formuta KRP (3 zwana wnioskiem. Dowodem zatozeniowym nie
wprost wniosku 3 z zatozen {aq, g, ..., a,} jest ciag formut logicznych

spetniajacy nastepujace warunki:
o Pierwszymi formutami dowodu s3 jego zatozenia oraz zatozenie
dowodu nie wprost w postaci negacji wniosku.

e Kazda nastepna formuta jest albo wczesniej udowodnionym
twierdzeniem, albo formuta otrzymana z poprzedzajacych ja formut
przy uzyciu dopuszczalnych regut wnioskowania.

@ Ostatnig formuta dowodu jest jakas formuta sprzeczna z jedna z
formut j3 poprzedzajacych.
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Dowody zatozeniowe nie wprost
Dowody zatozeniowe nie wprost

Przy okazji éwiczenia dowodzenia metoda nie wprost wprowadzimy do
naszego systemu zatozeniowego dwie reguty wtérne: (1) regute negowania
kwantyfikatora generalnego (NV) oraz regute negowania kwantyfikatora
egzystencjalnego (N3).

NV -Vx o N5 -3x

Ix—« Vx -
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Dowody zatozeniowe Dowody zatozeniowe nie wprost

Reguty negowania kwantyfikatoréw

Aby wprowadzi¢ obie reguty do systemu musimy udowodnié dwie
réwnowaznosci:
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Dowody zatozeniowe nie wprost
Reguty negowania kwantyfikatoréw

Dowdéd (1a) oraz (1b):

(la) —Vx P(x) zat. (1b) 3x -P(x)  zat.
(2a) —3x =P(x) z.d.n. (2b) —=Vx P(x) z.d.n.
(3a1) —P(x) zat.dod. (3b) Vx P(x) NN 2b
(3a2) 3Ix —P(x) D3 (4b) —P(a) 03 1b
(4a) —P(x) — 3Ix =P(x) 3a; = 3a (5b) P(a) OV 3b
(5a)  P(x) MT 4a, 2a sprzeczno$¢  4b, 5b.
(6a) Vx P(x) DV 5
sprzecznosé 1a, 6a
Poniewaz dowiedlismy (1a) oraz (1b), zatem teza jest
=VxP(x) = Ix—P(x), czyli mozemy wprowadzi¢ do systemu regute NYV. J
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Dowody zatozeniowe nie wprost
Reguty negowania kwantyfikatoréw

Dowéd (2a) oraz (2b):

(la) —3x P(x) zat. (1Ib) Vx—P(x) zat.
(2a) —Vx—=P(x) zd.n. (2b)  3Ix P(x) z.d.n.
(3a) Ix—=P(x) NV 2a (3b) P(a) 03 2b
(4a) ——P(a) 03 3a (4b) —P(a) OV 3b
(5a) P(a) NN 4a sprzecznos¢  3b, 4b
(6a) Ix P(x) D3 5a
sprzecznos¢ 1a, 6a.
Poniewaz dowiedliSmy (2a) oraz (2b), zatem teza jest
—3xP(x) = Vx—P(x), czyli mozemy wprowadzi¢ do systemu regute N3. J
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Zadanie domowe

Pokaz, ze miedzy formutami ze zbioru X a formuta « zachodzi wynikanie
logiczne. J

o X = {VxP(x) —» -¥xQ(x), VxQ(x)}, a = =VxP(x).
o X = {(VxP(x) A 3xQ(x))}, a = Ix(P(x) A Q(x)).
o X = {¥x(P(x) A Q(x)), Px(P(x) = R(x))}, & = Fx(R(x) A Q(x).
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