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Cel

Celem zaje¢ jest oswojenie stuchaczek z wybranymi podstawowymi
pojeciami matematycznymi, m.in.:

zbiory, relacje, funkcje, nieskonczonos¢;
struktury relacyjne, algebry, morfizmy;
miara, prawdopodobienstwo;

grafy, kraty, drzewa;

indukcja i rekurencja.

Staramy sie wskaza¢ na wszechstronne zastosowania tych pojec.
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Plan

Plan przewiduje 15 zaje¢. Na zajeciach 5, 10 i 15 bed3 sprawdziany.
Zaliczenie co najmniej 2 sprawdzianéw owocuje zaliczeniem przedmiotu.
Rozwiazanie co najmniej potowy zadah na sprawdzianie oznacza zaliczenie
sprawdzianu. Rozwiazanie zadania to podanie poprawnej odpowiedzi wraz
z prawidtowym uzasadnieniem.

Tematy zajec: )

o 1. Dzisiejsza powtérka. Pojecie nieskonczonosci.

@ 2. Wiasnosci relacji i operacje na relacjach.

@ 3. Réwnowaznosci, podobienstwa, opozycje, porzadki.
@ 4. Liczby porzadkowe i kardynalne.
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Plan

6. Sruktury relacyjne i morfizmy.
7. Operacje na strukturach.

8. Wazne typy struktur.

9. Przestrzenie z miara. Prawdopodobienstwo.

11. Porzadki i kraty.
12. Drzewa.

13. Indukcja.

14. Rekurencja.

Wiekszos¢ powyzszych tematéw dotyczy matematyki dyskretne;.
Wiadomosci te bedg przydatne m.in. na zajeciach z:

Logiki Matematycznej, Lingwistyki Matematycznej, Wstepu do Informatyki,
Wstepu do Jezykoznawstwa, Filozofii.
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Literatura zalecana

Zaleca sie rozwigzywanie zadan: )

o Guzicki, W., Zakrzewski, P. 2005. Wstep do matematyki. Zbior
zadar. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa.

e tawrow, A.l., Maksimowa, L.L. 2004. Zadania z teorii mnogosci,
logiki matematycznej i teorii algorytméw. Wydawnictwo Naukowe
PWN, Warszawa.

o Marek, W., Onyszkiewicz, J. 2004. Elementy logiki i teorii mnogosci w
zadaniach. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa.

e Stanosz, B. 2005. Cwiczenia z logiki. Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa.

Mozna korzystaé réwniez z literatury obcojezycznej. Nie ma zakazu. )
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Literatura zalecana

@ Cichon, J. 2003. Wyktady ze wstepu do matematyki. Dolnoslaskie
Wydawnictwo Edukacyjne, Wroctaw.

@ Guzicki, W., Zakrzewski, P. 2005. Wykfady ze wstepu do matematyki.
Wprowadzenie do teorii mnogosci. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa.

@ Kraszewski, J. 2007. Wstep do matematyki. Wydawnictwa
Naukowo-Techniczne, Wrszawa.

@ Mirkowska, G. 2003. Elementy matematyki dyskretnej. Wydawnictwo
Polsko-Japonskiej Wyzszej Szkoty Technik Komputerowych, Warszawa.

@ Murawski, R., Swirydowicz, K. 2005. Wstep do teorii mnogosci.
Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan.

Zwr6¢ uwage takze na odnosniki na stronach Zaktadu Logiki Stosowanej UAM:
http://www.logic.amu.edu.pl/index.php/Linki
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Przypomnienie: zbiory

O elementarnym rachunku zbioréw oraz funkcjach méwiono w szkole.
Przypomnijmy:

o Jesli przedmiot x jest elementem zbioru X, to piszemy x € X. W
przeciwnym przypadku piszemy x ¢ X.

@ Zbior ztozony z przedmiotéw x1, xo, . . ., X, 0znaczamy przez
{x1,X2, ..., Xn}.

@ Niech U bedzie zbiorem. Zbiér (wszystkich) elementéw U, ktére
spetniaja warunek ¢(x) oznaczamy przez {x € U : ¢(x)}.

@ Zbiér X jest identyczny ze zbiorem Y wtedy i tylko wtedy, gdy X oraz
Y posiadaja dokfadnie te same elementy. Piszemy wtedy X =Y. W
przeciwnym przypadku piszemy X # Y.

o Elementami zbioréw moga by¢ zbiory. Zamiast ,zbiér zbioréw”
moéwimy tez ,rodzina zbioréw’.
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Aty
Przypomnienie: zbiory

@ Zbidr {x,y} nazywamy para nieuporzadkowana ztozona z x oraz y.

o Niech (x,y) oznacza zbiér {{x},{x,y}}. Wtedy (x,y) nazywamy para
uporzagdkowang o elemencie pierwszym x oraz elemencie drugim y.

@ Zbiér X jest zawarty w zbiorze Y, gdy kazdy element zbioru X jest
elementem zbioru Y. Piszemy wtedy X C Y i méwimy, ze X jest
podzbiorem Y. Jesli X C Y oraz X £ Y, to piszemy X C Y i
moéwimy, ze X jest podzbiorem wtasciwym Y. Relacje C nazywamy
inkluzja, a C inkluzja wtasciwa.

e Zbior pusty () to zbiér, ktéry nie ma zadnego elementu.

e Zbiér wszystkich podzbioréw zbioru X oznaczamy przez p(X)
(czasami takze przez: 2X). Zbiér p(X) nazywamy zbiorem
potegowym zbioru X.
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Aty
Przypomnienie: zbiory

Niech X oraz Y beda podzbiorami uniwersum U. Definiujemy operacje:

e XNY={xelU:xeXorazxe Y}
(przekroj (iloczyn) X i Y)

e XUY={xeU:xeXlubxe Y}
(suma X i Y)

e X—Y={xeU:xeXorazx ¢ Y}
(réznica X iY)

o X'={xelU:x¢X}
(dopetnienie X; inne oznaczenie: —X)

e XY =(XUY)—-(XnNY)
(réznica symetryczna X i Y)

e XxY={(x,y):xe Xorazx € Y}
(iloczyn kartezjariski X i Y).

v
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Aty
Przypomnienie: zbiory

Niech / bedzie zbiorem, a A = {A; : i € I} rodzina zbioréw (podzbioréw
ustalonego uniwersum U).

o JA=JA ={xeU:xe Adlaconajmniej jednego i € I}
iel
(suma rodziny A)
e NMA= A ={xeU:xeA;dlawszystkichie I}
i€l
(przekrdj (iloczyn) rodziny A).
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Diagramy Venna (dla dwéch zbioréw)

Warunki prawdziwosci zdan stwierdzajacych zachodzenie pewnych relacji
miedzy zbiorami reprezentowa¢ mozna na diagramach (znak ,+" stawiamy
w obszarze niepustym, a ,~" w obszarze pustym):

Wszystkie X sa Y, czyli X C Y, lub, réwnowaznie, X — Y = 0.
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ey
Diagramy Venna (dla dwéch zbioréw)

Zaden X nie jest Y, czyli XN'Y = 0. )
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ey
Diagramy Venna (dla dwéch zbioréw)

Niektore X sa Y, czyli X 'Y # 0. |
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ey
Diagramy Venna (dla dwéch zbioréw)

Nie wszystkie X sa Y (Pewien X nie jest Y), czyli X — Y # . ]

Jerzy Pogonowski (MEG) Wstep do Matematyki (1) Woprowadzenie 14 / 41



Aty
Diagramy Venna (dla trzech zbioréw)

Diagraméw Venna mozna uzywac takze dla zaznaczania zachodzenia
pewnych relacji miedzy dowolna liczba zbioréw:

Na diagramie nalezy uwzgledni¢ wszystkie mozliwe iloczyny zbioréw.
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Zbiory
Diagramy Venna (dla trzech i pieciu zbioréw)

Diagramy Venna (dla trzech i pieciu zbioréw). J
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ey
Diagramy Venna: przykfad

@ Czy z ponizszych przestanek wynika logicznie jakis wniosek dotyczacy
zaleznosci miedzy inteligentnymi a sympatycznymi?

@ Ponadto: co mozna powiedzie¢ o uczciwych, ktérzy nie s3 sympatyczni
(o ile ponizsze przestanki sa prawdziwe)?

Co najmniej jeden uczciwy jest sympatyczny. Nie wszyscy sa uczciwi.
Kazdy jest uczciwy lub inteligentny lub sympatyczny. Wszyscy inteligentni
sg uczciwi lub sympatyczni. Wszyscy uczciwi inteligentni s3 sympatyczni.
Wszyscy sympatyczni sa uczciwi lub inteligentni. Zaden uczciwy
sympatyczny nie jest inteligentny. )
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Aty
Diagramy Venna: przykfad

Woprowadzmy oznaczenia:
@ H — zbidér uczciwych
@ | — zbidr inteligentnych

@ S — zbiér sympatycznych.

Rozwazane przestanki maja nastepujace schematy:

@ ()HNS#D

@ (2 H #£10
B)(HUIUS) =0
(4) 1 (HUS)

e B)(HNI)C
(6) S
(7) H

6) SC(H )
YHN(SNI)#0.
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Przypomnienie Zbiory

Diagramy Venna: przykfad

Z powyzszego diagramu wida¢, ze (przy prawdziwosci przestanek):

@ Istnieja inteligentni i sympatyczni. Wszyscy inteligentni sa sympatyczni.
Istnieja sympatyczni, ktérzy nie sa inteligentni.

@ Jesli ktos jest uczciwy, ale nie jest sympatyczny, to nie jest inteligentny. Nie
wiadomo jednak, czy istnieja uczciwi niesympatyczni.
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IRellers
Przypomnienie: relacje

n-tke uporzadkowana (xi, x2, . .., x,) definiujemy przez indukcje:
o (x1,%) = {{x}, {xi,x}}
o (x1,x2,x3) = ((x1,%2), x3)
°.
@ (x1,x2, ...y Xny Xnt1) = ((X1, %2, -+ .y Xn)y Xnt1)
lloczyn kartezjanski zbioréw Xi, Xa, ..., X, to zbiér:

[T Xi={(x1,x2,...,xn) : x1 € Xy 0oraz xo € Xp oraz...oraz x, € Xp}.

1<i<n

lloczyny kartezjanskie dowolnych rodzin zbioréw zostana okreslone pézniej.
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Rk
Przypomnienie: relacje

@ Relacja (relacja binarna, dwuargumentowa) miedzy elementami
zbioréw X oraz Y nazywamy dowolny podzbiér zbioru X x Y.
@ Relacja n-argumentowa miedzy elementami zbioréw X1, X5, ..., X,

nazywamy dowolny podzbiér zbioru [] X;.
1<i<n

e Jesli R C X x X, to méwimy, ze R jest relacja na zbiorze X.

e Jesli R C X x X jest relacja i (x,y) € R, to piszemy tez xRy. Méwimy
wtedy, ze x jest R-poprzednikiem y, a y jest R-nastepnikiem x.

@ Nech RCX XY, ACX,BCY.

o dom(R) = {x € X : xRy dla pewnego y € Y} (dziedzina R)

o mg(R)={y € Y : xRy dla pewnego x € X} (przeciwdziedzina R)

o fld(R) = dom(R) U rng(R) (pole R)

o R[A] ={y € Y : xRy dla pewnego x € A} (obraz A wzgledem R)

o R71[B] = {x € X : xRy dla pewnego y € B} (przeciwobraz B
wzgledem R).
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IRellers
Przypomnienie: relacje

Dla dowolnej relacji R € X x X, méwimy ze element x € X jest: ]

R-minimalny, gdy nie istnieje y € X taki, ze yRx
R-maksymalny, gdy nie istnieje y € X taki, ze xRy
R-najmniejszy, gdy xRy dla wszystkich y € X

R-najwiekszy, gdy yRx dla wszystkich y € X.

Podzbiory ustalonego zbioru X nazywamy jednoargumentowymi relacjami
na X.

Uwaga. Wszelkie relacje sa zbiorami. Mozna wiec na nich wykonywaé
operacje okreslone dla zbioréw. Po6zniej poznamy jeszcze inne operacje na
relacjach.

v
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Przypomnienie: relacje

Niech R C X x Y. Méwimy, ze:

@ y jest bezposrednim R-poprzednikiem x, gdy y jest elementem
R-najwiekszym w zbiorze wszystkich R-poprzednikéw x

@ y jest bezposrednim R-nastepnikiem x, gdy y jest elementem
R-najmniejszym w zbiorze wszystkich R-nastepnikéw x.

Przyktad.
@ W zbiorze wszystkich liczb catkowitych kazdy element ma bezposredni
<-poprzednik oraz bezposredni <-nastepnik.

@ W zbiorze wszystkich liczb wymiernych zaden element nie ma ani
bezposredniego <-poprzednika, ani bezposredniego <-nastepnika.
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Rk
Przypomnienie: relacje

Jesli RC X x Y, x € dom(R), y € rng(R), to niech: |
e R7(x) ={z: xRz} (zbiér wszystkich R-nastepnikéw x)
e R (y) ={z: zRy} (zbidr wszystkich R-poprzednikéw y)
@ R™(x) = zbiér wszystkich bezposrednich nastepnikéw x
@ R<(y) = zbidr wszystkich bezposrednich poprzednikéw y.
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Przypomnienie: relacje

Jesli R C X x Y, to relacje R mozna reprezentowa¢ przez macierz:

@ wiersze macierzy odpowiadaja elementom X
@ kolumny macierzy odpowiadaja elementom Y

@ jesli xRy, to elementem macierzy odpowiadajacym wierszowi x i
kolumnie y jest 1; w przeciwnym przypadku elementem tym jest 0.

Jesli R C X x Y, to relacje R mozna reprezentowa¢ przez graf: )

@ wierzchotkami grafu sa elementy zbioru X U Y
o wierzchotki x oraz y potaczone s3 krawedzia zorientowana (od x do y)

wtedy i tylko wtedy, gdy xRy.

Woprowadzenie 25 /41
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Przypomnienie: funkcje

Niech R C X x Y oraz X = dom(R). Méwimy, ze R jest funkcjiaz X w Y
i piszemy R: X — Y, gdy dla kazdego x € X istnieje doktadnie jeden

y € Y taki, ze xRy. Ten jedyny element nazywamy wartoscia funkcji R dla
argumentu x i oznaczamy R(x).

Niech R : X — Y. Méwimy, ze:
@ R jest iniekcja (odwzorowaniem 1 — 1), gdy dla wszystkich xq, x2 € X:
jeéli R(Xl) = R(Xg), to x1 = xo.
@ R jest suriekcja (odwzorowaniem na), gdy Y = rng(R).
@ R jest bijekcja, gdy R jest iniekcja i suriekcja.
@ Jesli R : X — X jest bijekcja, to nazywamy j3 tez permutacja zbioru

X.
v
Zbiér wszystkich funkcji ze zbioru X w zbiér Y oznaczamy przez YX. J
Wstep do Matematyki (1)
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Przypomnienie: funkcje

Niech / bedzie dowolnym zbiorem. Produktem kartezjanskim rodziny
zbioréw A = {A; : i € I} nazywamy zbiér:

[TA=][A ={R: R:1— |J A oraz R(i) € A; dla wszystkich i € /}.
icl i€l

@ Zamiast X x X x ... x X (n czynnikéw) piszemy X".

@ Jesli R: Xy x Xo x ... X, — Y, to méwimy, ze R jest n-argumentowa
funkcja (z X1 x X2 x ... Xy w Y).

@ Jesli R: X1 x Xp x...X, — Y, to zamiast R((x1,x2,...,Xn))
piszemy R(x1,X2,...,Xn).

Niech X bedzie podzbiorem uniwersum U. Funkcja charakterystyczna
zbioru X jest funkcja xy : U — {TAK, NIE} okreslona nastepujaco:

e jesli x € X, to xy(x) = TAK
e jesli x ¢ X, to xy(x) = NIE.
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infiege
Pojecie nieskonczonosci

Ze szkoty wyniostas prawdopodobnie jedynie intuicyjne okreslenia
nieskonczonosci. Potrzebne nam bedzie jednak precyzyjne okreslenie tego
pojecia. Nadto, stosowna definicja ma by¢ czysto numeryczna, a wiec nie
odwotujaca sie np. do:

@ zaleznosci czasowych,
@ zaleznosci przestrzennych,

@ jakosci liczonych obiektéw, itd.

Standardowym przyktadem zbioru, ktéry jest nieskonczony jest zbior
wszystkich liczb naturalnych: N ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,...}.
Jego definicje (w teorii mnogosci) poznamy poéznie;.

Jak jednak mozemy dowodzi¢, ze jaki$ zbiér jest nieskofnczony?
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Przyktad: Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele

Przypus¢my, ze jest tylko skonczenie wiele liczb pierwszych (tj. takich liczb
n, ktére maja doktadnie dwa podzielniki: 1 oraz n): 2, 3, 5, 7, 11, 13,
17,....p

Zatem p jest (rzekomo) najwieksza liczba pierwszq

Tworzymy iloczyn: m=2-3-5-7-11-13-17- p (rzekomo) wszystkich
liczb pierwszych.

Liczba m 4 1 jest liczba pierwsza, poniewaz nie dzieli sie bez reszty przez
zadng z liczb pierwszych 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,...,p. Nadto, m + 1 jest
wieksza od p.

Otrzymujemy sprzeczno$¢: m + 1 jest liczba pierwsza wieksza od
(rzekomo) najwiekszej liczby pierwszej p. Zatem, musimy odrzuci¢
przypuszczenie, iz liczb pierwszych jest skonczenie wiele. W konsekwencji,
liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele. Nie istnieje najwieksza liczba
pierwsza.
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Pojecie nieskoficzonosci Réwnolicznosé

Pojecie réwnolicznosci

Dwa zbiory sg réwnoliczne, gdy istnieje wzajemnie jednoznaczna funkcja z
jednego z nich na drugi.

Widag¢, ze gdy zbiér X ma n elementéw, a Y ma m elementéw oraz n # m,
to X i Y nie s3 réwnoliczne.

Wida¢ tez, ze niektére rézne zbiory nieskonczone moga by¢ réwnoliczne.
Dla przyktadu, réwnolicznos¢ zbioru wszystkich liczb naturalnych ze
zbiorem wszystkich liczb parzystych ustala bijekcja: (n) = 2n.

Czy jednak kazde dwa zbiory nieskonczone (w intuicyjnym na razie
rozumieniu tego pojecia) sa réwnoliczne?
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Pojecie nieskoficzonosci Twierdzenie Cantora

Twierdzenie Cantora

Twierdzenie Cantora.
Zaden zbidr nie jest réwnoliczny z rodzing wszystkich swoich podzbioréw.

Dowéd. Wezmy dowolny zbiér X i przypusémy, ze X jest réwnoliczny z
rodzing wszystkich swoich podzbioréw p(X). Oznacza to, iz istnieje
bijekcja f ze zbioru X na zbidr p(X). Okreslmy nastepujacy element
rodziny p(X):

Xe={xeX : x¢f(x)}

Whtedy dla pewnego x¢ € X musiatoby by¢: f(xr) = Xr. Stad i z definicji
zbioru X¢ otrzymujemy, iz:

xr € Xr wtedy i tylko wtedy, gdy x¢ ¢ X,

a to jest sprzeczno$¢. Musimy zatem odrzuci¢ przypuszczenie o istnieniu
funkcji f. W konsekwencji, X oraz p(X) nie sa réwnoliczne.
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Zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne
Zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne

Zbiér nazywamy przeliczalnym, jesli jest on réwnoliczny ze zbiorem
wszystkich liczb naturalnych N.

Zbidr jest nieprzeliczalny, gdy jest nieskonczony i nie jest przeliczalny.

Przyktady zbioréw nieprzeliczalnych:

@ zbiér potegowy zbioru wszystkich liczb naturalnych;

@ zbidr wszystkich nieskonczonych (przeliczalnych) ciagéw dodatnich
liczb naturalnych;

@ zbiér wszystkich nieskonczonych (przeliczalnych) ciagéw o wyrazach 0
lub 1.

Istnienie zbioréw nieprzeliczalnych jest konsekwencja aksjomatu
nieskofczonosci, aksjomatu zbioru potegowego (ktére poznamy pézniej)
oraz Twierdzenia Cantora.
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Zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne
Zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne

Uwaga! Pojecie réwnolicznosci jest okreslone dla dowolnych zbioréw.
Réwnolicznosé nie jest jednak relacja, w tym sensie, ze ogot wszystkich
zbioréw nie jest zbiorem.

Réwnolicznos$¢ ograniczona do ustalone] rodziny zbioréw oczywiscie jest
relacja, czyli podzbiorem stosownego iloczynu kartezjanskiego.

Wykazywanie, ze jakis zbiér nieskonczony X jest nieprzeliczalny wymaga
pokazania, ze zaden zbiér par uporzadkowanych nie jest bijekcja z X na
zbiér wszystkich liczb naturalnych. Wymaga to wiec ,przejrzenia”
uniwersum wszystkich zbioréw (ktére samo nie jest zbiorem).
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DG (e ReEemess. (P
Definicja nieskonczonosci: Frege

Definicja Fregego. Zbiér jest skonczony, gdy ma n elementéw, dla
pewnej liczby naturalnej n € N. W przeciwnym przypadku jest
nieskonczony.

Ta definicja zakfada, ze wiemy, czym s3 liczby naturalne. )

Ot6z weale nie jest bezdyskusyjne, jaki jest status tej wiedzy. Problematyka
ta nalezy do filozofii matematyki i nie moze tu by¢ omawiana. Podamy
jedynie definicje zbioru N, korzystajaca z poje¢ teorii mnogosci.

Liczby naturalne stworzyt Pan Bdg, cafa reszta jest dziefem cztowieka —
napisat kiedys Leopold Kronecker.
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Pojecie nieskoficzonosci Definicja nieskohnczonosci: Dedekind

Definicja nieskonczonosci: Dedekind

Definicja Dedekinda. Zbiér jest nieskonczony, gdy jest réwnoliczny z
jakims swoim podzbiorem wtasciwym. W przeciwnym przypadku jest
skonczony.

Na ,paradoksalna” wtasnos¢ pewnych zbioréw, polegajaca na tym, iz s3 one
réwnoliczne z jakim$ swoim podzbiorem wtasciwym, zwracano uwage juz
weczesniej (Galileusz, Bolzano).

Mozna, jak sie okazuje, przyjac¢ te wtasnos¢ jako ceche definicyjng zbioréw
nieskonczonych.

Niech to bedzie definicja zbioréw nieskoniczonych, ktéra powinnas
zapamietac.
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Pojecie nieskoficzonosci Definicja nieskoficzonosci: von Neumann

Definicja nieskonczonosci: von Neumann

Definicja von Neumanna. Dla dowolnego zbioru X, niech
X* = X U{X}. lteracje operacji * okreslamy indukcyjnie:
o X0=X
o X! =X~
o XNtl — (X”)*.

Zbiér jest skonczony, gdy jest réwnoliczny z ()", dla pewnego n, gdzie ()
jest zbiorem pustym. W przeciwnym przypadku, jest nieskonczony.

Uwaga. W definicji von Neumanna tylko z pozoru odwotujemy sie do liczb
naturalnych: w poprawnej, nieuproszczonej wersji definicja ta uzywa tylko
poje¢ teoriomnogosciowych i zasady indukgcji pozaskonczonej; liczby
naturalne zostaja wtedy zdefiniowane (na gruncie teorii mnogosci).

4
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Definicja nieskoficzonosci: von Neumann
Definicja nieskonczonosci: von Neumann

Iterujmy operacje *, wychodzac od zbioru pustego: ]
0., (0) =0u{0} = {0}, ((0)7) = ({0})" = {0} U {{0}} = {0.{0}},
(((@))) = ({0,{03})" = {0,{0}} U {{0,{0}}} = {0,{0}, {0, {0}}}. ... |

Kazdy element tego ciagu jest zbiorem, ktérego elementami sg wszystkie
poprzednie wyrazy tego ciggu. Wprowadzmy oznaczenia:
0=0,1=0"=(0)" 2=1"=((0))", 3=2"=(((9)")")". .-
Wtedy: 0=10, 1 ={0},2=1{0,1},3=1{0,1,2}, ...

Otrzymujemy rodzine N zbioréw 0,1,2,3,. .., ktére mozemy identyfikowaé
z liczbami naturalnymi. Nadto, rodzina ta jest dobrze uporzadkowana przez
relacje €: definiujemy m < n wtedy i tylko wtedy, gdy m € n, dla m,n € N.
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Definicja nieskoficzonosci: von Neumann
Definicja nieskonczonosci: von Neumann

Zbiér A nazywamy liczbg porzadkowg w sensie von Neumanna, gdy:

@ Kazdy element zbioru A jest zbiorem.

o Jesli X € A to X C A.

e Jesli X, YeA too X=YIlubXeYlubYeX.

o Jesli B#£ (i BC A, toistnieje X € B taki, ze XN B = 0.

Liczbami porzadkowymi w sensie von Neumanna sg, m.in:.

@ Wszystkie elementy zbioru N oraz sam zbiér N.

e Zbiory: N* = NU{N}, (N*)* = {NU{N},{NU{N}}}, itd.
o Zbior w+w=NUN"U(N*)*U((N*))"U...

e Zbiory: (w+ w)*, ((w + w)*)*, (((w 4+ w)*)*)*, itd.

Jerzy Pogonowski (MEG) Wstep do Matematyki (1) Woprowadzenie

38 / 41



Definicja nieskoficzonosci: Tarski
Definicja nieskonczonosci: Tarski
Definicja Tarskiego. Zbiér jest skonczony, gdy kazdy C-tancuch w

rodzinie jego podzbioréw jest domkniety na kres gérny. W przeciwnym
przypadku jest nieskonczony.

Podobnie jak von Neumanna, definicja Tarskiego wykorzystuje jedynie
pojecia teoriomnogosciowe.

Prosze zauwazy¢, ze np. ciag zbioréw:

{{k : k<n} : n>0}

nie jest domkniety na kres gérny; kresem gérnym (wzgledem porzadku C)
tego ciagu jest jego teoriomnogo$ciowa suma, a nie jest ona jednym z
elementéw tego ciagu.

.
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Definicja nieskoficzonosci: Tarski
Definicja nieskonczonosci: Tarski

Pojecia uzyte w definicji Tarskiego wymagaja objasnienia:

@ Rodzina X jest C-faricuchem, gdy dla dowolnych X, Y € X zachodzi:

albo X C Y albo Y C X.
e Kresem gornym rodziny zbioréw X (ze wzgledu na inkluzje C) jest
suma |J X.

@ Rodzina zbioréw X jest domknieta ze wzgledu na kres gorny, gdy
suma [J X jest elementem rodziny X.

Pézniej poznamy te pojecia w nieco wiekszej ogélnosci.
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Koniec

Zadanie domowe. J

@ Zapamieta¢ ze Zrozumieniem wszystkie pojecia dotyczace: zbioréw,
relacji i funkcji wymienione w Przypomnieniu.

@ Zapamietac ze Zrozumieniem definicje zbioru nieskonczonego wedle
Dedekinda oraz zbioru N (wedle von Neumanna).

@ Przeczyta¢ ze Zrozumieniem prezentacje Wstep do Matematyki (2).

@ Rozwigza¢ zadania:

| 124-146 (zbiory) | 182-189 (relacje) | 218-230 (funkcje) |

ze zbioru Cwiczenia z logiki autorstwa Pani Profesor Barbary Stanosz.

4

Uwaga. Bez umiejetnosci rozwigzywania zadan nie uzyskasz zaliczenia z
tego przedmiotu. Wybér nalezy do ciebie.

4

Jerzy Pogonowski (MEG) Wstep do Matematyki (1) Woprowadzenie 41 / 41




	Wprowadzenie
	Przypomnienie
	Zbiory
	Relacje
	Funkcje

	Pojecie nieskonczonosci
	Intuicje
	Przyklad
	Równolicznosc
	Twierdzenie Cantora
	Zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne
	Definicja nieskonczonosci: Frege
	Definicja nieskonczonosci: Dedekind
	Definicja nieskonczonosci: von Neumann
	Definicja nieskonczonosci: Tarski

	Koniec

