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Paradygmat semantyczny

Mozna rozwazaé systemy logiczne jako pary ztozone z jezyka oraz
(aksjomatycznie okreslonej) relacji spetniania. Klasyczne przyktady logik
abstrakcyjnych rozwazanych w tym ujeciu to m.in.:

@ logiki z uogélnionymi kwantyfikatorami;

@ logiki infinitarne.

W tym wyktadzie podamy definicje logik abstrakcyjnych i nieco przyktadéw.
Wyktady nastepne beda dotyczyty:

@ Twierdzen Lindstroma

@ zastosowan uogélnionych kwantyfikatoréw.
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Czym s3 state logiczne?

Do statych logicznych logiki klasycznej zaliczamy: )

o funktory prawdziwosciowe;
o kwantyfikatory;

o (czasami) predykat identycznosci.

o Naturalne jest jednak rozwazanie systeméw logicznych, w ktérych
wystepuja inne jeszcze symbole traktowane jako state logiczne.

@ Nalezy wtedy ustali¢ denotacje tych symboli.

@ Dodanie nowych statych logicznych (do jezyka logiki klasycznej) moze
zwiekszy¢ ,moc wyrazania” otrzymanej logiki.
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Definicje

Przez logike abstrakcyjng rozumiemy kazda pare uporzadkowana
L = (L, =X), spetniajaca nastepujace warunki:

o L przyporzadkowuje kazdej sygnaturze o zbiér L(o), zwany zbiorem
o-zdan logiki £. [Uwaga: w niektérych przypadkach trzeba rozwazac
klasy zamiast zbioréw.]

Jeslio C 7, to L(o) C L(7).
Jesli A =F ¢, to dla pewnej o mamy: A € Str, oraz ¢ € L(0).
Warunek izomorfizmu. Jesli 2 =5 ¢ oraz A = B, to B =X .

Warunek reduktu. Jesli T C o, ¢ € L(o) oraz A € Str,, to A =X
wtedy i tylko wtedy, gdy 2 | 7 =X ¢
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Definicje

Przypominamy, ze 2 | 7 jest T-reduktem struktury 2, czyli struktura
powstajaca z 2| poprzez uwzglednienie tylko interpretacji wszystkich
symboli z 7 (a wiec, gdy 2 € Str, oraz 7 C o, to w A [ 7 uwzgledniamy
tylko interpretacje symboli z 7, pomijajac interpretacje symboli z 0 — 7).

Dla dowolnej logiki abstrakcyjnej £ oraz ¢ € L(o) niech:
Mod?(¢) = {2 : A € Str, oraz A X p}
(jesli o bedzie jasna z kontekstu, bedziemy pisa¢ Mod,(p)).

Niech L, oznacza logike pierwszego rzedu. W tym przypadku funkcja L
przyporzadkowuje kazdej sygnaturze o zbiér wszystkich zdan pierwszego
rzedu w ktdérych wystepuja symbole z ¢. Dla logiki L, bedziemy uzywali
relacji =, bez indeksu, pokrywajacej sie z relacja spetniania znana z
wyktadu logiki pierwszego rzedu.
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Moc wyrazania logiki

Uzywalismy dotad w sposéb nieformalny wyrazenia: ,logika £1 ma mniejsza
moc wyrazania niz logika £3". Mozna mu nada¢ precyzyjny sens (w
terminach semantycznych):

o Piszemy £; < L5 wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej sygnatury o oraz
kazdego ¢ € Li(0) istnieje ¥ € Ly(o) takie, ze:
Mod? (¢) = ModZ,(v). Méwimy wtedy, ze £1 ma moc wyraZania
nie wieksza niz Lj.

o Gdy zachodzi £1 < L, ale nie zachodzi £, < L1, to piszemy
L1 < Lo 1 méwimy, ze Lo ma moc wyrazania wieksza niz L;.

o Gdy zachodzi £1 < L5 oraz zachodzi L5 < L1, to piszemy L1 ~ Ly i
moéwimy, ze L1 i L1 maja taka sama moc wyrazania.
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Moc wyrazania logiki

Logiki abstrakcyjne

W tym wyktadzie ograniczamy sie do przyktadéw. W wyktadzie nastepnym
podane zostana niektére podstawowe wiasnosci logik abstrakcyjnych
(wykorzystywane m.in. w Twierdzeniach Lindstroma).

Interesujace sa nie catkiem ogdlne logiki abstrakcyjne, lecz raczej te, o
ktérych sktadni mozemy co$ przesadzi¢. W szczegédlnosci, zwykle rozwaza
sie logiki o dobrych wtasnosciach Boolowskich (rozwazane nizej przyktady
maja te wtasnosci).

Ograniczymy sie do wybranych wtasnosci semantycznych. |

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika Logiki abstrakcyjne 7 / 60



Przyktady: uogélnione kwantyfikatory EEFTYITRITRLIE
Troche historii

Andrzej Mostowski rozwazat w 1957 roku tzw. kwantyfikatory numeryczne
Qa. gdzie « jest liczba porzadkowa. Znaczenie formuty Qux¢(x) okresla
sie nastepujaco:

o M = Quxp(x) wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér
{a € dom(9M) : M = p(x)[a]} ma moc nie mniejsza od N,.

W szczegdlnosci, Qp jest kwantyfikatorem, za pomoca ktérego wyrazi¢
mozna pojecia: nieskoniczenie wiele oraz skonczenie wiele, poniewaz
formuta Qoxp(x) jest spetniona w strukturze 9T wtedy i tylko wtedy, gdy
w dom(9N) istnieje co najmniej Ny obiektéw, spetniajacych formute p(x).
Jak pamietamy z elementarnego kursu logiki, poje¢ tych nie mozna wyrazi¢
w klasycznej logice pierwszego rzedu.
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Przyktady: uogélnione kwantyfikatory EEFTYITRITRLIE

Troche historii

Mostowski formutuje pewne warunki, ktére musza by¢ spetnione, aby tak
wprowadzone pojecie miato porzadna (i zamierzona) semantyke. Do
warunkéw takich nalezy to, ze jesli MM = Quxp(x) oraz struktury 9T i I sa
izomorficzne, to zachodzi réwniez 91 = Quxp(x). Odpowiada to intuicjom
zwigzanym z kwantyfikatorem (numerycznym): ma on charakteryzowa¢
jedynie liczbe obiektéw, nie przesadzajac niczego o ich jakosci.

Kwantyfikatory numeryczne Mostowskiego rozumie¢ mozna w sposéb
relacyjny: kwantyfikatorem (jednoargumentowym) jest rodzina Q par
zbioréw (U, X), gdzie X C U oraz jesli (U, X) € Qi |X| =Y/,
|U—-X|=|V—=Y], to(V,Y) e Q. Symbol |X| oznacza, przypomnijmy,
moc zbioru X. Dla przyktadu:

Qo = {(U, X) : [X] = Ro}.

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika Logiki abstrakcyjne 9/ 60



Przyktady: uogélnione kwantyfikatory EEFTYITRITRLIE
Troche historii

Mostowski udowodnit, ze L, (Qo) nie jest (efektywnie) aksjomatyzowalna.
Niech 6 bedzie zdaniem:
Vx=Qoy (v < x)

jezyka Ly (Qo) i niech I bedzie aksjomatyka arytmetyki Peana (w jezyku
Lyw), @ 9 modelem standardowym tej arytmetyki. Wtedy dla kazdego
zdania ¢ jezyka L, mamy:
e Moy = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego 9, jesli M =11, to
M = (6 ¢).

Poniewaz, jak wiadomo, nie ma efektywnej procedury arytmetycznej dla
rozstrzygania lewej strony tej réwnowaznosci, wiec nie istnieje petna
metoda dowodowa dla L, (Qo).

Postawiony przez Mostowskiego problem, czy L., (Q1) jest
aksjomatyzowalna zostat rozwigzany przez Keislera.
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Przyktady: uogélnione kwantyfikatory EEFTYITRITRLIE
Troche historii

Mostowski podat takze teorio-modelowa charakterystyke kwantyfikatoréw
pierwszego rzedu — dowolne rozszerzenie logiki pierwszego rzedu
otrzymane przez dodanie jednoargumentowego kwantyfikatora, ktére
spetnia warunek:

o kazde zdanie, ktére ma model nieskoficzony, ma tez model kazdej
mocy nieskoficzonej

jest réwnowazne z logika pierwszego rzedu.

Uogélnienie ujecia Mostowskiego podano w pracach Lindstroma (1966,
1969), gdzie rozwaza sie nie tylko kwantyfikatory jednoargumentowe, lecz
réwniez wieloargumentowe:

o (Lokalnym) kwantyfikatorem uogélnionym na M typu (ki, ..., k)
nazywamy dowolna n-arng relacje pomiedzy podzbiorami
Mk MK
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Przyktady: uogdlnione kwantyfikatory [N M TR
Troche historii

Relacyjne ujecie Lindstrdoma pozwala na badanie bardzo szerokiej klasy
kwantyfikatoréw.

W 1959 roku Leon Henkin rozwazat kwantyfikatory rozgatezione. )

Dalszych uogdlnien dokonat w latach siedemdziesigtych XX wieku Jon
Barwise. Rozwazat m.in. rozgatezione prefiksy, w ktérych wystepowaty
uogdlnione kwantyfikatory (w sensie Lindstroma).

Uogélnione kwantyfikatory znalazty zastosowania w opisie semantyki
jezykéw etnicznych.
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Przyktady: uogdlnione kwantyfikatory [ESJRELLIE]

Sktadnia

Przez Lo oznacza¢ bedziemy jezyk KRP z kwantyfikatorem Q.
Interpretacje L wyznaczone beda przez semantyczng charakterystyke Q.
Dla jezyka Lg z ustalona interpretacja semantyczna Q bedziemy tez
uzywac terminu ,logika Lg". Niech X, bedzie a-ta3 moca nieskoriczong
(gdzie « jest liczbg porzadkows). Zamiast Ng piszemy czasem w. Jesli k, A
sg nieskoriczonymi liczbami kardynalnymi, to przez L) rozumiemy jezyk w
ktérym dopuszczalne sa koniunkcje i alternatywy dtugosci mniejszej niz x
oraz prefiksy kwantyfikatorowe dtugosci mniejszej niz \. Tak wiec, L, to
jezyk KRP, klasycznej logiki pierwszego rzedu. Przez L) rozumiemy
jezyk, w ktérym dopuszczalne sg koniunkcje i alternatywy dowolnej dtugosci
oraz prefiksy kwantyfikatorowe dtugosci mniejszej niz \.

Ponizej podajemy, bez zamiaru systematycznosci wyktadu, wybrane fakty
dotyczace semantyki niektérych uogélnionych kwantyfikatoréw.
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Przyktady: uogdlnione kwantyfikatory [ESJRELLIE]

Sktadnia jezykéw z uogélnionymi kwantyfikatorami

Dodanie symbolu uogélnionego kwantyfikatora do jezyka KRP zmusza do
odpowiedniej definicji zbioru formut:

e Formuty atomowe s3 formutami.
e Kombinacje Boolowskie formut sa formutami.

e Formuta poprzedzona kwantyfikatorem ogdlnym Vx lub szczegétowym
dx jest formuta.

o Jesli a jest formuta, a Q symbolem uogélnionego kwantyfikatora, to
@x « jest formuta.

@ Nie ma innych formut niz te, ktére mozna otrzymac za pomoca
powyzszych warunkéw.

W przypadku kwantyfikatoréw dotaczanych do par (lub wiekszej liczby)
formut dokonujemy oczywistej modyfikacji tej definicji.
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Przyktady: uogélnione kwantyfikatory Kwantyfikator ,istnieje nieskoficzenie wiele”

Kwantyfikator ,istnieje nieskonczenie wiele”

Wyrazenie Qox «(x) czytamy: istnieje nieskoniczenie wiele x takich, ze
a(x).

Semantyka Qp wyznaczona jest przez warunek:

A = Qox ax) wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér {a € dom(2) : 2 = «fa]}
jest nieskonczony.

Oto niektére wtasnosci Lg,:

o Standardowy model arytmetyki PA mozna scharakteryzowaé¢ w Lg, z
doktadnoscig do izomorfizmu.

Woystarczy do aksjomatéw dyskretnego liniowego porzadku < doda¢
aksjomat: Vx—Qpy y < x.

o W Lg, nie zachodzi gérne twierdzenie Léwenheima-Skolema.

@ L@, nie jest aksjomatyzowalna.
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Kwantyfikator ,istnieje nieskoficzenie wiele”
Kwantyfikator ,istnieje nieskonczenie wiele”

e W Lg, nie zachodzi twierdzenie o zwartosci.
e W Lg, zachodzi dolne twierdzenie Léwenheima-Skolema.

@ Petnos¢ (systemu dowodowego z nieskoriczonymi dowodami) dla Lg,
mozna otrzymac przez dodanie reguty infinitarne;j:

Fx a(x), 372x a(x), . . .
Qox a(x)

@ Dowolna przeliczalna Ro-kategoryczna teoria w Lg, bez modeli
skonczonych jest zupetna.

@ Teoria gestych liniowych porzadkéw jest zupetna w L, .

o Lq, jest fragmentem L, co wida¢ z réwnowaznosci:

Qox a(x /\ Py a(x

n<w
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Przyktady: uogélnione kwantyfikatory Kwantyfikator ,istnieje nieprzeliczalnie wiele”

Kwantyfikator ,istnieje nieprzeliczalnie wiele”

Wyrazenie Qix «a(x) czytamy: istnieje nieprzeliczalnie wiele x takich, ze

a(x).

Semantyka @ wyznaczona jest przez warunek:
A = Qix ax) wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér {a € dom(2) : 2 = «fa]}
jest nieprzeliczalny.

Ograniczamy sie do interpretacji nieprzeliczalnych.
Tak jak w Lg, definiowalne jest pojecie skoficzonosci, tak w L,
definiowalne jest pojecie przeliczalnosci.

Oto niektére wtasnosci Lg,: )
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Kwantyfikator ,istnieje nieprzeliczalnie wiele”
Kwantyfikator ,istnieje nieprzeliczalnie wiele”

e Teoria gestych liniowych porzadkéw nie jest zupetna w Lg, .

o Goérne twierdzenie Léwenheima-Skolema nie zachodzi w Lg,. Dolne
twierdzenie LS zachodzi w nastepujacej wersji: jesli teoria w Lo,
(mocy co najwyzej N1) ma model, to ma model mocy N;.

o Kazda Nj-kategoryczna teoria w Lg, (mocy co najwyzej Xp) jest
zupetna.

o Teoria ciat algebraicznie domknietych charakterystyki zero jest zupetna
wlg,.

o Lo, jest (!) aksjomatyzowalna.
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Przyktady: uogélnione kwantyfikatory [EICYELIGIIEILTR S ELY-EY

Kwantyfikator Changa

Wyrazenie Qcx a(x) czytamy: istnieje tyle x takich, ze a(x) ile jest
obiektéw w catym uniwersum.

Semantyka Q. wyznaczona jest przez warunek:

A = Qex ax) wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér {a € dom(2) : 2 = «fa]}
ma taka sama moc, jak zbiér dom(2l).

Oto niektére wtasnosci Lg,_:

@ W modelach mocy Ny kwantyfikator Q. ma taka samga interpretacje,
jak kwantyfikator Q.

o Teoria gestych porzadkéw liniowych nie jest zupetna w Lg,_.
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et Ehznge
Kwantyfikator Changa

@ Teoria ciat algebraicznie domknietych charakterystyki zero jest zupetna
w Lq,. [Teoria ta dopuszcza eliminacje kwantyfikatoréw 3 i Q.|

o Jesli przeliczalna teoria w Lo ma model, ktérego moc jest liczba
kardynalng nastepnikowa, to ma model mocy Nj.

o Jesli przeliczalna teoria w Lo, ma model mocy Xg, to ma modele
kazdej mocy nieskofczone;.

o Niech Val bedzie zbiorem wszystkich zdan Lg_ prawdziwych w
modelach mocy N i niech Val, bedzie zbiorem wszystkich zdan Lg,
prawdziwych w modelach mocy R,,. Wtedy (przy zatozeniu
uogdlnionej hipotezy kontinuum):

e Val; oraz Val, s3 rekurencyjnie przeliczalne.
o Val N Val, jest zbiorem wszystkich Lq_-tautologii.
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Wormsideses eonldn:
Kwantyfikator Henkina

Wyrazenie Qy(x,y, u, v)a(x,y, u,v) jest skrétem dla formuty z
nastepujacym czesciowo uporzadkowanym prefiksem kwantyfikatorowym:

Vx——13y
vy =l uY)

Semantyka dla tego kwantyfikatora wyznaczona jest przez warunek:
A E Quxyuv a(x,y, u, v) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja funkcje f oraz g
(okreslone na dom(2l) i o wartosciach w dom(21)) takie, ze

A= alx, f(x), u, g(v)).

Oto niektore whasnosci Lg,,:
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Wormsideses eonldn:
Kwantyfikator Henkina

o Kwantyfikatory Qp oraz Q. sa definiowalne w Lg,,.
e Lg,, nie jest aksjomatyzowalna.
e W Lg,, nie zachodzi twierdzenie o zwartosci.

e W Lg,, nie zachodzi ani dolne, ani gérne twierdzenie
Lowenheima-Skolema.

Widzimy wiec, ze réwniez Lg,, ma znaczna ,moc wyrazania”. Rozwaza sig
wiele innych kwantyfikatoréw rozgatezionych (takze prefiksy zawierajace
kwantyfikatory uogélnione).
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Przyktady: uogélnione kwantyfikatory Kwantyfikatory: Hartiga i Reschera

Kwantyfikatory: Hartiga i Reschera

Semantyka dla kwantyfikatora Hartiga Q; wyznaczona jest przez warunek:
A = Qixy a(x)B(y) wtedy i tylko wtedy, gdy moce zbioréw

o {aedom(): A= ax) [a]}
o {ac dom(XA) A= B(y) [a]}

s3 réwne (jest tyle samo obiektéw o wtasnosci « co tych o wtasnosci f3).

Semantyka dla kwantyfikatora Reschera Qg wyznaczona jest przez warunek:
A = Qrxy a(x)B(y) wtedy i tylko wtedy, gdy moc zbioru

{a € dom(2l) : A |= a(x) [a]} jest niewieksza od mocy zbioru

fa € dom(20) : 2 = B(y) [a]}.
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Kwantyfikator Szrejdera-Vilenkina
Kwantyfikator Szrejdera-Vilenkina

Wyrazenie Qmx a(x) czytamy: obiekty x takie, ze a(x) tworza wigkszos¢
W uniwersum.

Aby poda¢ rozsadna semantyke dla @, trzeba oczywiscie nadaé precyzyjne
znaczenie terminowi ,wiekszo$¢”. Nie interesuje nas przy tym ,lokalne”
rozumienie tego terminu (typu: wiekszos¢ A jest B). Teraz chodzi o
.wiekszosci” w catym uniwersum.

Sa rézne mozliwosci ustalenia semantyki dla takiego kwantyfikatora.
Podamy jedng z nich, proponowang przez Szrejdera i Vilenkina.

Niech X bedzie zbiorem niepustym i niech B(X) bedzie algebra Boole'a
jego (niekoniecznie wszystkich) podzbioréw taka, ze X € B(X).
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[T TP DI N VER PNVl Kwantyfikator Szrejdera-Vilenkina

Kwantyfikator Szrejdera-Vilenkina

Rodzing M(X) elementéw B(X) nazywamy systemem wiekszosci, jesli:
e (1) M(X)#0
o (2)jesli Ae M(X)i AC B, to B € M(X)

@ (3) jesli A € M(X), to dopetnienie A (w sensie algebry B(X)) nie
nalezy do M(X).

Jesli M(X) jest systemem wiekszosci w X, to uktad (X, M(X)) nazywamy
przestrzenig z wiekszoscia. Jesli A € M(X), to A nazywamy
wiekszoscig w X.
Jesli M(X) jest systemem wigkszosci w X, to oczywiscie:

e () ¢ M(X), X € M(X)

o jesli Ae M(X)i B eM(X), to AN B # 0.

v
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Kwantyfikator Szrejdera-Vilenkina
Kwantyfikator Szrejdera-Vilenkina

Przestrzenie z wiekszo$ciag moga by¢ otrzymane np. wtedy, gdy na X jest
zadana unormowana skoriczenie addytywna miara p, dla ktérej B(X) jest
rodzing zbioréw mierzalnych, a systemem wiekszosci jest podrodzina
rodziny B(X), ktérej elementy maja miare nie mniejsza od jakiegos
ustalonego progu 7 > % Jednak istnieja tez przestrzenie z wiekszoscia,
ktére nie moga by¢ przez taka miare okreslone.

Pomijamy tu bardziej szczegétowy opis przestrzeni z wiekszoscig. Dodajmy
jedynie, ze stanowig one prostg i dos¢ adekwatng aparature pojeciows dla
opisu np. systeméw podejmowania decyzji (przez grupy ekspertéw).

Przestrzenie z wiekszoscia dostarczajg semantyki dla kwantyfikatora
wiekszosci Qp,:

A E Qmx a(x) wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér {a € dom(2) : A = afa]}
jest wiekszoscia w dom(2l), dla pewnego systemu wiekszosci M(dom(21)).
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Kwantyfikator Szrejdera-Vilenkina
Kwantyfikator Szrejdera-Vilenkina

Kwantyfikator @, moze byé opisany aksjomatycznie:
® Vx a(x) = Qmx a(x)
0 Qmx a(x) = ~Qmx —a(x)

o Vx (a(x) = B(x)) = (Qmx a(x) = Qmx S(x)).

Mozna pokazaé, ze ta aksjomatyka jest trafna i petna wzgledem podanej
wyzej semantyki dla Q.

Pierwsza praca dotyczaca tego kwantyfikatora jest (o ile nam wiadomo):
Vilenkin, N.Ya., Shreider, Yu.A. 1976. Majority spaces and ,majority”
quantifier. Semiotics and Informatics. The Eight Volume. VINITI, Moscow.
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Przyktady: logiki infinitarne ERASETTTEIN

Logiki infinitarne

Gdy méwimy o logice, ze jest infinitarna, to mozemy mie¢ na mysli np. to,
ze:

@ rozwazany jezyk dopuszcza formuty nieskoniczenie dtugie;

@ dopuszcza sie nieskonczenie dtugie dowody;

@ stosuje sie niefinitarne reguty wnioskowania (np. w-regute).

Oczywiscie, logiki takie maja znaczng moc wyrazania, np.:

e W L, scharakteryzowa¢ mozna model standardowy arytmetyki
Peana.

e W L, scharakteryzowa¢ mozna klase wszystkich zbioréw
skonczonych.
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Wl (fisient
Troche historii

Wedle G. H. Moore’a (Moore 1995, 109) pierwsze uzycia formut nieskonczonych
w logice znajdujemy u George'a Boole'a w Mathematical Analysis of Logic
(1847), gdzie dowolne funkcje boolowskie rozwijane s3 w formalne szeregi
MacLaurina. Takze w Laws of Thought Boole stosuje takie konstrukcje.

W 1885 roku formut nieskonczonych uzywa Peirce, wprowadzajac swoja symbolike
dla kwantyfikatoréw:

Here ... we may use Y for some, suggesting a sum, and || for all, suggesting a
product. Thus > x; means that x is true of some of the individuals denoted by i

1
or > X; = X; + Xj + X+ etc. In the same way, [[ x; means that x is true of all
f i
these individuals, or [[ x; = xixjx« etc....> " x; and [] x; are only similar to a sum

! 1 1
and product; they are not strictly of that nature, because the individuals of the
universe may be innumerable.

v

Peirce 1885: 194-195; cytat za Moore 1995: 110.
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Przyktady: logiki infinitarne Troche historii

Troche historii

Schroder w swoim monumentalnym dziele Vorlesungen iiber die Algebra der
Logik z 1885 roku réwniez czyni uzytek z nieskoniczenie dtugich formut.
Niepublikowane za zycia notatki Schrédera zostaty pézniej opracowane
przez E. Miillera i wydane w 1910 roku jako Abriss der Algebra der Logik
— tam réwniez znajdujemy stwierdzenia o réwnowaznosci formut z
kwantyfikatorami z nieskoficzonymi koniunkcjami i alternatywami.

W tradycji ,algebraicznej” (nawigzujacej do Peirce’a i Schrddera) pisza
Leopold Léwenheim (1915) oraz Thoralf Skolem (1919, 1920, 1922). W
swoim stynnym artykule z 1915 roku (zawierajacym pierwsze wyniki
metalogiczne) Léwenheim uzywa nie tylko nieskoniczonych koniunkgji i
alternatyw, lecz réwniez nieskonczonych prefiksow kwantyfikatorowych.
Nadto, mozna twierdzi¢, ze postugiwat sie infinitarng reguta wnioskowania,
uznajac, ze gdy nieskoficzona liczba zdan jest prawdziwa, to prawdziwa jest
réwniez formuta nieskonczona, bedaca ich koniunkgja.
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Przyktady: logiki infinitarne Troche historii

Troche historii

Protosystem, w ktérym pracowat Lowenheim wykorzystywat wiec srodki
typowe dla infinitarnej logiki drugiego rzedu. W uogélnieniach i
rektyfikacjach wynikéw Léwenheima podanych przez Skolema, ten ostatni
czynit istotny uzytek z logiki infinitarnej. Ostatecznie, aparat pojeciowy,
ktérego uzywat (w 1919 i 1920) traktujemy dzi$ jako systemy oznaczane
przez L, oraz L, ., — mianowicie Skolem dopuszczat réwniez
rozwazanie formut (w swoich postaciach normalnych) z nieskoficzonymi
prefiksami kwantyfikatorowymi (poczatek takiego prefiksu stanowito
skonczenie wiele kwantyfikatoréw generalnych, po ktérych mogto
nastepowaé przeliczalnie wiele kwantyfikatoréw egzystencjalnych).

Definitywne zerwanie Skolema z logika infinitarna to jego artykut z 1922
roku, zawierajacy m.in. krytyczne uwagi o aksjomatycznym systemie teorii
mnogosci Zermela oraz (po raz pierwszy!) sformutowanie aksjomatyki dla
teorii mnogosci wytacznie w jezyku pierwszego rzedu.
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Przyktady: logiki infinitarne Troche historii

Troche historii

G. H. Moore do prehistorii logiki infinitarnej (w nurcie algebraicznym)
zalicza tez pewne prace Hilberta i Lewisa. Hilbert poczatkowo (1905)
korzystat z wyrazen infinitarnych, nastepnie, do péznych lat dwudziestych
XX wieku eliminowat tego rodzaju wyrazenia, jednak w 1931 wprowadzit
infinitarng regute wnioskowania.

Lewis, reprezentujac formuty skwantyfikowane jako réwnowazne
nieskonczonym koniunkcjom i alternatywom miat nadto $wiadomos¢, ze
jego nieskonczone wyrazenia moga zawieraé nieprzeliczalnie wiele symboli
(Lewis 1918).

Réwniez w drugiej z zywotnych w pierwszej potowie XX wieku tradycji, tj.
tradycji wigzanej z Principia Mathematica, znajdujemy — u Russella,
Wittgensteina oraz Ramseya — rozwazania uzywajace formut
nieskonczonych.
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Wl (fisient
Troche historii

Obok krétkiej wzmianki o pogladach Zermela (z lat 1930-1935, dotyczacych
logiki infinitarnej) G. H. Moore zwraca uwage na powstate okoto roku 1940
pomysty Carnapa, Nowikowa, Boczwara dotyczace infinitarnych systeméw logiki.
Carnap rozwazat m.in. infinitarne reguty wnioskowania. Na marginesie zauwazmy,
ze wzmianke o infinitarnej regule wnioskowania (dzi§ nazywanej w-reguta)
znajdujemy tez w 1928 roku w podreczniku Kazimierza Ajdukiewicza Gfowne
zasady metodologji nauk i logiki formalnej.

O propozycjach Carnapa wzmiankuje Abraham Robinson w swoich badaniach z
poczatku lat piecdziesigtych XX wieku (Robinson 1951). Nowikow rozwazat,
catkiem niezaleznie od logikéw zachodnich, systemy z przeliczalnymi koniunkcjami
oraz alternatywami w 1939 roku. Witasno$ciami metalogicznymi tych rachunkéw
zajmowat sie Boczwar. Prace Nowikowa i Boczwara nie zyskaty akceptacji
logikéw w latach czterdziestych (m.in. za sprawa negatywnych o nich opinii
Churcha), zostaty natomiast ,,zrehabilitowane” w latach osiemdziesigtych XX
wieku przez Barwise'a, ktéry metodami semantycznymi wykazat ich poprawnosc.
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Wl (fisient
Troche historii

W pracach dotyczacych definiowalnych typéw porzadkowych Kuratowski uzywat
kwantyfikatoréw postaci istnieje liczba naturalna n taka, Ze p,(x) (gdzie ¢ jest
formuta jezyka predykatéw pierwszego rzedu), stwierdzajac, ze wyrazenie takie
jest semantycznie réwnowazne nieskonczonej (przeliczalnej) alternatywie
(Kuratowski 1937). Tarski zmodyfikowat wtedy nieco to podejscie Kuratowskiego,
eliminujac nieskonczone alternatywy poprzez wprowadzenie stosownego predykatu
od dwéch zmiennych: P(x, n) réwnowaznego formule ¢, (x).

Projekty logiki infinitarnej rozwazat Helmer (1938). Brat pod uwage formuty
nieskonczenie dtugie (dobrze uporzadkowane ciagi symboli typu porzadkowego
mniejszego niz w?), nieskonczenie dtugie ,wyrazenia numeryczne” (kodowania
liczb rzeczywistych); stosowat zasade indukgji i regute odpowiadajaca aksjomatowi
ciggtosci Dedekinda; formutowat tez analogon twierdzenia Gédla o niezupetnosci,
przy czym rozwazat podwdjna niezupetnoé¢ systemu: dedukcyjna i definicyjna.
Na wstrzymanie badan logik infinitarnych (ok. roku 1940) decydujacy wptyw
miaty, jak sie powszechnie uwaza, poglady Goédla, propagujacego standard
(finitarnej) logiki pierwszego rzedu.
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Przyktady: logiki infinitarne Troche historii
Troche historii

O systematycznym rozwijaniu logik infinitarnych méwi¢ mozna od potowy lat
pie¢dziesiatych XX wieku (do tego czasu nie byto chyba swiadomosci tradycji
takich badan). Stanowisko metodologiczne Tarskiego, jesli chodzi o
wykorzystywanie logik infinitarnych ulegato zmianom. W latach trzydziestych XX
wieku, gdy formutowat (klasyczne, akceptowane do dzi§) matematyczne podstawy
semantyki, odrzucat mozliwos¢ wykorzystywania nieskoniczonych formut.
Dwadziescia lat pdzniej, miedzy innymi witasnie z jego inicjatywy, rozpoczety sie
intensywne badania logik infinitarnych. W 1957 roku Tarski cytuje prace Jordan
1949, zas w 1958 roku prace Krasner 1938, jako poprzedzajace jego wtasne
badania logik infinitarnych z lat piecdziesigtych (Moore 1995:109). Poszukiwano
systeméw logicznych mocniejszych od logiki pierwszego rzedu (ktérej mozliwosci
wyrazania pewnych waznych, bedacych w powszechnym uzyciu pojeé
matematycznych s3 ograniczone), ale jednocze$nie takich, ktére miatyby
pozadane wtasnosci metalogiczne. Warto moze zauwazy¢, ze badania logik
infinitarnych nie ograniczaty sie do rozwazan dotyczacych jedynie samych tych
logik — dla przykfadu, zostaty one wykorzystane (1960) dla rozstrzygniecia dtugo
nierozwigzanego problemu, czy pierwsza liczba mocno nieosiggalna jest mierzalna.
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Przyktady: logiki infinitarne Troche historii

Troche historii

Rozpoczete w potowie lat piecdziesiatych XX wieku intensywne badania
logik infinitarnych miaty inspiracje przede wszystkim algebraiczne. W 1951
roku Robinson uzywa nieskonczonych koniunkgji oraz alternatyw w pracach
algebraicznych (np. aksjomat Archimedesa daje sie przedstawi¢ jako
nieskofczona alternatywa).

W latach pie¢dziesiatych Tarski, Chang oraz Scott uzyskali dalsze (po
pracach Stone'a i Loomisa) wyniki o reprezentacji algebr Boole'a. Henkin,
z inspiracji Tarskiego, zajat sie uogélnieniem twierdzen o reprezentacji
w-wymiarowych algebr cylindrycznych i szukania odpowiadajacych im
rozszerzen logiki pierwszego rzedu. Wykorzystywat m.in. symbole relacyjne
o nieskonczonej liczbie argumentéw. Uzyskat tez pewne wyniki
metalogiczne dotyczace tych logik infinitarnych. Wedtug Moore'a (Moore
1995, strony 107 oraz 121), granice miedzy prehistorig a historia badan
logik infinitarnych wyznaczaja prace Henkin 1955 i Robinson 1957.

v

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika Logiki abstrakcyjne 36 / 60



Przyktady: logiki infinitarne Troche historii

Troche historii

Systematyczna prezentacjg systemu logiki z nieskonczenie dtugimi
formutami zajmowata sie Carol Karp, piszac swoja rozprawe doktorska u
Leona Henkina. Pod koniec lat pie¢dziesigtych Tarski i Scott badali
rachunki zdaniowe z koniunkcjami i alternatywami o dtugosci mniejszej niz
jakas (dowolna) nieskonczona regularna liczba kardynalna. W
szczeg6lnosci, uzyskali wyniki dotyczace petnosci takich rachunkéw (Scott,
Tarski 1957, 1958). Tarski rozwazat tez w tym czasie systemy logiki w
dzisiejszej symbolice oznaczane jako L,y -

Jedne z pierwszych uje¢ monograficznych logik infinitarnych to klasyczne
juz ksiazki: Karp 1964 (Languages with expressions of infinite length) oraz
Dickmann 1975 (Large infinitary languages). Wielce istotna byta tez
monografia Keisler 1971 (Model theory for infinitary logic). Z waznych prac
nieco pézniejszych wspomnijmy monumentalng monografie pod redakcja
Barwise'a i Fefermana: Model Theoretic Logics, 1985.
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IMENVIECNZC-ASBUUTREYGI  Skiadnia logik infinitarnych

Jezyki infinitarne — sktadnia

W jezykach L), gdzie i A s3 nieskoficzonymi liczbami kardynalnymi

(A < k) dopuszczalne sa koniunkgje i alternatywy dtugosci mniejszej od k
oraz kwantyfikacje na ciagach zmiennych dtugosci mniejszej od \. W
jezyku L,y mamy nastepujace symbole:

@ symbole jezyka pierwszego rzedu L (ustalonej sygnatury);
@ zbiér zmiennych zdaniowych Var mocy k;

e symbol operacji /\ (nieskoniczonej koniunkgji).

Zbiér formut jezyka L, okreslamy w dwéch etapach. )
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Shdiecinfo Ut i lfzrmyrel:
Jezyki infinitarne — sktadnia

Zbiér preformut jezyka L, okreslamy indukcyjnie:

o kazda formuta L jest preformuty;
o jesli v i 1) sa preformutami, to ¢ A ¢ oraz —1) sa preformutami;

@ jesli @ jest zbiorem preformut mocy mniejszej od &, to A\ P jest
preformuts;

o jesli ¢ jest preformuty, a X C Var jest zbiorem zmiennych mocy
mniejszej od A, to X ¢ jest preformuta;

o kazda preformuta jest otrzymana przez powyzsze warunki.

Pozostate funktory prawdziwosciowe wprowadzamy w zwykty sposéb.
Nadto:

o \/ ® oznacza ~“A{—p: ¢ € ¢}
@ VX 1) oznacza —-3X —p.
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IMENVIECNZC-ASBUUTREYGI  Skiadnia logik infinitarnych

Jezyki infinitarne — sktadnia i semantyka

Przez formufe jezyka L,;\ rozumiemy preformute zawierajaca mniej niz A
zmiennych wolnych.

Pojecia semantyczne dla L,y definiujemy tak jak dla L, z dodatkowymi
warunkami:

o A spetnia A ® przy wartosciowaniu w wtedy i tylko wtedy, gdy 2
spetnia ¢ przy wartosciowaniu w, dla wszystkich ¢ € ©;

@ 2 spetnia X 1) przy wartosciowaniu w wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje ciag 7 elementéw dom(2l) spetniajacy 1 oraz bijekcja miedzy
Xi3F.

Pozostate pojecia semantyczne (prawdziwosci, wynikania logicznego, itd.)
definiujemy w standardowy sposéb.
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Przyktady: logiki infinitarne Moc wyrazania logik infinitarnych

Moc wyrazania logik infinitarnych

Jezyki Ly, gdzie A > w; ,zachowuja si¢” podobnie jak jezyki drugiego
rzedu.

Przez L, rozumiemy jezyk z koniunkcjami i alternatywami dowolnej
dtugosci oraz skoficzonymi prefiksami kwantyfikatorowymi.

e Zdanie Qux 9(x) jezyka Lg, (istnieje nieskonczenie wiele x o
wtasnosci ¢)) ma te same modele co nastepujace zdanie z Ly, ,:
=V 33X (R(x) = (x=x V.V X = Xp)).

ncw

@ Pojecie dobrego porzadku nie jest definiowalne w L, jest natomiast
definiowalne w Ly,,.,, przez koniunkcje zdania charakteryzujacego
porzadki liniowe i zdania:
(Vxn)newdx (V (x = xn) A A (x < xn)).

necw new
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Przyktady: logiki infinitarne Moc wyrazania logik infinitarnych

Moc wyrazania logik infinitarnych

@ Predykat prawdziwosci formut jezyka o przeliczalnej liczbie symboli
jest definiowalny w L, .

o W L, . dowolng przeliczalng strukture z przeliczalna liczba relacji
mozna scharakteryzowaé z doktadnoscia do izomorfizmu (Twierdzenie
Scotta).

o Teoria uporzadkowanych ciat archimedesowych jest w L, ., skofczenie
aksjomatyzowalna.

@ Wiasnosci semantyczne modeli dla logik Ly i Loow (np. elementarng
réwnowazno$¢) mozna charakteryzowaé metodami algebraicznymi
(twierdzenie Karp o czesciowych izomorfizmach).

e W L, zachodzi Lemat Interpolacyjny Craiga (nie zachodzi on w
zadnej innej logice infinitarnej).

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika Logiki abstrakcyjne 42 / 60



Przyktady: logiki infinitarne Kilka wtasnoéci metalogicznych

Logiki infinitarne

@ Dolne twierdzenie Lowenheima-Skolema ma swéj odpowiednik w Ly,
oraz wtasciwie we wszystkich logikach infinitarnych. Natomiast gérne
twierdzenie Lowenheima-Skolema-Tarskiego w swojej zwyktej formie
nie zachodzi w tych logikach; dokonuje sie jednak podobnych do niego
ustalen, wykorzystujac tzw. liczby Hanfa.

W L,,., zachodzi twierdzenie o petnosci, gdy na infinitarng regute
wnioskowania pozwalajaca wywnioskowa¢ koniunkcje A & ze zbioru
przestanek ® narzucimy warunek, aby ¢ byt przeliczalny.

Aniw Ly, ., ani w zadnej z logik L,», gdzie k > Ny, nie zachodzi
twierdzenie o zwartosci. Rozwazano jednak stosowne modyfikacje tego
twierdzenia i wykazano, iz zachodzenie tych uogdlnionych wersji
twierdzenia o zwartosci powigzane jest z istnieniem duzych liczb
kardynalnych.
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Przyktady: logiki infinitarne Kodowanie dowodéw

Logiki infinitarne

Formuty logiki pierwszego rzedu L, kodowaé mozna liczbami naturalnymi
lub, co na jedno wychodzi, zbiorami dziedzicznie skohnczonymi, tj.
elementami zbioru H(w). Z kolei, formuty logiki L., kodowa¢ mozna
elementami zbioru H(wi), tj. zbiorami dziedzicznie przeliczalnymi. Takze
dowody w L,,,, kodowa¢ mozna elementami H(w;).

Dowody w logice L,,,, maja dtugos¢ przeliczalna. Mozna jednak podac
przyktad zbioru zdan I oraz zdania o z tego jezyka takich, ze ' = o, ale
nie istnieje dowéd o z I' w L., (zob. np. Bell 2004).
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Przyktady: logiki infinitarne Kodowanie dowodéw

Logiki infinitarne

Zbiér H(wy) jest domkniety na tworzenie przeliczalnych podzbioréw oraz
ciagéw. Jednak fakt wspomniany w poprzednim akapicie wskazuje iz,
méwiac w uproszczeniu, H(wi) nie jest domkniety ze wzgledu na operacje
odpowiadajaca kodowaniu dowodéw z dowolnych ¥; na H(w;) zbioréw
formut.

Naturalne jest w tej sytuacji poszukiwanie takich zbioréw A zastepujacych
H(w1), ktére bytyby domkniete na operacje odpowiadajace kodowaniom
dowoddéw w A oraz rozwazanie tylko takich formut, ktére maja kody w A.
Byfa to jedna z motywacji do rozpatrywania tzw. dopuszczalnych
fragmentéw Ly logiki Ly, ..
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Przyktady: logiki infinitarne Zbiory dopuszczalne

Logiki infinitarne

Barwise odkryt, ze istnieja przeliczalne zbiory (admissible sets) A C H(wy),
ktére spetniaja powyzsze warunki. S3 to wiec takie uogdlnienia zbioréw
dziedzicznie skonczonych, na ktérych (jako na zbiorach kodéw formut)
mozliwe i sensowne jest uprawianie (uogdlnionej) teorii rekursji oraz teorii
dowodu. Udowodnit takze swoje znamienite twierdzenie o zwartosci: jesli A
jest przeliczalnym zbiorem dopuszczalnym, to kazdy zbiér formut jezyka L4
bedacy ¥; na A, ktérego kazdy podzbiér (bedacy jednoczesnie elementem
A) ma model, sam réwniez ma model.

Twierdzenie Barwise'a ma mnogie zastosowania, m.in. pozwala np.
udowodnié, ze kazdy przeliczalny przechodni model dla ZFC ma wtasciwe
rozszerzenie koncowe. Prace Barwise'a to swego rodzaju unifikacja
rozwazan w teorii modeli, teorii rekursji oraz teorii mnogosci.
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Przyktady: logiki infinitarne Zbiory dopuszczalne

Logiki infinitarne

Szczegdlnie przydatna dla badan zbioréw dopuszczalnych okazata sie wersja
teorii mnogosci KP zaproponowana przez Kripke'go i Platka w potowie lat
sze$cdziesigtych XX wieku. Jest ona teoria elementarng (ze stata
pozalogiczng €), bedaca pewnym ostabieniem teorii mnogosci
Zermelo-Fraenkla. Nie ma w niej aksjomatu zbioru potegowego, a
szczeg6lng role petnig schematy aksjomatéw Ag-separation oraz
Ag-collection (odpowiedniki schematéw aksjomatéw wyrézniania i
zastepowania), w ktérych wystepuja formuty klasy Ag. Zbiory przechodnie
A takie, ze (A, €) jest modelem KP nazywane sa zbiorami dopuszczalnymi
(admissible sets). Rozwaza sie takze teorie KPU, czyli teorie KP z
atomami.

Kompletny wyktad teorii zbioréw dopuszczalnych znalezé mozna np. w
klasycznej monografii Barwise 1975. Przystepne i zwiezte oméwienie
(wspétczesnego stanu) tej teorii znajdujemy np. w Keisler, Knight 2004.
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