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Plan na dzis:

o Logika niefregowska: geneza, zasady semantyczne

@ Sentential Calculus with ldentity

@ Teorie w jezyku zdaniowej logiki niefregowskiej
Nastepny wyktad:

o Logika i semantyka W-jezykéw
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Logika niefregowska: geneza Gottlob Frege

@ Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache
des reinen Denkens. (1879)

e Die Grundlagen der Arithmetik: eine logisch-mathematische
Untersuchung iiber den Begriff der Zahl. (1884)

o Uber Sinn und Bedeutung. (1892)

e Grundgesetze der Arithmetik, begriffsschriftlich abgeleitet. (1, 1893; I,
1903)

o Frege uznawat, ze denotacja zdania jest jego wartosé¢ logiczna. Tak
wiec, istniejg wedle Fregego tylko dwie denotacje zdan: Prawda i Fatsz.

o Frege uwazany jest za jednego z gtéwnych przedstawicieli logicyzmu.
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Logika niefregowska: geneza Ludwig Wittgenstein

Tractatus logico-philosophicus (Logisch-philosophische Abhandlung, 1929):

o

2]

o

Swiat jest wszystkim, co jest faktem. (Die Welt ist alles, was der Fall
ist.)

To, co jest faktem — fakt — jest istnieniem stanéw rzeczy. (Was der
Fall ist, die Tatsache, ist das Bestehen von Sachverhalten.)

Logicznym obrazem faktéw jest mysl. (Das logische Bild der Tatsache
ist der Gedanke.)

Mysl jest to zdanie sensowne. (Der Gedanke ist der sinnvolle Satz.)

Kazde zdanie jest funkcja prawdziwosciowa zdan elementarnych. (Der
Satz ist eine Wahrheitsfunktion der Elementarsitze.)

Ogolna forma funkcji prawdziwosciowej ma posta¢: [p, &, N(€)]. Jest

to ogélna forma zdania. (Die allgemeine Form der Wahrheitsfunktion
ist: [p,&, N(&)]. Dies ist die allgemeine Form des Satzes.)

O czym nie mozna méwi¢, o tym trzeba milcze¢. (Wovon man nicht
sprechen kann, dariiber muR man schweigen.)
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s(p) «— ¢ — t(p)=1lub0, gdy ¢ jest zdaniem

f \1 J/ /g
r(»)

o Kazdemu wyrazeniu ¢ poprawnie zbudowanemu przypisa¢ mozna jego
sens s() oraz denotacje (odniesienie przedmiotowe) r(y). Ponadto,
jesli o jest zdaniem, to ma ono tez wartos¢ logiczna t(p).

e W logice niefregowskiej przyjmuje sie, ze denotacja (korelatem
semantycznym) zdania jest sytuacja, ktéra zdanie opisuje. Nie
przesadza sie, czym s sytuacje, ale przyjmuje sie pewne ogdlne
zasady, ktére charakteryzujg ogét sytuacji oraz ich zwigzki z
rozwazanym jezykiem (np. jezykiem logiki pierwszego rzedu, ze
standardowo rozumianym pojeciem modelu).
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Logika niefregowska: geneza Bogustaw Wolniewicz

Rzeczy i fakty. Wstep do pierwszej filozofii Wittgensteina. (1968)
Ontologia sytuacji: podstawy i zastosowania. (1985)
Ttumaczenia prac Fregego oraz Traktatu Wittgensteina.
Hermeneutyka logiczna.

Wyktady na temat Traktatu Wittgensteina.
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Logika niefregowska: geneza Roman Suszko

@ Termin ,logika niefregowska” wprowadzit w 1968 roku Roman Suszko
w pracy ,Non-Fregean logic and theories”.

e W artykule ,Ontologia w Traktacie Wittgensteina” Suszko proponuje
formalizm, ktéry miatby — zgodnie z tytutem — stanowi¢ rekonstrukcje
idei Wittgensteina. Nawigzuje jednoczesnie do pracy Bogustawa
Wolniewicza Rzeczy i fakty. Wstep do pierwszej filozofii Wittgensteina.

@ Program logiki niefregowskiej przedstawit Suszko w obszernej
rozprawie , Abolition of the Fregean axiom” w 1975 roku.

@ Stephen Bloom i Donald Brown, we wspétpracy z Romanem Suszka,
rozwijali matematyczne aspekty logiki niefregowskiej, a takze
zapoczatkowali rozwazanie logik akstrakcyjnych (rozumianych jako
pary ztozone z algebry jezyka i systemu domkniec).

@ Suszko dwotywat sie tez do wczesnych prac Jerzego tosia,
dotyczacych matryc logicznych.
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Logika niefregowska: geneza Mieczystaw Omyta

e Zarys logiki niefregowskiej. (1986)

e Szkice z semantyki i ontologii sytuacji. (1991)
@ Roman Suszko. Wybdr pism. (1998)

o Idee logiczne Romana Suszki. (2001)

W dalszym ciagu, przedstawiajac logike niefregowska, opieramy sie przede
wszystkim na monografii Mieczystawa Omyty Zarys logiki niefregowskiej, a
takze, rzecz jasna, na pracach Romana Suszki.
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VALE ECERIAG M Sformutowanie zasad semantycznych

1. Kazdej nazwie i kazdemu zdaniu rozwazanego jezyka odpowiada doktadnie
jeden korelat semantyczny w dowolnym modelu tego jezyka.

2. W kazdym modelu rozwazanego jezyka uniwersum korelatéw semantycznych
zdan tego jezyka jest roztaczne z uniwersym desygnatéw nazw tego jezyka.

3. Kazde zdanie rozwazanego jezyka jest albo prawdziwe albo fatszywe w
dowolnym modelu tego jezyka.

4. Zbiér zdan rozwazanego jezyka prawdziwych w dowolnym modelu tego jezyka
jest ze wzgledu na operacje konsekwencji okre$long w tym jezyku maksymalnym
niesprzecznym zbiorem zdan.

5. Jezeli dwa dowolne zdania rozwazanego jezyka maja ten sam korelat
semantyczny w jakim$ modelu tego jezyka, to maja one réwniez w tym modelu te
samg warto$¢ logiczna.

6. Jezeli dowolne wyrazenia danego jezyka maja ten sam korelat semantyczny w
danym modelu, to s3 one wzajemnie wymienialne w kazdym wyrazeniu
posiadajacym korelat semantyczny bez zmiany tego korelatu w tym modelu.

7. Jezeli zdania «, B rozwazanego jezyka sa wzajemnie wymienialne w kazdym
zdaniu tego jezyka bez zmiany wartosci logicznej tego zdania w danym modelu
tego jezyka, to zdania «, 5 maja ten sam korelat semantyczny w tym modelu.
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VALE ECERIAG M Sformutowanie zasad semantycznych

@ W celu sformutowania pewnych wnioskéw, wynikajacych z powyzszych
zasad przyjmiemy nastepujace oznaczenia:
© [a/b]: wynik podstawienia w v wyrazenia b za a;
@ v(a) wartos¢ logiczng zdania o w (dowolnym ustalonym) modelu M;
© jesli wyrazenie a jezyka J ma korelat semantyczny w ustalonym modelu
M jezyka J, to przez h(a) oznaczamy ten korelat (w metajezyku jezyka
J).

@ Przy tych oznaczeniach zasada 5 przyjmuje postaé: Dla dowolnego
modelu M jezyka J i dowolnych zdan «, 3 tego jezyka: jezeli
h(a) = h(B), to v(a) = v(B).

o Natomiast zasada 6 stwierdza, ze: Dla dowolnego modelu M jezyka J
i dowolnych wyrazen a, b tego jezyka posiadajacych korelaty
semantyczne w modelu M: jezeli h(a) = h(b), to h(yp) = h(w[a/b]).

@ Wreszcie, zasada 7 stwierdza, ze: Dla dowolnego modelu M jezyka J i
dowolnych zdan «, B tego jezyka: jesli dla kazdego zdania «y jezyka J,
v(7) = v(yla/B]), to h(a) = h(B).
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VAL ECERIAS M  Konsekwencje zasad semantycznych

@ Bezposrednio z przywotanych zasad semantycznych wynikaja
nastepujace wnioski:

@ Jezeli zdania «, 3 jezyka J maja rézne korelaty semantyczne w modelu
M tego jezyka, to istnieje zdanie « tego jezyka takie, ze zdania « i
~[a/B] maja rézne wartosci logiczne w M.

© Jezeli dwa wyrazenia jezyka J posiadaja ten sam korelat semantyczny
w danym modelu tego jezyka, to wyrazenia te s3 wzajemnie
wymienialne w kazdym zdaniu tego jezyka bez zmiany wartosci
logicznej w tym modelu.

© Zdania i B jezyka J maja ten sam korelat semantyczny w danym
modelu M tego jezyka wtedy i tylko wtedy, gdy zdania te s3 wzajemnie
wymienialne w kazdym zdaniu tego jezyka bez zmiany wartosci
logicznej w tym modelu.

@ Z zasad semantycznych 3 i 5 wynika, ze sktadnia rozwazanego jezyka
naktada na ogét korelatéw semantycznych zdan tego jezyka strukture
algebry podobnej do algebry tego jezyka. Przy tym, funkcje
przyporzadkowujace zdaniom ich korelaty semantyczne s3
homomorfizmami algebry jezyka na algebre jego korelatéw
semantycznych.
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VAL ECERIAS M  Konsekwencje zasad semantycznych

e Twierdzenie. Niech S = (S, F1,..., F,) bedzie algebra zdan, zas h
funkcja, przyporzadkowujaca zdaniom ich korelaty semantyczne, ktére
tworza zbiér A. Zatézmy, ze spetniony jest nastepujacy warunek dla
dowolnego mj-argumentowego spojnika F; oraz dowolnych zdan
a1, Qmyy B1,y oo, Bmyt jesli h(a1) = h(B1), ..., h(am,) = h(Bm;). t
h(Fi(ai1,...,am;)) = h(Fi(B1,...,Bm,))- B
Witedy dla kazdego spéjnika F; istnieje funkcja F; : A™ — A taka, ze
dla dowolnych zdah a, ..., am, zachodzi réwnos¢:
h(Fi(oa,...,am)) = Fi(h(ai1),..., h(am,)).

@ Dowdd. Niech ay,...,am € A. Istnieja zatem zdania
ai,...,am € S takie, ze aj = h(aj) dla 1 <j<m;, 1 <i<n.

o Definiujemy Fi(a1,...,am) = h(Fi(a1,. .., am)).

o Z zatozen twierdzenia wynika, ze warto$¢ F;(ay, ..., am,) jest
jednoznacznie okreslona dla kazdego ciagu ai, ..., am,. O
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VAL ECERIAS M  Konsekwencje zasad semantycznych

o Jesli S = (S, Fy,..., F,) jest algebra jezyka, zas A jest algebra do niej
podobna a h homorfizmem S w A, to dla dowolnego zdania « element
h(a) nazywamy korelatem algebraicznym zdania « w algebrze A.

o Jesli A jest algebra korelatéw semantycznych zdan w pewnym
ustalonym modelu rozwazanego jezyka, a D jest podzbiorem
uniwersum algebry A ztozonym z korelatéw semantycznych zdan
prawdziwych w tym modelu, to (A, D) jest matryca logiczna dla
rozwazanego jezyka zdaniowego.

e Twierdzenie. Jesli 9 = (A, D) jest matryca korelatéw
semantycznych zdan rozwazanego jezyka w pewnym ustalonym
modelu tego jezyka, to matryca 9t jest prosta (tj. jej jedyna
kongruencja matrycowa jest identycznosc).

@ Dowdd. Przeprowadzimy dowéd nie wprost. Przypusémy, ze matryca
N nie jest prosta.
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VAL ECERIAS M  Konsekwencje zasad semantycznych

@ Istnieje zatem kongruencja 6 matrycy 901 taka, ze dla pewnych
a,be Amamy a# bi afb.

o Na mocy zatozen twierdzenia istniejg zdania a i 8 rozwazanego jezyka
takie, ze dla pewnego homomorfizmu h algebry jezyka w algebre A
mamy h(a) = ai h(B) = b.

@ Skoro h jest homomorfizmem, to jesli (h(«), h(B)) € 6, to dla kazdego
zdania y rozwazanego jezyka zachodzi (h(v), h(y[e/5])) € .

e Poniewaz 0 jest kongruencja matrycy 9, wiec albo h(y) € D' i
h(v[a/f]) € D, albo h(~) ¢ D i h(y[a/B]) ¢ D.

@ To znaczy, ze dla kazdego zdania -y rozwazanego jezyka mamy
v(7) = v(vla/B]).

e Na mocy zasady semantycznej 7 wynika stad, ze h(a) = h(p), a to
stoi w sprzecznosci z przypuszczeniem, ze matryca 91 nie jest prosta.

@ Musimy wiec odrzucié¢ to przypuszczenie, co kohczy dowdd
twierdzenia. O

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 8 2021 14 / 59



VAL ECERIAS M  Konsekwencje zasad semantycznych

@ Z czysto formalnego punktu widzenia, zaden z maksymalnych
niesprzecznych zbioréw zdan rozwazanego jezyka nie jest wyrdzniony.

@ Jesli T jest dowolnym maksymalnym niesprzecznym zbiorem zdan
rozwazanego jezyka, to okreslamy relacje ~1: a ~1 3 wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnych zdan v i, v[0/a] € T dokfadnie wtedy,
gdy 7[0/B] € T.

@ Relacja ~7 jest kongruencja matrycy (S, T).

e Matryca ilorazowa (S/ ~71, T/ ~7) jest formalna reprezentacja
korelatéw semantycznych zdah rozwazanego jezyka, wyznaczong przez
teorie zupetng T.
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VALET EEERIAC AW  Niezalezno$¢ zasad semantycznych

Zasady semantyczne 5, 6, 7 sg niezalezne od pozostatych zasad:

o Niezaleznos¢é 5. Rozwazmy dowolny jezyk oparty na logice klasycznej,
zbiér zdan prawdziwych tworzy dowolna teoria zupetna. Korelatem
semantycznym wszystkich zdan niech bedzie dowolny obiekt, nie
bedacy korelatem semantycznym zadnej nazwy tego jezyka.

o Niezaleznos¢ 6. Rozwazmy jezyk, w ktérym wystepuje co najmniej
jeden spéjnik nieprawdziwosciowy. Oznacza to, ze istnieje teoria
zupetna T taka, ze dla pewnych zdan «, 3, v nalezacych do T zdanie
~[e/B] nie nalezy do T. Niech v(§) =1dlad € T, v(d) =0dla
0 ¢ T oraz niech h(d) = v(9).

@ Wtedy zasada 6 nie jest spetniona, a zasady 5 i 7 s3 spetnione:

o Nie jest spetniona zasada 6, poniewaz dla zdan «, 8 i v mamy:
h(a) = h(B) i h(7) # h(r]a/B]).

o Zasada b jest spetniona, poniewaz h(d) = v(d) dla wszystkich 4.

o Przypusémy, ze zasada 7 nie jest spetniona, czyli dla pewnych o i 8
mamy: h(c) # h(B) oraz v(y) = v(y[a/B]) dla wszystkich ~.

e Poniewaz h(d) = v(6) dla wszystkich §, wiec v(v) = v(vy[a/f]) dla
wszystkich v oraz v(«) # v(8), co daje sprzecznos¢.
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VALET EEERIAC AW  Niezalezno$¢ zasad semantycznych

o Niezaleznos¢ 7. Rozwazmy jezyk S z klasycznym rachunkiem
logicznym i niech h(a)) = «, a zbiorem zdan prawdziwych niech bedzie
dowolna teoria zupetna w tym jezyku.

o Wtedy (S, T) jest matryca korelatéw semantycznych.

o Ta matryca spetnia wszystkie zasady 1-6, natomiast zasada 7 nie jest
spetniona, gdyz dwa dowolne rézne zdania « i 8 nalezace do T sa
wzajemnie wymienialne we wszystkich kontekstach zdaniowych
rozwazanego jezyka, ale posiadaja rézne korelaty semantyczne.

Dalsze wtasnosci zwigzane z zasadami semantycznymi omawiane s3 w
pracy Mieczystawa Omyty , Zasady niefregowskiej semantyki zdan a zasady
semantyczne Fregego i Wittgensteina” (W: Omyta, M. (Red.) 1991. Szkice
z semantyki i ontologii sytuacji, Biblioteka Mysli Semiotycznej 9,
Warszawa, 99-114).
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VAL ECIERIAS M Semantyczna i ontologiczna wersja aksjomatu Fregego

o Wersja semantyczna. Wszystkim zdaniom prawdziwym w pewnym
modelu odpowiada w tym modelu jeden i ten sam korelat
semantyczny; podobnie, wszystkim zdaniom fatszywym w pewnym
modelu odpowiada w tym modelu jeden i ten sam korelat semantyczny.

e Wersja ontologiczna. Sformutowanie aksjomatu Fregego w tej wersji
wymaga postuzenia sie W-jezykami, a wiec jezykami ze spéjnikiem
identycznosci, w ktérych mozna kwantyfikowaé zmienne zdaniowe.
Kazda z ponizszych (wzajem réwnowaznych) formut wyraza
ontologiczng wersje aksjomatu Fregego:

@ Yp1Vp2Vps((p1 = p2) V (p1 = p3) V (P2 = p3))
@ Vp1Vp2(p1 <> p2) <+ (p1 = p2)
© Vp1Vp2(p1 < p2) = (p1 = p2).
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Sentential Calculus with Identity

@ Dwucztonowy spéjnik = nazywa Suszko spéjnikiem identycznosci w
systemie (rachunku) logicznym (S, C), jesli spetnia on nastepujace
warunki (tutaj C jest strukturalng operacja konsekwencji, a X - « jest
zapisem reguty wnioskowania w tym systemie, czyli X - o wtedy i
tylko wtedy, gdy a € C(X)):

QF(a=aqa)

Q o,a=0Fp

© dla kazdego n-argumentowego funktora F; w rozwazanym systemie:
a1 = P1,00 = Bay ...y an = Bp b Fi(ar,00,...,ap) =
Fi(B1, B2, --- Bn).

o Pierwsza z tych regut to reguta aksjomatyczna, druga jest specyficzna
dla spéjnika identycznosci, a reguty wymienione jako trzecie s3
regutami inwariancji.

e Z powyzszej definicji wynika, ze = jest spéjnikiem identycznosci w
systemie (S, C) wtedy i tylko wtedy, gdy kazda teoria w tym systemie
jest zamknieta na powyzsze reguty.
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Sentential Calculus with Identity

e Twierdzenie. Jesli (S, C) jest rachunkiem zdaniowym ze spdjnikiem
identycznosci =, a T jest dowolna teorig niezmiennicza w tym
rachunku, to relacja ~1 okreslona w zbiorze S warunkiem: o ~7 8
wtedy i tylko wtedy, gdy (o« = ) € T jest kongruencja niezmiennicza
i algebra S/ ~7 jest wolno generowana przez zbiér wszystkich klas
~-réwnowaznosci zmiennych zdaniowych jezyka S. OJ

o Twierdzenie. Jesli = jest spojnikiem réwnowaznosci w rachunku
(S, C), to relacja ~(py okreslona w zbiorze S warunkiem: a ~¢(g)
wtedy i tylko wtedy, gdy (o = 3) € C(() jest najwieksza kongruencja
logiczna rachunku (S, C).

@ Dowdd. Niech 6 bedzie dowolng kongruencja logiczna rachunku
(S, C) i niech afp.

@ Poniewaz o i 500, wiec (a = B)0(8 = 5).
@ Skoro 6 jest kongruencja logiczna i (8 = 8) € C(0), wiec
(o= B) € C(D), co znaczy, ze o ~¢(p) B- O

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 8 2021 20 / 59



Sentential Calculus with Identity

o Algebra ilorazowa S/ ~¢(g) to algebra Lindenbauma-Tarskiego dla
rachunku (S, C).

@ Przez Kg(C) oznaczymy klase algebr podobnych do S takich, ze dla
kazdej algebry A € Ks(C) dowolne odwzorowanie ze zbioru klas
~c(0)-réwnowaznosci zmiennych zdaniowych jezyka S daje sig
rozszerzy¢ do homomorfizmu S/ ~ ¢y w A.

o Klasa Kg(C) stanowi podstawe dla budowania semantyk rachunkéw
zdaniowych ze spéjnikiem identycznosci.

@ Zauwazmy réznice miedzy spéjnikami réwnowaznosci <+ i
identycznosci = w rachunku (S, C):

O (a+ B) € C(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C(X U{a}) = C(XU{8})
Q (a=p) € C(X) wtedy i tylko wtedy, gdy
C(XU{elp/al}) = C(XU{elp/Al})

(gdzie o, B, € S, X C S, a p jest dowolng zmienng zdaniowa jezyka
S).
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SEERENCEY ST TERWIL W ENNAAl  Aksjomatyka SCI

(]

Jedyna reguta wnioskowania jest reguta odrywania: < 5

Jezyk logiki SCI to algebra £ = (L, =, A, V, =, <>, =).

a—f3

Zbiér TFA zawiera nastepujace schematy:

QO a—(8—0a)
Q (a—=(B—=7) = ((a—=p8)—=(a—1))

(B—=a) = (a+B)
Aﬂ) < =(a— =p)

= B) = (ma— B)
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SEERENCEY ST TERWIL W ENNAAl  Aksjomatyka SCI

@ Zbior IDA zawiera nastepujace schematy:

QO a=ao
Q (a=p)— (~a=-p)
O ((a=pB)A(v=09))

— ((aoy) = (B0 0)), gdzie o jest dowolnym ze
spojnikéw A, V, =, <>,
Q (a=p)—=(ae )

@ Operacje C konsekwencji w £ okreslamy nastepujaco: o € C(X)
wtedy i tylko wtedy, gdy « jest wyprowadzalne z LAU X w skonczonej
liczbie krokéw, za pomoca wytacznie reguty odrywania.

o Tak okreslona operacja konsekwencji jest: finitystyczna, strukturalna,
zwarta i regularna. Zachodzi tez klasyczne twierdzenie o dedukcji.

e Pare (£, C) nazywamy niefregowskim rachunkiem zdaniowym
(rachunkiem zdaniowym z identycznoscia, SCI). Najmniejsza
SCl-teorig, czyli C(()) nazywamy zbiorem twierdzen logicznych SCI.

W dalszym ciggu symbol C bedzie odnosit sie do okreslonej wyzej operacji.
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SEERIENCE ST TERWAL W EONAAl  Uzupetnienie: algebry regularne

@ Niech A = (A, o,...) bedzie algebra z operacja dwuargumentowa o
(oraz ewentualnie innymi operacjami).

e Mowimy, ze kongruencja 6 algebry A jest regularna ze wzgledu na
operacje o, gdy dla wszystkich a, b, c € A: jesli (ao b,coc) €0, to
(a,b) € 6

@ Twierdzenie. Jezeli kongruencja 0 algebry A jest regularna ze
wzgledu na operacje o, to w algebrze ilorazowej A/6 kongruencja
identycznosciowa jest regularna ze wzgledu na operacje o?,
odpowiadajaca operacji o.

e Dowdd. Mamy pokaza¢, ze dla x,y,z € A/6 zachodzi warunek: jesli
(xo?y)=(z02), tox=y.

o Zatézmy, ze (x o y) = (z 0% z). Niech x = a/0, y = b/0, z = c/6.

e Wtedy (ao b)/0 = (coc)/f, astad (aob,coc) € b.

@ Poniewaz 6 jest regularna wzgledem o, wiec (a, b) € 0, czyli
a/f0=b/0, awiec x =y. O
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SEERIENCE ST TERWAL W EONAAl  Uzupetnienie: algebry regularne

o Algebre A = (A, o,...) nazywamy regularng wzgledem o, jesli kazda
kongruencja tej algebry jest regularna wzgledem o.

o Algebre A = (A,o01,...,0,) nazywamy regularng, jesli A jest regularna
ze wzgledu na pewnga operacje o;, dla 1 < i < n.

o Jesli zatem podzielimy algebre regularna przez jej dowolna
kongruencje, to kongruencja identycznosciowa w algebrze ilorazowej
bedzie regularna ze wzgledu na pewna operacje algebry ilorazowe;j.

@ Twierdzenie. Dla kazdej SCl-teorii T relacja ~1, okreslona
nastepujaco: a ~1 [ wtedy i tylko wtedy, gdy (« = 3) € T ma
nastepujace wtasnosci:

@ ~ 7 jest kongruencja algebry £ = (L, —, A, V,—, >, =).

@ ~ jest regularna ze wzgledu na operacje =.
Q Jeslia~rBiaceT, tofeT
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SEERIENCE ST TERWAL W EONAAl  Uzupetnienie: algebry regularne

e Dowdd. Relacja ~7 jest zwrotna na mocy aksjomatu IDA1. Symetria
i przechodnio$¢ tej relacji wynika z aksjomatu IDA4 oraz twierdzen:
((a=pf)A(a=0q)) = ((a=a)=(=0q))
((a=B)A(y=9)) = ((a=7)=(8=8))

@ Relacja ~7 jest kongruencja na mocy aksjomatéw IDA2, IDA3, IDA4.
e Zatézmy, ze dla dowolnych «, (i vy zachodzi ((a = ), (v = 7)) €~7.
@ Znaczy to, ze (e =p)=(y=7)) e T.

o Wtedy, na mocy IDA4, (a =) € T, a zatem (o, ) €~7.

o Z IDA4 wynika, ze jeslia ~r Biae T,to e T, OJ

Formuty o postaci a = 3 nazywamy réwnosciami, a zbiér wszystkich
rownosci bedacych twierdzeniami teorii T oznaczamy przez Eq(T).
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S EHENCE ST TERWAL N ENAN Modele SCI

@ Algebry podobne do algebry SCl-jezyka nazywamy SCl-algebrami.
Klasa tych algebr zawiera klase wszystkich algebr Boole'a z operacja
dwuargumentowa o, czyli klase wszystkich B-algebr.

@ Podzbiér F uniwersum SCl-algebry A nazywamy SCl-filtrem, gdy dla
dowolnego homomorfizmu algebry SCl-jezyka w algebre A
przeciwobraz zbioru F jest SCl-teoria.

e Pare (A, F), gdzie A jest SCl-algebra, a F jest SCl-filtrem, nazywamy
SCl-matryca. Ze strukturalnosci operacji C wynika, ze dla dowolnego
zbioru zdan X matryca typu Lindenbauma (£, C(X)) jest SCl-matryca
(bo h=1[C(X)] jest SCl-teoria dla homomorfizméw h: £ — A).

e Pare (A, D) nazywamy SCl-modelem, gdy A jest SCl-algebra, a D jest
podzbiorem jej uniwersum takim, ze dla dowolnych a, b € A:

Q@ —"ac D wtedy i tylko wtedy, gdy a ¢ D

aAP b€ D wtedy i tylko wtedy, gdy a € D oraz b € D

aVA b€ D wtedy i tylko wtedy, gdy a€ D lub b€ D

a —” b c D wtedy i tylko wtedy, gdy a ¢ D lub b€ D

a ++” b € D wtedy i tylko wtedy, gdy a,b € D lub a,b ¢ D

aof b e D wtedy i tylko wtedy, gdy a= b

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 8 2021 27 / 59

©0000



S EHENCE ST TERWAL N ENAN Modele SCI

e Jesli (A, D) jest SCl-modelem, to D nazywamy normalnym ultrafiltrem
algebry A, a samg te algebre pétmodelem jezyka L. Jesli A jest
poétmodelem, to iloczyn wszystkich normalnych ultrafiltréow tej algebry
jest niepusty, poniewaz zbiory {a VA —a:ac A}, {a =R a:ac A},
{acPa:ac A}, {aocRra:ac A}, {-P(ac”a):a,bc Aa+#b}sa
wszystkie zawarte w kazdym normalnym ultrafiltrze tej algebry.

@ Przypominamy, ze ultrafiltr boolowski U nazywamy ultrafiltrem
normalnym algebry A = (A, A, V, —,1>, =+, 0), gdy dla dowolnych
a, b € A zachodzi: ao b € U wtedy i tylko wtedy, gdy a = b.

e Twierdzenie. W B-algebrze A = (A, A, V, —, >, =, 0) istnieje ultrafiltr
normalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych n i m oraz kazdych
ciggéw skonczonych c¢1,..., ¢y, a1,...,am, b1,..., bm jej elementéw

n m
zachodzi warunek: (x) jezeli A (cio¢) < \/ (ajo bj), to aj = b; dla
i= j=1

pewnego 1 < j < m.
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S EHENCE ST TERWAL N ENAN Modele SCI

o Dowdd. Zatézmy, ze w algebrze A istnieje ultrafiltr normalny U.
Wtedy dla dowolnych a, b € A mamy: ao b € U wtedy i tylko wtedy,
gdy a = b. Musimy pokaza¢, ze zachodzi warunek (x).

@ Zatézmy, ze dla ustalonych liczb m i n zachodzi

n m
N (cioci) < V (ajobj). Pokazemy, ze wtedy a; = b; dla pewnego
i=1 j=1
I1<j<m
@ Na mocy normalnosci ultrafiltru U mamy: ¢; o ¢; € U dla wszystkich
1<i<n
m
@ Stad, poniewaz U jest filtrem, wiec \/ (aj o bj) € U, a poniewaz ta
j=1

suma jest skonczona, a U jest ultrafiltrem, wiec aj o b; € U dla
pewnego 1 < j < m.

@ Poniewaz U jest ultrafiltrem normalnym, wiec a; = b;.
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S EHENCE ST TERWAL N ENAN Modele SCI

@ Zatozymy z kolei, ze zachodzi warunek (x) i pokazemy, ze w A istnieje
ultrafiltr normalny.

e Warunkiem wystarczajacym, aby istniat taki ultrafiltr jest to, aby
kazdy skohczony podzbiér zbioru
D={(cioci):cie A}U {—(aj o bj) raj,bje A ap # bj} byt r6zny
od zera algebry A.

@ Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze dla pewnych n oraz m mamy:
n m

N (cioc) A é\ —(ajo bj) =0.

i=1 j=1
n m
e Wtedy, na mocy prawa De Morgana: A (cioc)A— \/ (ajob))=0
i=1 j=1
n m
e To znaczy, ze A (cioci) < V (ajoby).
i=1 j=1
o Jednak z definicji zbioru D mamy a; # b; dla wszystkich 1 <j < m, a
zatem nie zachodzi warunek (). d
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SEERIEINCEY ST TERWAL W ENNAAl Twierdzenie o petnosci SCI

@ Przypomnienie notacji. Sat,(9t) oznacza zbiér wszystkich zdan
spetnionych przez h w 9, czyli zdan « takich, ze h(a) € D. Tutaj
M = (A, D) jest matryca logiczng. Mamy wiec: Sat,(9M) = h=1(D).
Przypominamy, ze zbiorem tautologii matrycy 9t = (A, D) nazywamy
zbior E(MT) = () Saty(9M), gdzie h przebiega zbiér wszystkich

h

homomorfizméw algebry jezyka w algebre A. Mamy zatem:
E(OM) = N h~Y(D).
h

o Twierdzenie. T jest teorig zupetna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
model Mt = (A, D) oraz homomorfizm h algebry jezyka w algebre A
taki, ze T = Sat(9).

@ Zauwazmy, ze jesli T jest teoria zupetna, to matryca
Lindenbauma-Tarskiego 9(T) = (£L/ ~1, T/ ~71) jest SCl-modelem,
anadto T = Sat, D(T), gdzie k-, (a) = a/ ~7 oraz a ~1 3
wtedy i tylko wtedy, gdy (¢ =8) € T. O
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SEERIEINCEY ST TERWAL W ENNAAl Twierdzenie o petnosci SCI

@ Poniewaz C jest regularng operacja konsekwencji, wiec kazda
SCl-teoria jest iloczynem wszystkich teorii zupetnych ja zawierajacych.
To pozwala udowodni¢ twierdzenie o petnosci dla SCI:

e Twierdzenie. Dla dowolnych X C L oraz o € L: o € C(X) wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego SCl-modelu 9t = (A, D) i dla kazdego
homomorfizmu h algebry jezyka w algebre A zachodzi implikacja:
jezeli X C Satp(9M), to a € Saty(M). O

@ Twierdzenie o petnosci mozna takze sformutowa¢ przy uzyciu
konsekwencji matrycowe;:

e Twierdzenie. Dla dowolnych X C L oraz a € L: o € C(X) wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego SCl-modelu 9t = (A, D): a € G(X).O

@ Mamy zatem: a € C(0) wtedy i tylko wtedy, gdy o € G (0) dla
kazdego SCl-modelu 9%t.
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@ Teorie T w SCl-jezyku nazywamy quasi-zupetna, gdy:

@ T jest niesprzeczna
@ T jest niezmiennicza
@ dla dowolnych formut « i 3, jezeli V(a)NV(B) =0 orazaVvVB € T, to
a € Tlub B €T (tu V(a) oznacza zbiér wszystkich zmiennych
zdaniowych wystepujacych w ).
o Twierdzenie. T jest quasi-zupetng SCl-teorig wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje SCl-model 90t taki, ze E(9) = T.
e Szkic dowodu. Niech 9 = (A, D) bedzie SCl-modelem. Najpierw
pokazemy, ze E(91) jest teorig quasi-zupetna.
o Niesprzecznos¢ zbioru E(90) jest oczywista.
o Niezmienniczos¢ zbioru E(9t) oznacza, ze jesli v € E(ON), to
e(a) € E(M) dla kazdego homomorfizmu e : £ — L, a ten fakt
wynika z definicji zbioru E (D).
@ Przypusémy (dla dowodu nie wprost), ze istnieja «v i (3 takie, ze
V(e)NV(B) =0 orazaV g € E(M), ale a ¢ E(M) i 5 ¢ E(IM).
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Sentential Calculus with Identity Quasi-zupetnosé

@ Istnieja zatem wartoS$ciowania zmiennych zdaniowych vy i v, takie, ze
hi(a) ¢ D i h2(B) ¢ D.

@ Poniewaz V()N V(B) = ), wiec mozemy okresli¢ wartosciowanie v
tak, aby: hY(a) = h"1(«) i h¥(B) = h"2(PB).

o Jednak wtedy h'(a V ) ¢ D, co stoi w sprzecznosci z zatozeniem, ze
aV e E(M).

o Pokazemy z kolei, ze dla kazdej teorii quasi-zupetnej T istnieje
SCl-model 91 taki, ze E(0N) = T.

e Dowodzi sie, ze dla kazdej teorii quasi-zupetnej T istnieje teoria
zupetna Ty taka, ze T jest najwieksza teorig niezmienniczg zawarta w
To.

e Tworzymy matryce Lindenbauma (£, Tp).

o Wtedy E((L, To)) jest najwieksza teoria zamknigta na podstawianie
zawarta w To, co implikuje, ze E((£, To)) = T.
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Sentential Calculus with Identity Quasi-zupetnosé

e Tworzymy matryce ilorazowa (£/ ~1,, To/ ~1,)-

o Wtedy T = E((L/ ~1,, To/ ~T1,)), co oznacza, ze takze
E((£/ ~10, To/ ~15)) = E((£, To)).

@ Réwnosci te wynikaja z tego, ze kazdy homomorfizm e : £L — L
wyznacza homomorfizm h: L — L/ ~1, taki, ze h = kNT0 o e, gdzie
kngy 1 L — L/ ~71, jest homomorfizmem kanonicznym.

o Takze na odwrét: kazdy homomorfizm h: L — L/ ~1, wyznacza
odwzorowanie e takie, ze h = ker, 0 €, CO wynika z faktu, iz £ jest
algebra absolutnie wolna. O
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S EHIEINCE ST TERWAL M ENIWAl Dygresja o ontologiach sytuacji

@ Teorig sytuacji w SCl nazywamy dowolnga teorie inwariantna w SCI.
Dla dowolnego SCl-modelu M = (A, D) algebra sytuacji istniejacych w
tym modelu nazywamy algebre A, a zbiér D nazywamy zbiorem
faktéw, zachodzacych w tym modelu.

e Element a € A nazywamy:

o faktem niewtasciwym, gdy h(a) = a dla pewnego twierdzenia
logicznego o i pewnego homomorfizmu algebry £ w algebre A.

e sytuacja logicznie niemozliwg, gdy istnieje formuta « taka, ze h(a) = a
i e C(0).

e sytuacja konieczng w algebrze sytuacji A, gdy a € D dla dowolnego
zbioru faktéw D okreslonego w algebrze A.
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S EHIEINCE ST TERWAL M ENIWAl Dygresja o ontologiach sytuacji

@ Ontologia sytuacji wyznaczong przez algebre sytuacji A nazywamy
zbiér wszystkich formut SCl-jezyka L, ktére sa prawdziwe w dowolnym
modelu okreslonym na algebrze A.

@ Niech / bedzie zbiorem indeksujacym wszystkie ultrafiltry normalne w
algebrze sytuacji A, a h przebiega zbiér wszystkich homomorfizméw
algebry jezyka £ w algebre sytuacji A. Wtedy:

@ Core(A) = () D; (rdzen algebry A)
iel
Core(A) to zbiér wszystkich sytuacji koniecznych w algebrze sytuacji A.
Q@ Val(A) = ﬂ E((A, D;)) (prawdziwos¢ w pétmodelu)

Val(A) to ontologla sytuacji wyznaczona przez algebre sytuacji A.

Q Val(A) = ﬂh LCore(A).
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S ERLENCEY ST TERWIL W ELIAAl  \Wzmocnienia aksjomatyczne SCI

@ Operacje konsekwencji C mozemy rozszerzy¢, okreslajac jej
wzmocnienie C4 aksjomatyczne wykorzystujace zbiér A dodatkowych
aksjomatéw: Ca(X) = C(AU X). Mamy oczywiscie Ca(0)) = C(A).

@ Wzmocnienia operacji konsekwencji C s3 interesujace ze wzgledu na
ich zwiazek z réznymi teoriami sytuacji.

@ Wzmocnienia aksjomatyczne odpowiadaja dodatkowym warunkom,
ktére naktadamy na ogét sytuacji.

e Zauwazmy, ze jesli zbiory A, B formut nie sa C-réwnowazne (czyli
C(A) # C(B)), to takze Ca # Cg.

@ Wzmocnien aksjomatycznych wyjsciowej operacji konsekwencji C jest
wiec tyle, ile jest C-nieréwnowaznych zbioréw formut.

@ Istnieja jednak tez wzmocnienia operacji C poprzez dodanie nowych
regut wnioskowania, ktére nie s3 réwnowazne zadnym aksjomatycznym
wzmochieniom tej operacji.
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S ERLENCEY ST TERWIL W ELIAAl  \Wzmocnienia aksjomatyczne SCI

o Twierdzenie. C, jest strukturalng operacjg konsekwencji wtedy i
tylko wtedy, gdy A jest zbiorem niezmienniczym.

o Dowdd. Zatézmy, ze Cp jest strukturalna operacja konsekwencji.
Wtedy dla dowolnego podstawienia e oraz wszystkich X C Lia e L
mamy: jesli a € Ca(X), to ea € Ca(X).

e Dla X = 0 mamy zatem: jesli a« € Ca(0), to e € Ca(0) dla
dowolnego podstawienia e.

o To znaczy, ze jesli a € C(A), to eaw € C(A) dla dowolnego
podstawienia e, czyli zbiér A jest niezmienniczy.

@ Zatézmy z kolei, ze zbiér A jest niezmienniczy i niech a € Ca(X),
czylia € C(AU X).

e Na mocy strukturalnosci C mamy ea € C(eAU eX) dla dowolnego
podstawienia e.

e Na mocy niezmienniczosci A mamy e € Ca(eX). O
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@ Teorie niezmiennicze w SCl-jezyku nazywaliSmy teoriami sytuacji. Z
kazda teoria sytuacji T zwigzana jest klasa modeli K taka, ze dla
dowolnych o € L oraz X C L zachodzi warunek: a € C1(X) wtedy i
tylko wtedy, gdy o € Gop dla kazdego 9t € K. Jednak klasa K nie jest
jednoznacznie wyznaczona.

o Jesli za K przyjmiemy klase wszystkich modeli, ktére s matrycami
Lindenbauma-Tarskiego dla wszystkich teorii zupetnych T;
zawierajacych teorie T, to jej elementami s3 modele:

M(T;) = (L) ~71,, Ti/ ~71.), przy czym kongruencja ~, jest
okreslona nastepujaco: a ~7, 5 wtedy i tylko wtedy, gdy
(a = B) € T;. Wtedy oczywiscie T C E(9(T;)).

@ Jedli istnieje model M taki, ze T = E(ON), to M nazywamy modelem
adekwatnym dla teorii T.

@ Gdy model 90t jest taki, ze dla wszystkich a € L oraz X C L zachodzi:
a € Cr(X) wtedy i tylko wtedy, gdy o € Gon(X), to D nazywamy
modelem adekwatnym dla rachunku logicznego (£, Ct) (dla
konsekwencji Cr1).
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S ERLENCEY ST TERWIL W ELIAAl  \Wzmocnienia aksjomatyczne SCI

Wszystkie teorie sytuacji posiadajg adekwatne matryce, ale jedynie
quasi-zupetne teorie sytuacji posiadaja modele adekwatne.

o Twierdzenie. Jezeli T jest teorig niesprzeczng, to M = (A, D) jest
modelem adekwatnym dla Cy wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione s3
warunki:

© 9 jest modelem adekwatnym dla T.

@ Dla kazdej teorii zupetnej T; zawierajacej T istnieje homomorfizm h z
L w A taki, ze T; = h~1(D). O

o Twierdzenie. Teoria T posiada model adekwatny wtedy i tylko wtedy,
gdy operator C7 posiada model adekwatny. O

e Twierdzenie. Jezeli M jest modelem adekwatnym dla teorii T, to:
Ct = Cwm wtedy i tylko wtedy, gdy Gy jest finitystycznym operatorem
konsekwencji. O
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Teorie w jezyku logiki niefregowskiej Teoria WB

@ Przez teorie boolowska w SCI (WB-teorig) rozumiemy teorie T, ktore;
twierdzeniami sa wszystkie podstawienia formut (zauwazmy, ze s3 to
aksjomaty teorii algebr Boole'a, zapisane przy pomocy zmiennych
zdaniowych, spéjnikéw prawdziwosciowych i spéjnika identycznosci):

Q@ ((prg)vr)=((qgVvr)A(pVvr))

((pva)rr)=((grr)V(pAr))

(PV(an—q)=p

(PA(gV—g)=p

(p=q)=(-pVa)

O (P a)=((p—aq)A(g—p)).
@ Zestaw tych aksjomatéw oznaczymy przez AB i zdefiniujemy:
WB = C(AB). Zachodzi réwnos¢
WB=C({a=p:a< € TFT}). Teoria WB jest niezmiennicza, a
wiec jest pewna teorig sytuacji. Wyznacza ona strukturalng operacje
konsekwencji Cyyg okreslona nastepujaco: « € Cpp(X) wtedy i tylko
wtedy, gdy o € C(WB U X).

e Pare (A, U) nazywamy B-modelem, gdy A jest B-algebra, a U jest

normalnym ultrafiltrem boolowskim w tej algebrze.
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Teorie w jezyku logiki niefregowskiej Teoria WB

e Twierdzenie. WB jest zbiorem wszystkich i tylko tych SCl-formut,
ktére s3 prawdziwe w kazdym B-modelu.

e Dowdd. Niech Mt = (A, U) bedzie dowolnym B-modelem. Poniewaz
reguta odrywania nie wyprowadza poza zbiér E(01), wiec dla dowodu
inkluzji WB C E(90) wystarczy pokaza¢, ze AB C E(9).

o W tym celu obliczamy wartos¢ kazdego aksjomatu z AB przy kazdym
homomorfizmie h : L — A i przekonujemy sie, ze jest ona elementem
zbioru U (wykorzystujemy fakt, ze U jest ultrafiltrem normalnym).

@ Przypusémy z kolei, ze v ¢ WB. Pokazemy, ze wtedy o ¢ E(90) dla
pewnego B-modelu 9N1.

o Jesli o ¢ WB, to istnieje teoria zupetna T taka, ze WB C T, ale
a¢T.

e Model ilorazowy (L£/ ~71, T/ ~7) jest B-modelem dla T, a wiec
takze dla WB. Mamy zatem: o« ¢ (L/ ~1, T/ ~7).

o Pokazalismy wiec, ze WB = [ E(M). O
N
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Teorie w jezyku logiki niefregowskiej Teoria WT

e Niech WT = C({a=p:a<+ € C(D)}). Teorie zawierajace WT
nazywamy WT-teoriami. Maja one formalizowa¢ teze 5.141 Traktatu
logiczno-filozoficznego, ktéra glosi: Jezeli p wynika z q, a g wynika z
p, to sa one jednym i tym samym zdaniem.

o T jest WT-teorig, gdy T = C(WT U X) dla pewnego zbioru
SCl-formut X.

o Kazda WT-teoria jest teorig operacji konsekwencji Cyy7:

a € Cyr(X) wtedy i tylko wtedy, gdy o € C(WT U X).

o W kazdej WT-teorii formuty logicznie réwnowazne s wzajemnie
wymienialne we wszelkich kontekstach, co oznacza, ze jesli
(v <> B) € C(D), to [p/a] € T wtedy i tylko wtedy, gdy
¢[p/B] € T, dla dowolnej formuty ¢ i zmiennej p.
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Teorie w jezyku logiki niefregowskiej Teoria WT

o Niektére wiasnosci teorii Cy7(0) = WT:

© WT jest najmniejsza teoria boolowska w SCI zamknieta na regute
Gadla: 2.

@ WT jest najmniejsza teoria w SCI zamknieta na regute quasi-fregowska
(;:g Teorie zamkniete ze wzgledu na te regute nazywamy
quasi-fregowskimi. Spéjnik identycznosci jest w nich spdjnikiem
réwnowaznosci. Oznacza to, ze jesli T jest quasi-fregowska, to

(o =pP) € T wtedy i tylko wtedy, gdy C(T U{a}) = C(T U{5}).

@ Zbior WT jest niezmienniczy, a wiec jest teoria sytuacji. Suszko pisze,
ze byt nieco zaskoczony faktem, iz istnieje pewien zwigzek miedzy ta
teorig a systemem modalnym S;. Mozna dokona¢ przektadu f jezyka
L na jezyk systemu S4, przy czym f(«a) = «, gdy a nie zawiera
spéjnika identycznosci oraz f(a = ) = O(a <> ). Wtedy a € WT
wtedy i tylko wtedy, gdy f(«) € Sa. Przektadu odwrotnego dostarcza
funkcja g taka, ze g(a) = o, gdy w « nie wystepuje [J, zas
g(0a) =a = (aV-a). Wtedy a € S wtedy i tylko wtedy, gdy
gla) e WT.
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Teorie w jezyku logiki niefregowskiej Teoria WT

o Na temat systemu S, znane s3 nastepujace fakty:

Q a € 5, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej TB-algebry A i
dowolnego homomorfizmu z £ w A: h(a) = 1a.

Q@ (Ha Vv OpP) € Sy wtedy i tylko wtedy, gdy Oa € Sy lub OS5 € S;.

© Niech a ~s, 8 wtedy i tylko wtedy, gdy O(a ++ 3) € S4. Wtedy ~s,
jest kongruencja i £/ ~s, jest dobrze spdjna algebra Boole'a.

@ S, jest quasi-zupetna.

o Opisane wyzej przektady pokazuja wiec, ze:

Q o € WT wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej TB-algebry A i
dowolnego homomorfizmu z £ w A: h(a) = 1a.

Q a=p5Vy=0€ WT wtedy i tylko wtedy, gdy « = 5 € WT lub
y=40¢€ WT.

© Algebra L/ ~wr jest dobrze spéjna TB-algebra.

© WT jest teorig quasi-zupetna.
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Teorie w jezyku logiki niefregowskiej Teoria WT

@ Przypomnienie: TB-algebra A = (A, A,V, —,>,+,0) jest dobrze
spéjna, gdy dla dowolnych a, b, ¢, d € A spetniony jest warunek: jesli
(aob)V(cod)=1,toa=blubc=d.

e Twierdzenie. W dowolnej TB-algebrze A = (A, A, V, —,>, +,0)
istnieje ultrafiltr normalny wtedy i tylko wtedy, gdy ta algebra jest
dobrze spéjna.

e Dowdd. Zatézmy, ze w TB-algebrze A = (A, A, V, —,>, =, 0) istnieje
ultrafiltr normalny U, czyli ultrafiltr boolowski taki, ze dla dowolnych
a, b € A zachodzi: ao b € U wtedy i tylko wtedy, gdy a = b.

e Zatézmy, ze (aob)V (cod) =1. Wtedy (ao b)V (cod) € U,
poniewaz U jest filtrem.

@ Skoro U jest ultrafiltrem, to ao b€ U lub cod € U, a poniewaz U
jest ultrafiltrem normalnym, to a = b lub ¢ = d.

Pokazalismy wiec, ze A jest dobrze spdjna.
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Teorie w jezyku logiki niefregowskiej Teoria WT

@ Zatézmy z kolei, ze A jest dobrze spéjna.

@ Przez indukcje pokazujemy, ze dla dowolnego n € N spetniony jest

warunek: jesli (a0 b1) V...V (apoby)=1,to a3 =bylub...lub
an = bp.

Jesli kazdy skonczony iloczyn boolowski elementéw ze zbioru
{coc:ce Afu{—(aiobj):aj,bi € A a; # b;} jest rézny od zera
algebry, to w A istnieje ultrafiltr normalny.

Poniewaz A jest TB-algebra, wiec kazdy iloczyn elementéw ze zbioru
{coc:ce A} jest réwny 1.

Wystarczy zatem pokaza¢, ze kazdy skonczony iloczyn elementéw ze
zbioru D = {—(aj o b;) : aj, bj € A, a; # b} jest rézny od zera.
Przypus¢my, ze —(az o b1) A ... A —(ap o b,) = 0 dla pewnych
(ajobj)e D, 1<i<n.

Na mocy prawa De Morgana mamy (aj o b)) V...V (a,0b,) =1, co
jest sprzeczne z zatozeniem, ze A jest dobrze spéjna, poniewaz a; # b;
dal<g<i<n

Pokazalismy zatem, ze w A istnieje ultrafiltr normalny. 0

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 8 2021 48 / 59



Teorie w jezyku logiki niefregowskiej Teoria WT

o Istnieje SCl-model 9 taki, ze WT = E(9). Zauwazmy bowiem, ze
WT jest quasi-zupetna oraz istnieje zupetna SCl-teoria T taka, ze
WT jest najwiekszg teorig inwariantng zawarta w T.

@ Niech ~7 bedzie relacja kongruencji okreslong nastepujaco: o ~1 3
wtedy i tylko wtedy, gdy (e« =8) € T.

o Niech M7 = (L) ~71,T/ ~71). Wtedy: E(7) = WT i M7 jest
przeliczalnym modelem adekwatnym dla WT.

@ Ponadto, poniewaz operacja konsekwencji Cyy7 jest regularna, wiec
klasa wszystkich modeli Lindenbauma-Tarskiego (£/ ~1, T/ ~7),
gdzie T jest zupetna WT-teorig, jest adekwatna dla systemu
logicznego (L, Cwr).
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Teorie w jezyku logiki niefregowskiej Teoria WH

e Nastepny rodzaj WB-teorii to te, w ktérych modelach
przyporzadkowany jest element najwiekszy B-algebry wszystkim
réwnosciom spetnionym w modelu, a réwnosciom niespetnionym w
modelu przyporzadkowany jest element najmniejszy B-algebry.

@ Mozemy rozszerzy¢ SCl-jezyk poprzez nastepujace definicje
(nietworcze i réwnosciowo przektadalne) statych zdaniowych:
1=(pV-p) 0=(pA-p)

@ Do aksjomatéw AB dodajemy wszystkie podstawienia powyzszych
dwéch formut oraz obie te definicje.

e Dodajemy takze zbiér H wszystkich formut SCl-jezyka
reprezentowanych przez schemat: (a =) =0V (a =) = 1.

@ Niech AH bedzie suma tych wszystkich zbioréw formut i niech
WH = C(AH). Teorie, ktére zawieraja zbiér WH nazywamy
WH-teoriami.
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Teorie w jezyku logiki niefregowskiej Teoria WH

e Najmniejsza WH-teorig jest WH = C(AH). Jest ona niezmiennicza i
réwnosciowo aksjomatyzowalna — taka aksjomatyke tworzg aksjomaty
algebry Boole'a wraz ze schematami:

O 1l=(aV-a)

Q 0=(aA—a)

Q (a=p)=((a=p)=1)
Q@ ~(a=p)=((a=p)=0).

@ Niech a ~py S wtedy i tylko wtedy, gdy (o = ) € WH. Witedy
~wH jest kongruencja.

o Twierdzenie. Dla dowolnej WH-teorii T algebra
L] ~r= (L) ~1,7,\,V,—, <>, 0) spetnia nastepujace warunki:

@ L/ ~7 jest TB-algebra.

@ Dla dowolnych «, 8 € L: =(Ja| o |B]) = (Ja| o |B] 0 0).

© Jezeli T jest teorig zupetna, to L/ ~7 jest algebra Henlego.

@ o € WH wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej TB-algebry
A= (A -, A V,—, 4, 0)idla dowolnych a, b € A zachodzi:
—(aob) =((aob)o0), a takze dla dowolnego homomorfizmu hz L w
A: h(a) = 1a. O
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Teorie w jezyku logiki niefregowskiej Teoria WH

o Elementy o postaci ao b s3 elementami otwartymi w TB-algebrach, a
jesli =(ao b) = ((ao b) 0 0), to kazdy element domkniety jest tez
jednoczesnie otwarty. Wszystkie elementy otwarte danej algebry
tworza algebre Boole'a. TB-algebry, w ktérych —(ao b) = ((ao b) 0 0)
nazywamy w sobie dualnymi TB-algebrami.

o Wiadomo, ze twierdzenia systemu modalnego Ss to doktadnie te
formuty, ktérych wartoscia (przy kazdym homomorfizmie) jest jedynka
we wszystkich topologicznych algebrach Boole'a, w ktérych kazdy
element otwarty jest jednocze$nie domkniety.

o Systemy Ss i WH sa wzajem przektadalne (poniewaz w TB-algebrach
operacje wnetrza i o s3 wzajemnie definiowalne):
Oa— a=(aV-a),
a= 0O+ f).
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Teorie w jezyku logiki niefregowskiej Teoria WH

o Poniewaz S5 jest quasi-zupetna, wiec WH tez jest quasi-zupetna, a
zatem istnieje zupetna WH-teoria T taka, ze WH jest najwieksza
zawartg w niej teorig niezmiennicza.

e Podobnie jak poprzednio, dzielimy matryce Lindenbauma (£, T) przez
kongruencje ~7 (gdzie a ~1 [ wtedy i tylko wtedy, gdy
(e = ) € T), co daje nam SCl-model M 1. Wtedy E(M7) = WH.
Model 9%+ jest modelem przeliczalnym silnie adekwatnym dla WH.

e Modelem Henlego (H-modelem) nazywamy dowolny SCI-model
M = (A, D) taki, ze A jest algebra Henlego.

@ Twierdzenie. Dla dowolnych o € L oraz X C L zachodzi
rownowaznos¢: a € Cyy(X) wtedy i tylko wtedy, gdy a € Gn(X) dla
wszystkich modeli Henlego 90t.

o Dowdd. Zatézmy, ze a ¢ Cpyyy(X).

@ Poniewaz SCI jest regularny, wiec istnieje teoria zupetna T taka, ze
XCTiag¢T.
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Teorie w jezyku logiki niefregowskiej Teoria WH

e Dzielac matryce (£, T) przez kongruencje ~7 (gdzie a ~71 [ wtedy i
tylko wtedy, gdy a = 3 € T) tworzymy matryce ilorazowa
M(T)L) ~71,T/ ~71), ktéra jest H-modelem.

e Dla homomorfizmu kanonicznego k., mamy wtedy:
kor(a) =af ~7, X C Saty_(M(T)) oraz a ¢ Saty__(M(T)).

@ Zatézmy z kolei, ze dla pewnego H-modelu 0t = (A, D) i dla pewnego
homomorfizmu h: £L — A mamy: h[X] C D i h(«) ¢ D.

e Poniewaz h™1[D] jest zupetng WH-teoria, wiec istnieje teoria zupetna
T taka, ze WHUX C Tia ¢ T, azatem a ¢ Cyn(X). O
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Teorie w jezyku logiki niefregowskiej Teoria WF

@ Teorie T w SCl-jezyku nazywamy fregowska, gdy jej twierdzeniami sa
wszystkie formuty jezyka L reprezentowaane przez schemat:
(o = B) = (a <> B). Niech AF oznacza zbiér wszystkich takich
formut. Najmniejsza teorie fregowska, czyli C(AF) oznaczamy przez
WEF. Jest ona inwariantna, a wiec jest pewna teorig sytuacji i
wyznacza pewien operator konsekwencji Cyyg, bedacy aksjomatycznym
wzmocnieniem SCI. Kazda teoria fregowska jest B-teoria. Modelem
dowolnej teorii fregowskiej jest zawsze dwuelementowa algebra Boole'a
B,, ktérej jedynka jest elementem wyréznionym. W teoriach
fregowskich spéjnik identycznosci jest spéjnikiem prawdziwosciowym.
Spéjnik réwnowaznosci ma wszystkie wtasnosci spéjnika identycznosci.

@ Operacja konsekwencji Cyyr jest okreslona nastepujaco. Dla
dowolnych a € Li X C L, o € Ce(X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego homomorfizmu h z £ w By: jesli h[X] C {1}, to h(a) = 1.
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BTN AV TR A STV IEEWEIRIYI  Skoriczone SCl-modele

@ Rachunek SCI jest rozstrzygalny, czego dowodzi sie odwotujac sie do
skofczonych modeli tego rachunku.

e Twierdzenie. Dla dowolnych liczb naturalnych n > 2, 1 <t <n

istnieje SCl-model Mt = (A, D) taki, ze |[A| =ni|D| = t. O
@ Twierdzenie. Dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje skonczona

SCl-algebra A zawierajaca n réznych podzbioréw Dy, ..., D, takich,

zedla 1 < i< npara (A, D;) jest SCl-modelem, a ponadto

E((A. D)) # E((A, D)) dia i # . w
o Twierdzenie. Jesli formuta a jest spetnialna w pewnym modelu, to

jest tez spetnialna w pewnym modelu skonczonym. O

e Wiemy, ze C(0) = () E(9), gdzie iloczyn dotyczy wszystkich
SCl-modeli. Na mocy powyzszych twierdzen, mamy réwniez:
C(0) = N E(M), gdzie iloczyn dotyczy skonczonych wszystkich
SCl-modeli. Pamietajmy jednak, ze dla zadnego pojedynczego modelu
skonczonego M warunek C()) = E(OM) nie zachodzi.
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RECTIERWRTPAV TR A RISV ISEWEIRIYI  Jeszcze o modelach adekwatnych

@ Istnieje matryca adekwatna M = (A, D) dla SCI taka, ze dla pewnego
homomorfizmu h z £ w A:

@ o = [ jest spetniona przez h w M, ale h(«) # h(B) (co oznacza, ze
spéjnik identycznosci nie ma w M zamierzonej interpretacji).

@ h71(D) nie jest maksymalna teoria niesprzeczna (co oznacza, ze
spojnik negacji nie ma zamierzonej interpretacji w tej matrycy).

@ Dla kazdego SCl-modelu 9t = (A, D) zachodza inkluzje:

C(0) C Val(A) C E((, D)).
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RECTIERWRTPAV TR A RISV ISEWEIRIYI  Jeszcze o modelach adekwatnych

e Twierdzenie. Dla pewnego modelu przeliczalnego M = (A, D)

zachodzi réwnosé: C(0) = E((A, D)). O
e Twierdzenie. Kazdy model adekwatny dla teorii C(0) jest
nieskonczony. O

Twierdzenie. Istnieje model 9t mocy kontinuum taki, ze C = Gy. O
Twierdzenie. Kazdy model 91 taki, ze C = Gy jest nieprzeliczalny. [J

Twierdzenie. Istnieje przeliczalny model 9 taki, ze Cyyy = Gy. O

e 6 o6 o

Twierdzenie. Kazda matryca adekwatna dla rachunku (£, Cyyr) jest
nieprzeliczalna, a wiec takze kazdy model adekwatny dla tego
rachunku jest nieprzeliczalny. O
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