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Plan konwersatorium

o Dzisiaj: wprowadzenie.
@ Semestr zimowy: Elementarz — Klasyczny Rachunek Zdan (KRZ).
@ Semestr letni: Elementarz — Klasyczny Rachunek Predykatéw (KRP)

v

Materiaty dydaktyczne beda dostepne na stronie Zaktadu Logiki
Stosowanej UAM:

www.logic.amu.edu.pl

Tam takze: linki do stron poswieconych logice matematycznej.

Konwersatorium konczy sie egzaminem pisemnym. J
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Logika — dziaty

Logika matematyczna
Logika filozoficzna
Ogolna metodologia nauk

Semiotyka logiczna

Logiczne podstawy informatyki.

Logika w rozwinietej postaci wytonita sie z refleksji filozoficznej Zachodu.
Obecnie wszystkie jej dziaty postuguja sie narzedziami matematycznymi.
Logika jest dyscypling o najbardziej rozwinietej i usystematyzowanej
metodologii.
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Logika matematyczna — dziaty

Elementarz Logiczny (KRZ + KRP)
Teoria dowodu
Teoria modeli

Teoria rekurs;ji

Metalogika.

Z logika matematyczng blisko zwigzane s3 Podstawy Matematyki,
obejmujace m.in. Teorie Mnogosci.

S3 dwa sposoby dydaktyki logiki:

@ Logica docens

o Logica utens.
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Logika — kilka podstawowych pojec¢

Pojecia syntaktyczne:

@ wnioskowanie, przestanka, wniosek;
@ aksjomat, dowdd, teza;

@ operacja konsekwencji, teoria.

Pojecia semantyczne:

@ wynikanie logiczne,
e prawo logiki (tautologia). J

Pojecia metalogiczne:

@ system logiczny;
@ niesprzecznosé, petnosé, zupetnosé, itd.
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System logiczny

Logika (systemem logicznym) nazywamy tréjke uporzadkowana (L, C, S),
gdzie:

v

o L jest jezykiem systemu;
o C jest operatorem konsekwencji;

@ S jest semantyka systemu.

L jest (precyzyjnie okreslonym) jezykiem formalnym. C jest funkcja
przyporzadkowujaca kazdemu zbiorowi X formut z L zbiér C(X) wszystkich
logicznych konsekwencji X. S jest pewng klasa systeméw relacyjnych
(uktadéw ztozonych ze zbioru obiektéw oraz wigzacych je relacji).
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Jezyki formalne

Okreslenie jezyka systemu logicznego wymaga podania: ]

@ alfabetu jezyka;

o regut formowania wyrazen ztozonych (ustalonych kategorii
sktadniowych).

Komponentem sktadniowym systemu logicznego (L, C, S) jest tez operacja
konsekwencji C rozwazana w tym systemie. Moze ona by¢ opisana na rézne
sposoby, np.:

@ poprzez wybranie pewnych aksjomatéw oraz regut inferencji (metoda
aksjomatyczna);

@ poprzez wybranie stosownych regut wnioskowania (metoda zatozeniowa).

Naczelna zasada metodologiczng jest przy tym zgodnos¢ sktadni z semantyka.
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Systemy logiczne: sktadnia

Rozwazmy prosty przykfad jezyka formalnego Lo.

Alfabet jezyka Lo zawiera wytacznie:

@ wszystkie elementy nieskoficzonego zbioru Ao = {©1,0,, 03, ...}

@ dwa symbole: § oraz %.

Zbiér Fo wszystkich wyrazen jezyka Lo definiujemy przez indukcje: J
o (1) Av C Fo
e (2) Jesli o, B € Fo, to §af € Fo
o (3) Jesli o € Fo, to ka € Fo
@ (4) Kazde wyrazenie w Fo jest badz elementem Ao, badz powstaje z
elementéw Fo przez zastosowanie reguty (2) lub reguty (3).
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Przyktad reprezentacji sktadniowej

Whyrazeniem jezyka Lo jest np. ciag: §§01028%Qok©1. Jego budowe
skfadniowa mozna reprezentowa¢ poprzez drzewa sktadniowe, np. tak:

O O

Na lisciach tego drzewa umieszczono elementy zbioru Aw, w jego weztach
symbole § lub v, w korzeniu funktor gtéwny rozwazanego wyrazenia.
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Przyktad reprezentacji sktadniowej

Inny sposéb drzewowej reprezentacji struktury sktadniowej wyrazenia

6601028 % O %k V1

8501028 % Ok Oy

§010, 3. 4%% $YI
RN TN
P10 Q2 %0, %O

| |
O2 01

Wezty tego drzewa oznakowano wszystkimi podwyrazeniami rozwazanego
wyrazenia.
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Systemy logiczne: sktadnia

Aksjomatami systemu (Lo, Co) sa wszystkie wyrazenia postaci:

o §8a 08§05y
° §Skaaa
° Sag¥kaf.

Reguta odcinania ogona to zbiér wszystkich par postaci ({§a3, a}, 5),
gdzie o, 8 € Fo. Dowodem wyrazenia « ze zbioru wyrazen X nazywamy
kazdy skonczony ciag aq, am, ..., a, taki, ze « jest identyczne z ap, a
kazdy element «y tego ciagu jest badz aksjomatem Lo, badz elementem
X, badz drugim elementem pary w regule odcinania ogona, gdzie pierwszy
element tej pary skfada sie z wyrazen wystepujacych w tym ciagu wczesniej
niz . Dla dowolnego X C Fo niech:

Co(X) = {a € Fo: istnieje dowdd « z X}.

Teza systemu (Lo, Co) jest kazde wyrazenie « takie, ze istnieje dowdd « z
aksjomatéw (Lo, Co).

v
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Systemy logiczne: sktadnia

Notacja infiksowa

Wyrazenia jezyka Lo zapisywane byty w notacji polskiej (prefiksowej):
symbol funktora przed symbolami jego argumentéw.

W dalszych wyktadach uzywa¢ bedziemy notacji infiksowej: symbol
funktora dwuargumentowego bedzie wystepowat miedzy symbolami swoich
argumentéw (podobnie jak czynimy to np. w zapisach arytmetycznych).
Notacja infiksowa wymaga dodania do alfabetu symboli pomocniczych:
nawiasu lewego ( oraz nawiasu prawego ).

W notacji infiksowej formuta §501028% 0o %01 przyjmuje postac:
((©1)8(V2))8((H(V2))8(Hk(V1))), a aksjomaty Loy maja postac:
o (SRS
o ((K())§(a))§(a)
o ()§((Fe(a))§(0)).
(Pézniej przyjmiemy konwencje redukowania liczby nawiaséw.)
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Struktury relacyjne

Komponent semantyczny systemu logicznego (L, C, S) to odniesienie
przedmiotowe jezyka L.

Struktura relacyjna to uktad postaci: J

A = (U,{Ri}icr, {fi}jess {ak}tkek)

@ U jest zbiorem, zwanym uniwersum struktury 21

@ {Ri}ic jest rodzing relacji na zbiorze U

o {fi}jcy jest rodzing funkcji okreslonych na zbiorze U i o wartosciach
w tym zbiorze

o {ak}tkek jest rodzing elementéw wyrdznionych zbioru U.
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Struktury relacyjne

Kilka uwag (terminologicznych):

e Gdy J = K = (), to méwimy o strukturach relacyjnych czystych.
e Gdy I = K = (), to méwimy o algebrach.

o Czesto rozwazamy struktury wielosortowe: zamiast zbioru U mamy
wtedy rodzine zbioréw { U, },cy; wtedy odpowiednio okreslone sa
relacje oraz funkcje takiej wielosortowej struktury.

@ Struktury relacyjne s3 interpretacjami jezyka Klasycznego Rachunku
Predykatéw (z identycznoscia).
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Systemy logiczne: semantyka

Matryce logiczne

Matryce logiczne to algebry, w ktérych uniwersum pewne elementy s
wyréznione. Matryca logiczng nazywamy wiec uktad postaci:

M = (U, {f}jes, D), )

gdzie {f;}jc, jest rodzing funkcji na U, a D jest pewnym podzbiorem U. J

W Klasycznym Rachunku Zdan postugiwac sie bedziemy matryca
dwuelementowy, z jednym elementem wyréznionym. Funkcje z tej matrycy
beda semantycznymi odpowiednikami spéjnikéw prawdziwosciowych
(znanych wszystkim ze szkoty).
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Systemy logiczne: semantyka

Pojecie izomorfizmu

Pojecie izomorfizmu struktur relacyjnych oméwimy w grubym
uproszczeniu, dla struktur z jedna relacja dwuargumentowa oraz jedna

funkcja jednoargumentowa (ogélniej o tym: na Wstepie do Matematyki).
Powiemy, ze struktury:

Ql1:<UlvR177[1> [ Ql2:<U2aR2>f2>
sa izomorficzne, gdy istnieje wzajemnie jednoznaczna funkcja f z U; na
U, taka, ze dla dowolnych x,y € Us:

e xRiy = f(x)Raf (y)
o f(f(x)) = f(f(x)).

Funkcja f : Uy — U, jest homomorfizmem 2; w 25, gdy dla dowolnych
x,y € Uz:

o jesli xRyy, to f(x)Raf ()
o f(f(x)) = h(f(x)).
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Elementarz Logiczny

System (Lo, Co) to (sktadniowo-inferencyjna) czes¢ Elementarza
Logicznego — jak p6zniej zobaczymy, moze on by¢ utozsamiany z
(implikacyjno-negacyjnym) Klasycznym Rachunkiem Zdan.

Trzeba jeszcze okreslic komponent semantyczny So, tj. okresli¢ takie
matryce logiczne M = (U, {f;}jcy, D), ze przy kazdym homomorfizmie Lo
w M tezy systemu (Lo, Co) (i tylko one) beda miaty wartosci wytacznie w
zbiorze D.

Tym wtasnie zajmiemy sie na dalszych zajeciach. )
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Przestrogi

Bedziemy uczy¢ sie jedynie Elementarza Logicznego. Pominiete zostang
aspekty pragmatyczne (o tym — na roku V).

Akceptujemy klasyczna definicje prawdy. ]

Nie traktujemy Logiki Matematycznej jako dyscypliny normatywnej. )

W zastosowaniach (znajdowanie ,przektadéw” z jezyka naturalnego na
jezyki systeméw logicznych) ograniczamy sie do wybranych fragmentéw
jezykéw etnicznych.
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Motto

Naszym mottem w tym roku bedzie hasto jednego z Bohateréw | Wojny
Swiatowe;j:

Do zobaczenia na dalszych wyktadach. ip |
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