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1 Wstep

Ten wyklad stanowi uzupetnienie do wyktadéw dotyczacych tablic analitycznych
oraz metody rezolucji. Jak pamigtamy, w metodzie tablic analitycznych pewien
ktopot sprawiaty y-formuty: reguta ich dotyczaca nakazywala zastapi¢ kazda ~y-
formutg przez wszystkie jej instancje, z uzyciem dowolnych terméw domknigtych.
Do zamykania gatezi tablicy analitycznej wystarcza jednak znalezienie pary formut
wzajem sprzecznych, a wigc w odniesieniu do y-formut oznacza to znalezienie ta-
kich ich instancji, ktére wystarczaja do zamknigcia galezi. Proponowanym rozwia-
zaniem jest rozwazanie tablic analitycznych ze zmiennymi wolnymi, a nastgpnie
znajdowanie takich podstawien (terméw domknigtych za zmienne), aby mozliwe
bylo zamykanie gatezi.

Metoda rezolucji w KRZ byta dosy¢ banalna. Jest ona o wiele ciekawsza w lo-
gice pierwszego rzgdu, wymaga jednak skorzystania z procedur unifikacji (uzgad-
niania). Dysponujemy r6znymi algorytmami unifikacji dla logiki klasycznej. Uni-
fikacja oraz rezolucja sa fundamentalnymi pojgciami, wykorzystywanymi w auto-
matycznym dowodzeniu twierdzen w jezykach pierwszego rzedu.

Plan na dzis:

1. Opiszemy procedure unifikacji.
2. Poznamy regulg rezolucji dla logiki pierwszego rzedu.
3. Podamy reguty dla metody tablic analitycznych ze zmiennymi wolnymi.

4. Sformutujemy kilka twierdzen metalogicznych dotyczacych unifikacji i re-
zolucji w logice pierwszego rzgdu.

5. Pobawimy si¢ przyktadami dowodéw rezolucyjnych w logice pierwszego
rzgdu.



2 Podstawienia

1. Podstawieniem nazywamy kazda funkcje o ze zbioru wszystkich zmien-
nych w zbiér wszystkich terméw, ktora jest funkcja identyczno$ciowa pra-
wie wszedzie, tj. dla wszystkich, oprécz skoficzonej liczby, zmiennych.

2. Zapis: {x1 > t1,...,x, — t,} 0znacza podstawienie termow ¢; za zmienne
z; (1 <1< n).

Jesli o jest podstawieniem, a E wyrazeniem (termem lub literalem), to Eo
definiujemy przez indukcje:

1. Fo = xo, gdy E jest zmienng x,

2. Eo = f(tio,...,t,0), gdy E jest termem ztozonym f(t1,...,t,),

3. Eo = R(t10,...,tno), gdy E jest literatem pozytywnym R(t1, ..., tm),
4. Eo = —R(t10,...,t,0), gdy E jestliteratem negatywnym —R(t1, . .. , t,,).

Dziedzing podstawienia o jest zbior: dm(o) = {x : xo # x}, a przeciwdzie-
dzing (zbiorem wartosci) podstawienia o jest zbior: rg(c) = |J {zo}.

x€dm(o)

Jesli S jest zbiorem wyrazen, a o podstawieniem, to przez So oznaczaé be-
dziemy zbiér {Eco : E € S}.

Poniewaz podstawienia sa funkcjami, wigc mozna na nich wykonywaé opera-
cje zlozenia. Zapis Fof, gdzie F jest dowolnym wyrazeniem, nalezy odczytywac:
wynik podstawienia ztozonego o6 na wyrazeniu E. Przy tym, wartos¢ t¢ nalezy
rozumie¢ jako wynik operacji (Eo)6.

1. Niech 0 = {z1 — t1,...,xp > tp}orazo = {y1 — Si,...,Ym > Sm}.
Wtedy 0o jest podstawieniem:

{z; = tic + xy e dm(O)Ax; # tio}U{y; — s; : y; € dm(o)—dm(8)}
(czyli stosujemy o do terméw ¢; otrzymanych w 6 [wykluczajac z; — x;], a

potem dodajemy z o podstawienia dla tych zmiennych, ktérym 6 nie nadaje
wartosci).

2. Podstawienie puste € jest elementem neutralnym tej operacji, tj. e = € = 6.

Operacja ztozenia jest taczna, ale nie jest przemienna.
Rozwazmy przyktadowe obliczenie zlozenia podstawien. Rozwazmy miano-
wicie literat E: P(x,y,w,u) oraz podstawienia (tu a, b, ¢ state):



Lo=A{z— f(y),y—g(2),w v}
2.o={z—ay—bz— f(y),v—wu—c}
3. B0 = P(f(y),9(2),v,u)

4. (EO)o = P(f(b),9(f(y)), w,c)

Obliczamy zlozenie fo:

1. = zamieniamy na f(y), potem y zamieniamy na b, czyli x — f(b)

2. y zamieniamy na g(z), potem z zamieniamy na f(y), czyliy — g(f(y))
3. w zamieniamy na v, potem v zamieniamy na w, czyli opuszczamy w — w
4. w E0 nie ma z, wiec x — a nie dziala

5. 6 nie zmienia u, wigc zostaje u — ¢

Tak wigc: 0o = {x — f(b),y — g(f(y)),ur ¢,z — f(y),v— w}

3 Unifikacja

3.1 Definicje
1. Niech S = {FE1,..., E,} bedzie zbiorem wyrazen. Powiemy, ze podstawie-
nie o jest unifikatorem dla S, gdy:
Fio=FEyo=...=FE,0.
Zbidr S jest uzgadnialny, jesli istnieje unifikator dla .S.

2. Unifikator 6 dla S jest najbardziej ogolnym unifikatorem (most general uni-
fier, w skrocie: mgu), gdy dla kazdego unifikatora o dla S istnieje podsta-
wienie )\ takie, ze O\ = o.

3. Podstawienie A przemianowuje zmienne, jesli dm(\) = rg(A). Dla przy-

ktadu:

(a) podstawienie {z — y,y — 2,z — x} przemianowuje zmienne,

(b) podstawienia: {z +— y} oraz {x — 2,y — z} nie przemianowuja
zmiennych.



Jesli A = {x1 — y1,...2n — Y} jest podstawieniem przemianowujacym
zmienne, to podstawieniem do niego odwrotnym jest podstawienie A™! = {y;
T1,...Yn = T }. Oczywiscie, jesli A przemianowuje zmienne, to A~ tez.

Mozna dowiesc, ze jesli 6 oraz 1) sq najbardziej ogélnymi unifikatorami dla .S,
to istniejg podstawienia przemianowujace zmienne o oraz A takie, ze: S0 = S
oraz S0 = SYA.

Dwa podstawienia sg réwne, symbolicznie o = 6, jesli xo = z0 dla kazdej
zmiennej x. MOwimy, ze o jest bardziej ogdlne niz 0, symbolicznie 0 =< 6, jezeli
istnieje A takie, ze @ = o \. Relacja < jest czgSciowym porzadkiem. Relacja = =
=< N <71 jest oczywiscie rtéwnowaznoscia. Mozna udowodnié, ze o = 6 wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje podstawienie A przemianowujace zmienne takie, ze o =
O

Dla przyktadu, niech o1 = {z — f(g(a,h(2))),y — g(h(z),b),z — h(z)}
oraz o9 = {x — f(g9(z,v)),y — g(z,b)}. Wtedy o2 jest bardziej ogdlne niz o1,
poniewaz o1 = o097, gdzie 7 = {x — a,y — h(z),z — h(z)}.

Jesli unifikator o dla zbioru S ma tg wlasno$¢, ze dla dowolnego unifikatora
7 dla S dziedzina dm(c) nie ma wigcej elementéw niz dziedzina 7, to o nazy-
wamy unifikatorem minimalnym dla S. Dla przyktadu, jezeli S = {z, f(y)}, to
podstawienia 0 = {y — z,x — f(z)} oraz 7 = {x — f(y)} sa oba najbardziej
og6lnymi unifikatorami dla .S, ale tylko 7 jest unifikatorem minimalnym dla S.

Mozna podaé definicj¢ mgu takze w terminach porzadku <. Mianowicie ¢ jest
najbardziej ogdlnym unifikatorem (mgu) dla zbioru wyrazen S, gdy ¢ = 6 dla
kazdego unifikatora 6 dla S. Obie podane definicje sa rownowazne: ¢ = 6 dla
kazdego unifikatora 6 dla S wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego unifikatora 6 dla
S istnieje podstawienie A takie, ze 6 = o A.

3.2 Przyklady

Przyklad 1. Czy zbiér { f(a,z), f(y,b) }jestuzgadnialny, tj. czy mozna dokonac
takiego podstawienia zmiennych, aby otrzyma¢é z tych obu terméw jeden i ten sam
term? Tak, wystarczy dokonaé podstawienia o:

1. z—0

2.y a.

Wtedy f(a,z)o0 = f(a,b) oraz f(y,b)o = f(a,b). Podstawienie {z
b,y — a} nie jest w tym przypadku mgu dla rozwazanego zbioru terméw. Najbar-
dziej ogdélnym unifikatorem dla tego zbioru jest podstawienie § = {zx — y}, po-
niewaz dla dowolnego podstawienia 0 = {x + ¢,y > ¢t} mamy: 0 = 0{y — t}.



Natomiast w przypadku terméw f(a, x) oraz f(x,b) nie istnieje podstawienie
zmiennych, po dokonaniu ktérego otrzymaliby$my jeden i ten sam term.

Przyklady 2i 3. Niech S; = {P(z,¢), P(b,c)} oraz So = {P(f(z),y), P(f(a),w)}.
Wtedy zaréwno S jak i S2 sa uzgadnialne. Unifikatorem dla S jest podstawie-
nie x — b. Nadto, jest to jedyny unifikator dla .S1. Zbiér So ma natomiast wiele
réznych unifikatoréw, np.:

1. 0 ={x— a,y — w},
2.o={r—a,y— a,wr a},
3. v ={z— a,y— bw+— b}.

W tym przypadku 6 jest mgu dla Ss.
Przyklad 4. Niech:

L S1 = {f(z,9(x)), f(h(y), 9(h(2)))}
2. 53 = {f(M=),g(x)), f(g(z), h(z))}.

Pokazemy, ze S1 jest uzgadnialny, natomiast S5 nie jest.

W kazdym z obu powyzszych przypadkéw wszystkie literaly rozpoczynaja si¢
od symbolu funkcyjnego f. Gdyby poszczegdlne literaty (w S; lub w S5) roz-
poczynaly si¢ od réznych symboli funkcyjnych, to stosowne zbiory nie bylyby
uzgadnialne, poniewaz podstawienia dotycza jedynie zmiennych.

W kazdym z rozwazanych przypadkow f jest dwuargumentowym symbolem
funkcyjnym. Trzeba zatem przyjrze¢ si¢ pierwszemu i drugiemu argumentowi f.
Jesli uda si¢ znaleZ¢ podstawienie, ktore bedzie uzgadnia¢ oba te argumenty, to
tym samym znajdziemy unifikator dla rozwazanego zbioru literatow.

1. pierwszymi argumentami f sa: x i h(y),
2. drugimi argumentami f sa: g(x) i g(h(2)).

Aby uzgodnic pierwsze argumenty (w najbardziej ogélny sposéb) powinni§my
dokonaé podstawienia = +— h(y). Wtedy drugie argumenty literatéw w Sy przy-
biorg postaé: g(h(y)) oraz g(h(z)), odpowiednio. Pierwszym miejscem, w ktérym
r6znig si¢ te drugie argumenty jest wystapienie y. Mozemy uzgodnié drugie argu-
menty poprzez podstawienie y — z. Otrzymujemy wtedy jeden i ten sam literat dla
drugich argumentéw: g(h(z)). To podstawienie zastosowac trzeba takze do pierw-
szych argumentéw, dla ktérych otrzymujemy wtedy: h(z).

Ostatecznie mamy nastgpujace wyrazenie, takie samo dla pierwszego i dru-
giego literatlu wystepujacego w S1: f(h(z), g(h(z))).



Unifikatorem poszukiwanym dla uzgodnienia zbioru S jest wigc ztozenie pod-
stawiefi: {x +— h(y)} oraz {y — z}.

W przypadku zbioru So mamy nastgpujace wartosci dla pierwszych oraz dru-
gich argumentéw f:

1. pierwszymi argumentami f sa: h(x) i g(x),
2. drugimi argumentami f sa: g(x) i h(z).

Dla pierwszych argumentéw f pierwszym symbolem, ktérym si¢ one réznia,
jest symbol funkcyjny, a nie zmienna.

Tak wigc, préba ich uzgodnienia koficzy si¢ niepowodzeniem. (Podobnie dla
drugich argumentéw, ale to juz bez znaczenia, poniewaz pierwsze argumenty nie
moga zosta¢ uzgodnione.) Widzimy zatem, ze So nie jest uzgadnialny.

Przyklad 5. Niech S = {R(f(g9(z)),a,z), R(f(g9(a)),a,b), R(f(y),a,z)}.
Pokazemy, ze S nie jest uzgadnialny.

Kazdy z literatéw w S rozpoczyna si¢ od ciagu symboli R(f(. W drugim z
literatéw nastgpuje potem g(a), a w trzecim zmienna y. Term g(a) nie zawiera
zmiennej y. Podstawiamy y — g(a):

{R(f(9(x)), a, ), R(f(9(a)),a,b), R(f(g(a)), a,z2)}.

Mamy wigcej niz jeden literat. Teraz wszystkie literaty rozpoczynaja si¢ od ciagu
symboli R(f(g(. W pierwszym z literaléw jest dalej zmienna x, a w drugim term
a, ktory nie zawiera x. Podstawiamy x +— a i otrzymujemy:

{R(f(9(a)), a,a), R(f(g(a)),a,b), B(f(g(a)),a, 2)}.

W dalszym ciagu mamy wigcej niz jeden literat. Kazdy literat rozpoczyna si¢
teraz od ciagu symboli R(f(g(a),a. W pierwszym literale mamy dalej term a,
natomiast w drugim term b. Zaden z tych term6w nie jest zmienna, a wiec nie ma
podstawienia, ktore uzgadniatoby te termy. W konsekwencji, wyjsciowy zbiér S
nie jest uzgadnialny.

Przyklad 6. Zbiér { P(x,y), P(x, f(y))} nie jest uzgadnialny. Niezaleznie od
tego, co podstawimy za zmienne x oraz y, w drugim literale jest jedno wigcej
wystapienie symbolu f niz w pierwszym.

Powyzsze przyktady (zaczerpnigte z: Baader, Snyder 2001, Hedman 2004 oraz
Nerode, Shore 1997) dobrane sa tak, aby zilustrowac algorytmiczny sposéb od-
najdywania mgu dla zbioru literatéw (lub pokazania, ze zbiér literatéw nie jest
uzgadnialny).



Niech S bedzie skoniczonym niepustym zbiorem wyrazen. Zbiorem niezgodno-
Sci (niektérzy uzywaja terminu: para niezgodnosci) dla S nazywamy kazdy dwu-
elementowy zbidér wyrazen {E, E»} taki, ze symbole (funktory) gtéwne w Ej i
FE) sarézne oraz F i E5 wystegpuja na tych samych pozycjach jako podwyrazenia
dwéch wyrazen w S. Dla przyktadu, gdy S = {z,g(a,y,u), g(z,b,v)}, to zbio-
rami niezgodnosci dla S sa: {a, 2z}, {y, b}, {u,v},{z,g(a,y,u)},{z, g(z,b,v)}

Zbiory niezgodnoSci tatwo sobie wyobrazié, gdy uwzglednimy syntaktyczng
budowe terméw. Termy mozemy traktowal jako drzewa znakowane. Przy tym,
znakowanie wierzchotkéw takiego drzewa moze uwzgledniaé, oprécz poszczegodl-
nych symboli wystgpujacych w termie, takze pozycje tych symboli w termie (np.
numer argumentu funktora). Dla przyktadu, term f(g(x, h(a,b))) ma nastepujace
reprezentacje:

Term f(g(z, h(a,b))):

| o
g 9,1
PN T
x h z, 1 h,2
N P
a b al b2

Lewe drzewo to po prostu drzewo syntaktyczne termu f(g(x,h(a,b))). W
drzewie prawym zaznaczono pozycje poszczegdlnych argumentéw.

f,0 f,0
| |
g,1 g,1
P P
z,1 h,2 x,1 h,2
P P
a,l ¢2 a,l b,2

Zbiér niezgodnosci: {c, b}.
Zwr6émy uwage, ze do ¢ prowadzi w powyzszych drzewach taka sama droga,
jak do b, a mianowicie droga: (f,0), (g, 1), (h,2).



g,1 g,1
{L‘,l h1,2 .’L‘,l h2,2
P P
a,1 b2 a,l b2

Zbiér niezgodnosci: {h1(a,b), ha(a,b)}.

Zwr6émy uwage, ze do hi(a,b) prowadzi w powyzszych drzewach taka sama
droga, jak do ha(a, b), a mianowicie droga: (f,0), (g, 1).

Jesli S jest skoficzonym zbiorem wyrazen takim, ze jednym z jego zbioréw nie-
zgodnosci jest {x,t} (gdzie = jest zmienna, a ¢ termem nie zawierajacym zmiennej
x), to méwimy, ze S{x — t} jest otrzymany z S przez eliminacje zmiennej wzgle-
dem {z — t}. Dowodzi sig, ze:

1. Jesli o jest unifikatorem dla S, a D jest jednym ze zbioréw niezgodnosci dla
S, to:

(a) o jest unifikatorem dla D,
(b) kazdy element D jest termem,

(c) jednym z elementéw D jest zmienna, ktéra nie wystgpuje w drugim
elemencie D.

2. Niech o bedzie unifikatorem dla zbioru S zawierajacego co najmniej dwa
elementy i niech {z,¢} bedzie zbiorem niezgodnosci takim, ze x # zo.
Jeslit=0—{x— xzo},too = {z > t}7.

Niech S bedzie dowolnym skoniczonym zbiorem wyrazen (terméw lub formut)
bez kwantyfikatorow i niech Vg bedzie zbiorem wszystkich zmiennych wystepuja-
cych w S. Dowodzi sig, ze:

1. Jesli S jest uzgadnialny, to uzgadnialny jest tez kazdy zbidr otrzymany z S
przez eliminacj¢ zmiennych.

2. Przez eliminacj¢ zmiennych mozna z S otrzymac jedynie skonczenie wiele
zbioréw.

3. Jesli S’ otrzymano z S przez eliminacj¢ zmiennych wzgledem {z — t}, to
moc zbioru S’ jest mniejsza niz moc S oraz Vg = Vg — {z}.



4. Przechodnie domknigcie relacji zachodzacej miedzy zbiorami S i S wtedy
i tylko wtedy, gdy S’ jest otrzymany (w jednym kroku) z S przez elimina-
cje zmiennej, jest ufundowane, tj. nie istnieja nieskoriczone ciagi zbioréw
otrzymywanych przez kolejne eliminacje zmiennych.

Definicja obliczonego unifikatora ma postaé indukcyjna (wzgledem mocy dzie-
dziny unifikatora):

1. 0 jest (jedynym) obliczonym unifikatorem dla dowolnego jednoelemento-
wego zbioru wyrazen bez kwantyfikatoréw.

2. Jesli podstawienie o takie, ze moc dm(o) réwna jest n jest obliczonym uni-
fikatorem dla skoficzonego zbioru S’ oraz S’ mozna otrzymaé z S przez
eliminacje zmiennej wzgledem {z +— ¢}, to podstawienie o U {z > to} =
{z — t}o 0o mocy dziedziny réwnej n + 1 jest obliczonym unifikatorem dla
S.

Mozna udowodni¢ (zob. np. Letz 1999, strona 162), ze:

1. Jesli zbiér S jest uzgadnialny, to ¢ jest minimalnym unifikatorem dla S
wtedy i tylko wtedy, gdy o jest obliczonym unifikatorem dla S.

2. Jesli zbidr S jest uzgadnialny, to obliczony unifikator dla .S jest najbardziej
og6lnym unifikatorem dla S.

Dla sformutowania algorytmu unifikacji uzyteczne bgdzie nastgpujace poje-
cie. Niech .S bedzie skoniczonym niepustym zbiorem wyrazen. Traktujemy S jako
zbidr uporzadkowany liniowo. Znajdujemy pierwsza (z lewej) pozycje, na ktorej
nie wszystkie elementy S maja ten sam symbol. Zbidr podwyrazen kazdego wyra-
zenia F € S, ktére zaczynaja si¢ od tej pozycji jest oznaczamy przez D(S).

W Przyktadzie 4 powyzej rozwazaliSmy zbiory: S = { f(z, g(x)), f(h(y),g(h(2)))}
oraz Sy = {f(h(x),g(x)), f(9(x), h(x))}. Mamy tutaj: D(51) = {x, h(y)} oraz
D(Ss) = {h(x), g(x)}.

Dla Si{z — h(y)} mamy:

D(S1{e = h(y)}) = D{F(h(y), ghw)), F(h(y), g(h(=)}) = {y, =}

Zauwazmy, ze dowolny unifikator zbioru wyrazen S musi uzgadniaé zbidr
D(S).



4 Algorytm unifikacji

4.1 Algorytm

Pojecie unifikacji odnaleZzé mozna juz w pracach Herbranda. Podaje on réwniez
nieformalny opis algorytmu unifikacji, cho¢ bez dowodu jego poprawnosci. Sam
termin unifikacja po raz pierwszy zostat uzyty przez J.A. Robinsona, ktéry wyko-
rzystywal pojecie unifikacji w badaniach reguty rezolucji oraz pokazal, ze uzgad-
nialny zbidr terméw ma mgu i podat algorytm znajdowania tego mgu.

W wielu podrecznikach przedstawiany jest nastepujacy algorytm unifikacji 2.
Niech dany bedzie zbidr literatéow S jezyka pierwszego rzedu. Préba jego unifika-
cji polega na znalezieniu ciaggu podstawien, ktérych ztozenie jest mgu dla S lub
orzeczeniu, ze S nie jest uzgadnialny, w przypadku gdy taki ciag nie istnieje.

Struktura algorytmu unifikacji.

Krok 0. Niech Sy = S oraz oy = e.

Krok & + 1. Jesli zbidr Sj, ma tylko jeden element, to algorytm koriczy prace:
ztozenie oyoy . .. oy jest mgu dla S.

W przeciwnym przypadku sprawdzamy czy istnieje zmienna x oraz term ¢ nie
zawierajacy zmiennej x takie, ze x € D(Sy) orazt € D(Sk):

1. Jedli nie, to algorytm koriczy prace: .S nie posiada mgu.

2. Jesli tak, to niech x oraz t bgdq najmniejsza taka para terméw (w ustalo-
nym porzadku terméw). Niech o;11 = {x +— t} oraz Sp11 = Skogy1 i
przechodzimy do kroku & + 2.

4.2 Przyklad

Przyklad 7. Niech: S = {P(f(y, 9(2)), h(b)), P(f (h(w),g(a)),u), P(f(h(b),9(2)),y)}-
Krok 0. S = Se = SoU().
Krok 1. S nie jest zbiorem jednoelementowym. Mamy: D(Sy) = {y, h(w), h(b)}.

W zaleznoSci od okreslenia uporzadkowania terméw, sa dwie mozliwos$ci dla o7y:

1. o1 ={y+— h(w)},
2. 01 = {y — b}

Przypusémy, ze wybierzemy pierwsza mozliwos¢. Jesli o1 = {y — h(w)}, to:

S1 = Soo1 = {P(f(h(w), g(2)), h(b)), P(f(h(w), g(a)), u), P(f(h(b),g(2)), h(w))}
Krok 2. Mamy: D(S;) = {w, b}, wigc niech o5 = {w > b}. Wtedy: Sy =

S1o2 = {P(f(h(b), 9(2)), h(b)), P(f(h(b), g(a)), u), P(f(h(D), g(2)), h())}

10



Krok 3. Mamy D(S,
{P(f(h(b), g(a)), h(D)

{z,a}, awigc o3 = {z — a}. Wtedy: S5 = Sq03 =
). P(£(h(b), 9(a)), u), P(F(h(B), g(a)), h(B))}
Krok 4. Mamy D(S3) = {u, h(b)}. Wtedy 04 = {u > h(b)} i otrzymujemy:
Sy = Ssou = {P(F(h(b), 9(a)), h(B)), P(F(h(b), g(a)), h(B)), P(F(h(b). g(a)). (b))}
Krok 5. S, jest zbiorem jednoelementowym, a mgu dla Sy jest:
01090304 = {y — h(w)H{w — b}{z — a}{u— h(b)} =
={y— h(b){w — b}{z — a}{u — h(b)}.
Mozna udowodni¢, ze opisany wyzej algorytm 2 jest poprawny:
Twierdzenie. Dla dowolnego zbioru S algorytm 2 koriczy pracg w pewnym
kroku k£ + 1 podajac prawidlowa odpowiedz, tj.:

)=
P(f
):
9(a

1. albo S nie jest uzgadnialny, albo

2. ¢ =001 ...0 jestmgudla S.

Opracowano caly szereg bardziej subtelnych algorytméw (zob. pozycje podane
w bibliografii).

5 Rezolucja w logice pierwszego rzedu
5.1 Regula rezolucji
Przypominamy niektére wczesniej omawiane pojecia:
1. Literal pozytywny: formuta atomowa.
2. Literal negatywny: negacja formuly atomowe;.
3. Literaly komplementarne: para wzajem sprzecznych literatéw.
4. Klauzula: (uogélniona) alternatywa literatow.
5. Klauzula pusta: pusta alternatywa, oznaczana np. [J.

6. Klauzula Hornowska: klauzula zawierajaca co najwyzej jeden literal pozy-
tywny.

7. Klauzula programowa: klauzula z doktadnie jednym literatem pozytywnym.
8. Reguta: klauzula programowa zawierajaca jakies literaty negatywne.
9. Fakt: klauzula programowa bez literaléw negatywnych.

10. Klauzula celowa: klauzula bez literatéw pozytywnych.

11



11. Program: zbidr klauzul programowych (regut lub faktow).

Klauzule (w jezyku pierwszego rzgdu) reprezentuja formuty w skolemowej po-
staci normalnej (zob. wyktad dotyczacy postaci normalnych i prefiksowych).
Tak wigc, np. klauzula {—~P(x), Q(z)} reprezentuje formute

Vavy (=P(x) V Q(xz))

lub, co na jedno wychodzi, formute VzVy (P(z) — Q(x)).
Plan dalszych dziatai jest nastepujacy:

1. Podamy regule rezolucji dla jezyka logiki pierwszego rzedu.

2. Zakladamy, ze w jezyku tym wystepuja state indywidualne, predykaty oraz
symbole funkcyjne.

3. Nie uwzgledniamy predykatu identycznosci (wymaga on specjalnego po-
traktowania).

Niech C i C5 bgda dwiema klauzulami, ktére nie maja zadnych wspdlnych
zmiennych i sa postaci:

1. DyU{P(t,....t%),... P(tL,...,t5)} oraz
2. DoU{=P(s},...,s%),...,=P(sL,,...,sE)}, odpowiednio.

m r m
Jesli o jest najbardziej og6élnym unifikatorem dla

{P(t%,...,t’f),...,P(t}l,...,tﬁ),P(s%,...,slf),...,P(sl ...,sk)

m? m

2

to D10 U D40 jest rezolwentq dla Cy 1 Cs.
Dowodem rezolucyjnym klauzuli C' ze zbioru formut S nazywamy kazdy skon-
czony ciag klauzul C1, . .., C), taki, ze:

1. C jestidentyczna z C,

2. kazdaklauzula C; (1 < @ < n) jest albo elementem zbioru S albo rezolwenta
pewnych klauzul C; oraz Cj, dla j, k < i.

Jesli istnieje dowdd rezolucyjny C z S, to méwimy, ze C' jest rezolucyjnie
dowodliwa z S 1 oznaczamy ten fakt przez S g C.

Kazdy dowdd rezolucyjny klauzuli pustej U ze zbioru S nazywamy rezolu-
cyjnq refutacjq S. Jezeli istnieje rezolucyjna refutacja S, to méwimy, ze S jest
rezolucyjnie odrzucalny i oznaczamy ten fakt przez S Fr .

Rezolucyjnym drzewem dowodowym Kklauzuli C' ze zbioru S nazywamy kazde
drzewo dwéjkowe T o nastgpujacych wtasnosciach:
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1. korzeniem T jest C
2. lisémi T' sa pewne elementy zbioru S
3. pozostate (oprocz korzenia i lisci) wierzchotki T' sq klauzulami

4. bezposrednimi nastgpnikami wierzchotka D nie begdacego liSciem sa klau-
zule D; oraz Do, ktérych rezolwentg jest D.

1. Niech res(S) bedzie zbiorem zawierajacy wszystkie elementy S oraz rezol-
wenty wszystkich par elementow S.

2. Dlan > 1, niech res,y1 = res(res,(S)). Wreszcie, niech R(S) bedzie
sumg wszystkich zbioréw res(.5).

3. Zbiér R(S) nazywamy domknigciem rezolucyjnym zbioru S.

5.2 Przyklady
Przyklad 8. Rezolwenta klauzul:

1. C1 ={Q(x), ~R(y), P(z,y), P(f(2), f(2))}
2. Oy = {~N(u),~R(w), ~P(f(a), f(a)), ~P(f(w), f(w))}
jest Klauzula: Cs = {Q(f(a)), ~R(f(a)), ~N (), ~R(a)}. Albowiem:
L Gy ={Q(x), ~R(y)} U{P(z,y), P(f(2), [(2))}
2. Cop = {=N(u),~R(w)} U{~P(f(a), f(a)), ~P(f(w), f(w))}

3. zastosowanie najbardziej ogdlnego unifikatoraoc = {x — f(a),y — f(a),z —
a,w — a} dla uzgodnienia zbioru literatéw

{P(z,y), P(f(2), f(2)), P(f(a), f(a)), P(f(w), f(w))}
daje:

4. {Q(z),~R(y)}o = {Q(f(a)),~R(f(a))}
5. {=N(u), ~R(w)}o = {=~N(u), ~R(a)}.
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Przyklad 9. Pokazemy, ze warunki przechodniodci i symetrii, tj. warunki:
VavyVz((P(z,y) A Py, z)) = P(x,2))
Vavy(P(z,y) — Py, z))
implikuja nastgpujacy warunek (euklidesowosci):
Vavyvz((P(z,y) A P(z,y)) = Pz, 2)).

Powyzsze warunki maja nastgpujace reprezentacje w postaci klauzul (po roz-
dzieleniu zmiennych w przestankach):

1. ¢4 ={-P(z,y),~P(y,2), P(x,2)}

2. Gy = {=P(u,v), P(v,u)}

3. C3 ={=P(x,y),~P(z,y), P(x,2)}.

Dowdd rezolucyjny Cs z C oraz C jest nastgpujacym ciagiem klauzul Dy, . .. Dy:
1. Dy = C1 = {~P(x,),~P(y, 2), P(z,2)}

2. Dy = Cofu — z,v — 2z} = {=P(u,v), P(v,u) }{u — z,0 — z} =
{ﬁP(x,Z),P(Z,aj)}

3. D3 = {=P(x,y),~P(y, z), P(z,z)} rezolwenta D; oraz Dy

4. Dy = Co{u — z,v — z} = {-P(u,v), Pv,u){u — z,v — z} =
{ﬂP(z,:c),P(x,z)}

5. D5 = {—=P(z,y),~P(y,z), P(x, z)} rezolwenta D3 i Dy

6. Dg = Co{u — z,v — y} = {-P(u,v), P(v,u)}{u — z,v — y} =
{(=P(2,9), Py, 2)}

7. D7 = {=P(z,y),~P(z,y), P(x, z)} = Cs rezolwenta D5 i Ds.

Przyklad 9: rezolucyjne drzewo dowodowe. Dowéd rezolucyjny z tego przy-
ktadu reprezentuje nastgpujace drzewo:



Czesto przedstawia si¢ tego typu drzewa w takiej postaci:

Dy Dy
Dy D3
D¢ D5
Dy

6 Fakty metalogiczne

1.

Twierdzenie Herbranda. Zbiér S klauzul (jezyka pierwszego rzgdu) jest
niespetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy niespetnialny jest pewien skonczony
zbidr klauzul, bedacych bazowymi instancjami (klauzulami ustalonymi) klau-
zulz S.

. Twierdzenie Herbranda pozwala zatem redukowac problem spetnialnosci w

logice pierwszego rzgdu do problemu spetnialnosci w rachunku zdan.

Twierdzenie o trafnosci rezolucji w logice pierwszego rzedu. Dla dowol-
nego zbioru formut S, jesli 0 € R(S), to S nie jest spetnialny.

. Twierdzenie o pelnosci rezolucji w logice pierwszego rzedu. Niech A bg-

dzie dowolnym zdaniem jezyka logiki pierwszego rzedu w skolemowej po-
staci normalnej. Jesli A jest niespetnialne, to [ € R(A).

7 Tablice analityczne ze zmiennymi wolnymi

7.1

Reguly

Z procedury unifikacji korzystamy m.in. w metodzie tablic analitycznych ze zmien-
nymi wolnymi.

1.

. Regula dla ¢-formul: 5T

Jesli T jest tablica analityczna, a o podstawieniem wolnym dla wszystkich
formul w T', to méwimy, ze o jest wolne dla T'.

. Regula podstawien. Jesli 7" jest tablica analityczna, a o jest wolne dla 7', to

To tez jest tablica analityczng (tu To = {Po : ® € T'}).

Reguta dla v-formut: ﬁ dla zmiennej wolnej x (ktéra nie wystepuje jako
zwiazana w tablicy).

. xlf”’xn))., gdziel f jest.nowym s.ymbolem funk—.
cyjnym, zas x1, ..., %, $a wszystkimi zmiennymi wolnymi na rozwazanej

galezi.
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7.2 Przyklad: Fitting 1990, 153

1. —(32Vz R(x, z, f(x,2)) = 32VaIy R(z, 2,y))

2. 3zVx R(z, z, f(x, z)) 1:«

3. —32Vzdy R(z, z,y)) l:a

4. Vz R(z,a, f(z,a)) 2:0,a
5. =Vz3dy R(x,z1,y)) 319,71
6. —Jy R(g(z1),71,y)) 5:6,9
7. R(x2,a, f(z2,a)) 47,29
8. —R(g(x1),z1,23)) 6:v,x3

Podstawienie o = {z1 +— a,z2 — g(a),x3 — f(g(a),a)} przeksztatca for-
muty 7 1 8 w parg zdaii wzajem sprzecznych, co pozwala zamknaé gataZ (a wigc i
calg tablice).

Warto prébowaé wyobrazi¢ sobie bardziej skomplikowane przyklady formul,
np. z wielokrotnymi kwantyfikatorami generalnymi oraz z duza liczba symboli
funkcyjnych. W takich przypadkach tablice analityczne ze zmiennymi wolnymi
sg istotnie bardziej przydatne od ,,zwyktych” tablic analitycznych.
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