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Wartoséciowania prawdziwosciowe dla SCI

@ Niech Fm bedzie zbiorem wszystkich formut SCl-jezyka, a Var zbiorem
wszystkich zmiennych zdaniowych tego jezyka.

o Odwzorowanie t : Fm — {0,1} nazywamy wartosciowaniem
prawdziwosciowym dla SCI (t € TV), gdy t jest funkcja
charakterystyczna zbioru formut pewnej maksymalnej teorii
niesprzecznej.

@ Niech =i -5 beda funkcjami prawdziwosciowymi, odpowiednio, negacji
i implikacji.

e Lemat. Odwzorowanie t : Fm — {0, 1} jest wartosciowaniem
prawdziwosciowym wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione s3 nastepujace
warunki, dla wszystkich formut «, 3, ¢, ¥:

Q t(—p) = =t(p)

Q t(p = v) = t(p)=t(Y)

Qtlp=¢)=1

Q Jesli t(p =) =1, to t(p) = t(v)

Q Jeslit(p=y)=1,to t(~p =) =1

Q Jeslit(p=v)=t(a=p)=1, to
tllp=a)=@W—=0))=tllp=a)=(@k=p)) =1 O
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Wartoséciowania prawdziwosciowe dla SCI

@ Niech Eq bedzie zbiorem wszystkich réwnosci. Definiujemy zbiory
formut i réwnosci stopnia co najwyzej k:

o Fmg = Var, Fmyi1 = Fme U {—p,0 = 0 =10 : ¢, € Fmy}
o Eqo =0, Eqiy1 = Eq N (Fmyq1 — Fmy)

e Moéwimy, ze f : Var U Eqy — {0,1} jest elementarnym
wartosciowaniem prawdziwosciowym (f € ETV), gdy dla wszystkich
i,j k> 1

o flpk=pk) =1
o Jesli f(p; = p;) =1, to f(p;) = f(p))
o Jesli f(pi = px) = (pj =pk) =1 to f(pi=p;)=1.

@ Jeslite TV, tot | VarUEqg, € ETV.

@ Naszym celem bedzie pokazanie, ze zachodzi tez implikacja odwrotna,
czyli ze kazde elementarne wartosciowanie prawdziwos$ciowe moze
zostac¢ rozszerzone do wartoSciowania prawdziwosciowego.
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Wartoséciowania prawdziwosciowe dla SCI

o Kazde elementarne warto$ciowanie prawdziwosciowe f moze by¢
uwazane za sume hU g dwéch roztacznych funkgji o wartosciach w
{0,1} takich, ze Var = Fmg = dom(h) oraz Eq; = dom(g).

e Ponadto, g jest funkcja charakterystyczng relacji réwnowaznosci = na
zbiorze Var, ktéra spetnia warunek:

(%) Jesli p; = p;j, to h(p;) = h(p)).

o Tak wiec, elementarne wartosciowania prawdziwosciowe mozna uwazac
za pary (h,~), gdzie h: Var — {0, 1}, za$ = jest relacja
rownowaznosci na Var, spetniajaca warunek (x).

o Pokazemy, ze takze wartoSciowania prawdziwosSciowe moga by¢ w ten
sposéb reprezentowane.

@ Podana nizej definicja ciagu czesciowych wartosciowan
prawdziwosciowych zdaje sprawe z tego, w jaki sposéb
przyporzadkowujemy wartosci z {0, 1} formutom o okreslonym stopniu
ztozonosci, wykorzystujac stosowne przyporzadkowania wartosci
formutom o mniejszym stopniu ztozonosci.
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Wartoséciowania prawdziwosciowe dla SCI

Nieskonczony ciag par {(hk,~)}ken nazywamy ciagiem czesciowych
wartosciowan prawdziwosciowych (PTV), gdy dla wszystkich k spetnione
s3 warunki:

hk : ka — {0, 1}

hi1(9) = hi(p), gdy » € Fmy

hicr1(29) = ~hi(), gdy ¢ € Fmy

her1(e — ) = h(@)—=he(¥), , gdy @, € Fmy

~ jest relacja réwnowaznosci na Fmy

© 1 ¥ wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = v, dla ¢, € Fmy

Jesli o = 9, to hi() = he(¥)

hkt1(e = ) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ =~ 1, dla ¢, € Fmy

Jesli o~ 1) oraz a iy B, 1o —p Ry T, (¢ = @) Bpga (Y — B)
oraz (p = a) =~y (Y = B).

©O00000O0O0CO
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Wartoséciowania prawdziwosciowe dla SCI

o Fakt 1. Jesli t € TV oraz dla wszystkich k > 0 i wszystkich
©, w € Fmy:

° tlp) = te) i
o ¢~} 1Y wtedy i tylko wtedy, gdy tx(p =v) =1,

o to {(tk,~})}ken jest ciagiem czesciowych wartosciowan

prawdziwosciowych oraz t = |J . O
keN

o Fakt 2. Jesli {(hy,~k)}ken jest ciagiem czeSciowych wartosciowan

prawdziwosciowych, to suma t = |J hk jest wartosciowaniem
kEN
prawdziwosciowym takim, ze {(hx,~k)}ken jest odpowiadajagcym mu

ciggiem czesciowych wartosciowan prawdziwosciowych, czyli h, = tx
oraz ==~ dla wszystkich k > 0. O
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Wartoséciowania prawdziwosciowe dla SCI

o Twierdzenie. Kazde elementarne wartosciowanie prawdziwosciowe
mozna rozszerzy¢ do warto$ciowania prawdziwosciowego.

@ Dowdd. Zatézmy, ze f jest elementarnym warto$ciowaniem
prawdziwosciowym reprezentowanym przez (h,=). Definiujemy:

o ho = h oraz o=~

Q@ hi(pi = pj) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy p; =g p;

© hii1(ew =) =01 nie zachodzi ¢ =~ 1) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ i ¢
sa réznymi formutami z Fmy

Q fis1(—p) = hi(p) dla @ € Fmy

Q hitr1(p — ) = he(@)=>hi () dla varphi, ¢ € Fmy.

o Wtedy {(hk,~k)}ken jest ciagiem czesciowych wartosciowan

prawdziwosciowych, a wartosciowanie prawdziwosciowe t = |J jest
keN
rozszerzeniem f. O
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Wartoséciowania prawdziwosciowe dla SCI

e Uwaga do powyzszego twierdzenia. Jesli w powyzszej definicji
zastapimy warunek 3) przez nastepujace dwa warunki:

o hir1(p =) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy hi(¢) = hk(¥) dla
<P7¢ € ka
o ¢ = 1) wtedy i tylko wtedy, gdy h () = hi(v) dla v, ¢ € Fmy,

@ to opisana wyzej procedura okresla inne wartosciowanie
prawdziwosciowe t*, ktére takze jest rozszerzeniem f. Réznica miedzy
tit* polega na tym, ze:

e przy wartosciowaniu t wszystkie nietrywialne réwnosci sa fatszywe;

e przy wartosciowaniu t* wszystkie réwnosci sg warto$ciowane tak, jak
réwnowazno$¢ materialna.

@ Whiosek. Zbiér tych zmiennych oraz elementarnych réwnosci, ktére
s3 prawdziwe przy elementarnym wartosciowaniu prawdziwosciowym
jest niesprzeczny. O
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Wartoséciowania prawdziwosciowe dla SCI

Bloom i Suszko wykorzystuja powyzsze konstrukcje w innym jeszcze
dowodzie rozstrzygalnosci SCl:

e Niech Fmj] bedzie zbiorem tych wszystkich formut z Fmy, ktére
zawieraja co najwyzej zmienne pi,..., Pn-

e Ograniczenia (elementarnych) wartosciowan prawdziwosciowych do
Fmj} nazwiemy n/k-wartosciowaniami prawdziwosciowymi.

@ Poniewaz zbiér Fmj jest skonczony, wigc istnieje tylko skoficzenie
wiele n/k-wartosciowan prawdziwosciowych i kazde z nich mozna
przedstawié w postaci zerojedynkowej tabeli dla wszystkich formut w
Fmy.

@ Ponadto, dla danego elementarnego n/k-wartosciowania
prawdziwo$ciowego f istnieje efektywna procedura rozszerzania f na
zbiory Fm{, ..., Fm} do n/k-wartosciowania prawdziwosciowego,
ktére rozszerza f.
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Wartoséciowania prawdziwosciowe dla SCI

e Poniewaz p € C(0) wtedy i tylko wtedy, gdy t(p) = 1 dla kazdego
wartosciowania prawdziwosciowego t, wiec takze: ¢ € C(0) wtedy i
tylko wtedy, gdy t(p) = 1 dla kazdego n/k-wartosciowania
prawdziwosciowego t.

e Dla danej formuty ¢ wystarczy zatem okresli¢ najmniejszy zbiér Fm]
zawierajacy ¢, a przejrzenie wszystkich n/k-wartosciowan
prawdziwosciowych dostarcza wtedy rozstrzygniecia czy ¢ € C(0)).

Whiosek. (¢ =) € C(() wtedy i tylko wtedy, gdy formuty ¢ i 1) sa
identyczne. O
Niniejsza prezentacja wykorzystuje fragment artykutu:

Bloom, S., Suszko, R. 1972. Investigations into the sentential calculus with
identity. Notre Dame Journal of Formal Logic 13 (3), 289-308.
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