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Skoficzone SCl-modele

o Lemat A. Zatézmy, ze D jest normalnym ultrafiltrem w algebrze A.
Witedy istnieje SCl-jezyk L, niesprzeczny zbiér ¢ formut jezyka L oraz
homomorfizm matrycowy h algebry (£/ ~¢, C(P)/ ~¢) na algebre
(A, D), gdzie p ~¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = ¢ € ®.

@ Dowdd. Niech V bedzie zbiorem réwnolicznym z uniwersum algebry
A i niech £ bedzie SCl-jezykiem o zbiorze zmiennych zdaniowych V.

@ Dowolng bijekcje h z V' na A rozszerzamy do homomorfizmu £ na A.

o Niech ® = h=}(D) = Sat,(A, D). Wtedy C(®) = ®, a na mocy
twierdzenia o petnosci ® jest niesprzeczny.

@ Poniewaz D jest ultrafiltrem normalnym, wiec h jest poprawnie
okreslong bijekcja algebry (£/ ~¢, C(P)/ ~¢) na algebre (A, D). O
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Skoficzone SCl-modele

o Lemat B. Niech A = (A, -”, —A =A) bedzie SCl-algebra i niech
D C A. Zbiér D jest filtrem pierwszym (ultrafiltrem) w A wtedy i
tylko wtedy, gdy zachodzg warunki 1, 2, 3 podane ponizej. D jest
ultrafiltrem normalnym w A wtedy i tylko wtedy, gdy zachodza
warunki 1, 2, 3, 4 podane ponizej:

Q 2" b¢ D wtedy i tylko wtedy, gdy a € D oraz b ¢ D
@ a ¢ D wtedy i tylko wtedy, gdy ~*a € D
© ~p jest kongruencja algebry A, gdzie: a ~p b wtedy i tylko wtedy, gdy
_A
a="bebD
@ ~p jest relacjg identycznosci, czyli: a ~p b wtedy i tylko wtedy, gdy
a=nb. (]

@ Zachecamy stuchaczy do samodzielnego udowodnienia tego lematu.
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Skoficzone SCl-modele

@ Rachunek SCI jest rozstrzygalny, czego dowodzi sie odwotujac sie do
skoniczonych modeli tego rachunku.

e Twierdzenie A. Dla dowolnych liczb naturalnych n>2, 1 <t <n
istnieje SCl-model Mt = (A, D) taki, ze |[A| =ni|D| = t. O

@ Twierdzenie B. Dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje skofnczona
SCl-algebra A zawierajaca n réznych podzbioréw Dy, ..., D, takich,
ze dla 1 < i< npara (A, D) jest SCl-modelem, a ponadto

E((A,Dj)) # E((A, Dj)) dla i # J. O
e Twierdzenie C. Jesli formuta ¢ jest spetnialna w pewnym modelu, to
jest tez spetnialna w pewnym modelu skoficzonym. a

o Wiemy, ze C(0) =) E(9M), gdzie iloczyn dotyczy wszystkich
SCl-modeli. Na mocy powyzszych twierdzen, mamy réwniez:
C(0) = N E(M), gdzie iloczyn dotyczy skohczonych wszystkich
SCl-modeli. Dla zadnego pojedynczego modelu skoriczonego 9
warunek C(0) = E(9M) nie zachodzi, gdyz formuta
(pr=p2)V(pr=p3) V...V (pyn = pnt1) jest prawdziwa w modelu
n-elementowym, nie jest jednak prawdziwa w zadnym modelu o wiecej
niz n elementach.
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SISNICZNERIG RS Dowdd twierdzenia A

e Dowdd twierdzenia A. Dla kazdej pary liczb naturalnych (n, t), gdzie
n>2, 1<t < nmozemy skonstruowaé¢ skonczony model
M = (A, D) taki, ze |A| = ni |D| = t. Niech mianowicie
A={1,2,...,n}oraz D ={2,3,...,t}

e Na mocy Lematu B operacje =*, —” i =A mozna okresli¢ na rézne

sposoby, ale tak, aby spetnione byty warunki podane w ponizszych
tabelkach (tu a,a1,ap € A— D, d,di,dr,d3 € D):

‘ —A —A ‘ d a =A ‘ d a
ai d |di a1 d |d a
a| dp a d ds a |a d

Nietrudno wtedy sprawdzi¢, ze dla wszystkich x,y € A:
@ —"x ¢ D wtedy i tylko wtedy, gdy x € D
Q@ x ="y ¢ D wtedy i tylko wtedy, gdy x e D iy ¢ D
© x ="y ¢ D wtedy i tylko wtedy, gdy x # y. O
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SNSRI RS Dowdd twierdzenia B

e Dowdd twierdzenia B. Niech Ay = {0,1}", czyli Ag jest zbiorem
wszystkich n-elementowych ciggéw zero-jedynkowych. Niech A bedzie
suma Ag oraz zbioru @ ciggéw n-elementowych o postaci:
(0,2,0,...,0),

(0,0,2,0,...,0), (0,0,3,0,...,0),
(0,0,0,2,0,...,0), (0,0,0,3,0,...,0), (0,0,0,4,0,...,0),

(0,...,0,2), (0,...,0,3), ..., (0,...,0,n).

A _A_A

o Operacje =, — okreslamy nastepujaco:

o (-Ra); =0, gdy (a); #0, (=Ra); = 1 w przeciwnym przypadku
o (a—="b); =0, gdy(a); #0i (b); =0 (a—="b)=1wpp.
e a=Ab=1(0,0,...,0),gdya# b, a="b=(1,1,...,1), w p.p.

@ Okreslamy zbiory D1, ...,D,: D; ={a € A: (a); # 0}.

@ Z Lematu B i powyzszych definicji wynika, ze kazdy zbiér D; jest
ultrafiltrem normalnym w A.
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SNSRI RS Dowdd twierdzenia B

e Ponadto: |D;| < |Da| < ... < |Dpl.
e Jedli i < joraz |A— Dj| = r, to formuta:
[=(p1 = p2) A=(p1r = p3) A .. A=(pr = pre1)] = [P1V P2 V...V pria]

o jest prawdziwa w (A, D;)
e nie jest prawdziwa w (A, D;).

o Pokazalismy zatem, ze E((A, D;)) # E((A, D;)) dla i # j.
o W konsekwencji mamy takze: Ca p,) # C(a,p;) dla i # . O
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EISNICZNERIG RSO Dowdd twierdzenia C

@ Dowdd twierdzenia C. Zatézmy, ze ¢ jest spetniona w modelu
9 = (A, D) przez wartosciowanie h. Niech A = (A, =”, A =A).

o Niech ¢1,p2,...,¢n beda wszystkimi podformutami formuty ¢ (¢ to
formuta ¢,).

e Niech Co = {h(¢1),...,h(pn)}.

e Poniewaz h(p) € D, wiec h(¢p) € D.

o Jesli GoN(A— D) #0, to niech C = Gy, a w przeciwnym przypadku
niech C = Gy U {0}, gdzie 0 jest dowolnym elementem A — D.
Oznaczmy ponadto h(p,) = 1.

@ Niech D = C N D. Okreslimy operacje —=°, —°, =° na zbiorze C w
taki sposéb, aby D byt ultrafiltrem normalnym w C. Dla a € C niech:

o ~°a=-Ra gdy -Rac C
e ®a=1gdy-AecbD-C
e —°a =0, w pozostatych przypadkach.
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EISNICZNERIG RSO Dowdd twierdzenia C

@ Dla a,b € C niech:
ea—°b=a—-AbgdyasAbecC
ea—°b=1gdya—AbecD-C
e a —° b =0, w pozostatych przypadkach.

@ Dla a,b € C niech:
ea=b=a=Rrbgdya="beC

ea="b=1gdya="becD-C
e a=° b= 0, w pozostatych przypadkach.

@ D jest normalnym ultrafiltrem w algebrze C = (C, =°, —°,=°),

poniewaz D jest normalnym ultrafiltrem w algebrze A oraz zachodza
réwnowaznosci:

e —°a € D wtedy i tylko wtedy, gdy -*a € D
e a—° b e D wtedy i tylko wtedy, gdy a =* b€ D
e a=°bec D wtedy i tylko wtedy, gdy a =" b € D.
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EISNICZNERIG RSO Dowdd twierdzenia C

o A zatem M = (C, D) jest modelem skonczonym, w ktérym formuta ¢
jest spetniona przez wartosciowanie h’, zdefiniowane nastepujaco:

o H'(p) = h(p), gdy p jest podformuty formuty ¢
o H'(p) =1, w przeciwnym przypadku.
e Wtedy bowiem H'(¢) = h(p), co wynika z definicji operacji w C.

@ Z konstrukcji modelu 9t wynika, ze jesli formuta ¢ ma n podformut,
to moc modelu 91 jest mniejsza lub réwna n+1

@ Whiosek. Istnieje efektywna procedura rozstrzygania czy dowolna
formuta SCl-jezyka jest twierdzeniem logicznym SCI. O
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