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Wprowadzenie

Jak pamietamy z poprzednich zaje¢, relacje traktujemy jak zbiory: zbiér R
jest relacja wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg zbiory X oraz Y takie, ze
RCXxY.

Poznamy tez inng jeszcze (algebraiczna) charakterystyke relacji.

Dzi$ pochylimy sie nad relacjami dwuargumentowymi. Omdéwione zostana: ]

@ operacje na relacjach; ’

@ witasnosci relacji.

Roézne kombinacje wtasnosci relacji, wazne w zastosowaniach, rozwazymy
na nastepnych zajeciach.
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Operacje na relacjach

Operacje na relacjach

Dla dowolnych relacji R oraz S jest okreslona ich: suma RU S, iloczyn
RNS, réznica R — S, réznica symetryczna R + S oraz iloczyn kartezjariski
R x S. Dla kazdej relacji R € X x Y okreslone jest jej dopetnienie:

R' = (X x Y) — R. Relacja pusta jest zbiér 0.

@ Niech R C X x Y. Konwersem relacji R nazywamy relacje
R~ C Y x X zdefiniowang wzorem:
yR~1x wtedy i tylko wtedy, gdy xRy.
@ Niecch RC X xY,SCY x Z. Zfozeniem relacji R i S nazywamy
relacie Ro S C X x Z zdefiniowana wzorem:
xR o Sz wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje y € Y taki, ze xRy i ySz.

Relacja petna na zbiorze X nazywamy relacje X x X. Relacja identycznosci
na zbiorze X nazywamy relacje idx = {(x,x) : x € X}.

4
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Operacje na relacjach

Niech R C X x X. )

@ Przechodnim domknieciem relacji R nazywamy relacje R*
zdefiniowana indukcyjnie:

e RI=R
° Rn+1:RnOR
o R =JR".

n

@ Przez relacje stowarzyszona z relacja R rozumiemy relacje R™
zdefiniowana warunkiem:
xRty wtedy i tylko wtedy, gdy {z : xRz} = {z : yRz} oraz
{z:zRx} = {z: zRy}.
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Operacje na relacjach

Operacje na relacjach

e Ztozeniem symetrycznym relacji R i S nazywamy relacje
R®S=(RoS)U(SoR)

e Dombknieciem sumy relacji R i S nazywamy relacje R® S = (RUS)".

Jest wiele dalszych, waznych w zastosowaniach, operacji na relacjach.
Niektére poznamy pézniej.

Szczegdlne znaczenie maja pewne zbiory relacji, ktére sa domkniete na
poszczegélne operacje na relacjach. Cierpliwosci, takze o tym bedzie
pdzniej.
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Operacje na relacjach: przyktady

W zbiorze wszystkich liczb naturalnych N:

@ Konwersem relacji mniejszosci < jest relacja wiekszosci >.

e Konwersem relacji R zdefiniowanej przez warunek: xRy wtedy i tylko
wtedy, gdy x i y s3 liczbami wzglednie pierwszymi, jest relacja R.

@ Dopetnieniem relacji < jest relacja > (ktéra jest tez suma relacji < i
=). lloczynem relacji < i > jest relacja =.

Niech relacje R i S beda okreslone w zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych:

o xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x = y?

o xSy wtedy i tylko wtedy, gdy x < y.

Wtedy: xR o Sy wtedy i tylko wtedy, gdy x* < y.
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Operacje na relacjach

Oto niektoére wtasnosci operacji na relacjach: )

@ Operacja ztozenia relacji jest faczna, tj.:
Rio(Rz 0 R3) = (R1 0 R2) o Rs. Operacja ztozenia nie jest przemienna,
tj. nie dla wszystkich relacji Ry i R» zachodzi: Ry o R, = R> o Ry.
@ Roidy =idkoR=R, Rol=0oR=10.
o (RY)Y1=R —~(RY)=(-R)L
e Jedli RC S, to:
o R-1C S—1 Rtr C str
o ToRCToSorazRoTCSoT.
o (RUS) =R IUS L (RNS) =R 1INnsSL
@ (RUS)oT=(RoT)U(SoT),(RNS)oTC(RoT)N(S0oT),
e (RoS)'=S"1oR1 )
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Operacje na relacjach

Udowodnimy, dla przykfadu, ze: (Ro S)™! =S"1o R7L. J
Nastepujace warunki sa réwnowazne, dla dowolnych relacji R oraz S oraz
dowolnych x i y:

o x(RoS)ly

e y(RoS)x

@ istnieje z taki, ze yRz oraz zSx

@ istnieje z taki, ze zSx oraz yRz

e istnieje z taki, ze xS~z oraz zS71y)

o x(S71oR1)y.
Otrzymujemy stad zatem: (Ro S)™1 =S~ 1o R7L
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Operacje na relacjach

Operacje na relacjach

Operacje o ztozenia relacji nazywa sie takze wzglednym iloczynem relacji.
Rozwaza sie réwniez operacje T wzglednej sumy relacji, zdefiniowana
nastepujaco:

x RTS y wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego z zachodzi: xRz lub zSy. ]

Niektore whasnosci operacji t:

@ 1 jest taczna, czyli (R1S)TT = R{(StT)
® RS = —((—R) o (—S)), a w konsekwencji:

o —(RtS) =(=R)o(-95)
o —(RoS)=(=R)I(-9)

o (RtS)™1 = S~14R1.
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Witasnosci relacji

Méwimy, ze relacja R C X x X jest: |

zwrotna, gdy xRx dla wszystkich x € X;

przeciwzwrotna, gdy xRx nie zachodzi dla zadnego x € X;
symetryczna, gdy dla wszystkich x,y € X: jesli xRy, to yRx;
asymetryczna, gdy dla wszystkich x, y € X: jesli xRy, to nie zachodzi
yRx;

antysymetryczna, gdy dla wszystkich x,y € X: jesli xRy oraz yRx, to
X =y,

przechodnia, gdy dla wszystkich x,y,z € X: jesli xRy oraz yRz, to
xRz:

spdjna, gdy dla kazdego x € U istnieje y € X taki, ze x # y oraz:
xRy lub yRx.

v
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Witasnosci relacji

Moéwimy, ze relacja R € X x X jest: )

o dyskretna, gdy kazdy element jej pola ma zaréwno bezposredni
R-poprzednik, jak i bezposredni R-nastepnik;

@ gesta, gdy R # ) i dla kazdych x,y € X takich, ze xRy istnieje z taki,
ze: xRz oraz zRy;

serialna, gdy dla kazdego x istnieje y taki, ze xRy;
kofowa, gdy dla wszystkich x, y, z: jesli xRy i yRz, to zRx;
euklidesowa, gdy dla wszystkich x, y, z: jesli xRy i xRz, to yRz;

e 6 o6 o

zbiezna, gdy dla wszystkich x, y, z: jesli xRy i xRz, to istnieje u taki,
ze yRu oraz zRu.
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Witasnosci relacji

Uwaga. Wtasnosci relacji sa zbiorami (relacji). ]

W definicjach relacji spdjnych oraz antysymetrycznych wykorzystuje sie
relacje identycznosci.

Jest nieskonczenie wiele wtasnosci relacji. Podane wyzej sa przyktadami
najczesciej rozwazanych.

Znajac wiasnosci danej relacji mozemy z zachodzenia jej miedzy pewnymi
elementami wnioskowa¢ o jej zachodzeniu (badz nie) miedzy innymi
elementami.
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Witasnosci relacji: przyktady

Niech uniwersum stanowi zbiér wszystkich liczb naturalnych. Rozwazmy
relacje:

@ mniejszosci <

@ niewiekszosci <

o xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x i y sa wzglednie pierwsze

o relacje > wiekszosci.

Wtedy:
@ Relacja < jest: przeciwzwrotna, asymetryczna, przechodnia, serialna.
@ Relacja < jest: zwrotna, przechodnia, serialna, antysymetryczna.
@ Relacja R jest: zwrotna, symetryczna, serialna.

@ Relacja > jest: przeciwzwrotna, asymetryczna, przechodnia.
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Wtasnosci relacji

Witasnosci relacji

Niektére zwigzki miedzy wtasnosciami relacji: )

o Kazda relacja przechodnia i asymetryczna jest przeciwzwrotna.

o Kazda relacja asymetryczna, przechodnia i serialna ma nieskonczone
pole.

o Kazda relacja symetryczna i przechodnia jest kotowa.
@ Nie ma relacji jednoczesnie:

e symetrycznych i asymetrycznych;

e zwrotnych i przeciwzwrotnych;

o dyskretnych i gestych.
@ Istnieja relacje, ktére nie s3:

@ ani symetryczne, ani asymetryczne;
e ani zwrotne, ani przeciwzwrotne;
o ani dyskretne, ani geste.
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Witasnosci relacji

Niektére zwiazki miedzy operacjami na relacjach a wtasnosciami
relacji.
Niech R C X x X.

@ R jest zwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy idx C R

@ R jest przeciwzwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy RN idx = ()

@ R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R = R™!

@ R jest asymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy RN R~ =0

@ R jest antysymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy RN R~ C idy
@ R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy Ro R C R

@ R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy R = R*"

@ R jest spéjna wtedy i tylko wtedy, gdy RUR 1 Uidxy = X x X.

Jerzy Pogonowski (MEG) Wstep do Matematyki (2) Whasnosci relacji 15 / 24



Wtasnosci relacji

Witasnosci relacji

o Jesli relacje R i S s3 zwrotne, to relacje: RUS, RNS, Ro S, R71,
R tez s3 zwrotne.

o Jedli relacje R i S sa przeciwzwrotne, to relacje: RUS, RNS, R~!
tez sa zwrotne.

@ Ztozenie R o S relacji przeciwzwrotnych jest przeciwzwrotne wtedy i
tylko wtedy, gdy RN S~ = 0.

o Jesli relacje R i S s3 symetryczne, to symetryczne s3 tez relacje:
RUS, RNS, R, RoR™! R,

o Jesli relacje R i S s3 symetryczne, to Ro S jest symetryczna wtedy i
tylko wtedy, gdy RoS =SoR.

o Jesli R jest asymetryczna, to R™1 tez.
o Jesli R jest asymetryczna, to RN S jest asymetryczna, dla dowolnej S.
@ Jesli Ri S sa przechodnie, to RN S, R~Li R tez.
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Wtasnosci relacji

Witasnosci relacji

o Jesli R i S s3 antysymetryczne, to RN S i R tez.

@ Jesli R i S s3 antysymetryczne, to: RU S jest antysymetryczna wtedy
i tylko wtedy, gdy RN St C idx.

@ Jesli R i S s3 asymetryczne, to: RU S jest asymetryczna wtedy i tylko
wtedy, gdy RN S~ = 0.

@ Jesli R jest symetryczna i przechodnia, to R jest zwrotna, czyli
R = R ! oraz Ro R C R implikuja idx C R.

e RCR®SorazSCR®S.

o Jesli R, S, T sa przechodnie, to (R®S)d T=Ra(S® T).

e Jesli R, S, T sa przechodnie, to: jesi RC TiSC T,to(R®S)C T.
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Aksjomatyczne ujecie rachunku relacji Aksjomatyka Tarskiego

Aksjomatyka rachunku relacji

Matematyczny rachunek relacji zapoczatkowany zostat w pracach Peirce’a
oraz Schrédera. Aksjomatyczne ujecie tego rachunku podat Tarski.
Aksjomatyka Tarskiego zapisana jest w jezyku uzywajacym (oprécz
zmiennych dla relacji i spéjnikéw prawdziwosciowych) nastepujacych
symboli podanych w kontekscie ich uzycia wraz z (zamierzona)
interpretacja w uniwersum U:

Symbol | Interpretacja || Symbol Interpretacja
R+S RUS 0 0
R-S RNS 1 Uxu
R;S RoS o’ diU:(UXU)—iC/U
RiS RtS 1 idy
RY R~! R (UxU)-R
R=S R=S
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Aksjomatyczne ujecie rachunku relacji Aksjomatyka Tarskiego

e (1) (R=SAR=T)—>S=T

e (2)R=S—-(R+T=S+TAR-T=S-T)
e 3)R+S=S+RAR-S=S-R

o () (R+S)- T=(R-T)+(S- T)A(R-S)+T=(R+T)-(S+T7)
e 5) R+0=RAR-1=R

e () R+R=1AR-R=0

° (7) -(1=0)

o (8) (R)Y =R

° (9) (RS =(9)"(R)

o (10) R;(S;T)=(R;)S); T

o (11)R;1=R

e (12) R;1=1V1,R=

o (13) (R;S)-(T)Y=0—(S;T)-(R)' =0

°o (140 =1

e (15) RS = (R); (S).
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Aksjomatyczne ujecie rachunku relacji Aksjomatyka Tarskiego

Aksjomatyka rachunku relacji

Twierdzenie Schrodera-Tarskiego. Na bazie aksjomatéw (1)—(15) kazde

zdanie (jezyka rachunku relacji) jest inferencyjnie réwnowazne zdaniu o
postaci R = 1.

Niech R(U) oznacza rodzine wszystkich relacji dwuargumentowych na
zbiorze U. Wtedy ukfad
(éR(U)u U7 ﬂ, o, T) :a_l y T U X U7 0) idU) dIU)

spetnia wszystkie aksjomaty (1)—(15), przy interpretacji podanej w
powyzsze] tabeli.

Pojecia: inferencyjnej réwnowaznosci, interpretacji, spetniania (oraz inne
pojecia dotyczace dowodzenia i semantyki) zostanag oméwione na zajeciach
z Logiki Matematyczne;j.

v
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Aty telbeine
Algebry relacyjne

Algebra relacyjna nazywamy kazdy ukfad o postaci (A, +,”,;,",1’), gdzie

A jest zbiorem, 1’ elementem A, a operacje +,™ ,;," spetniaja warunki:
e (RI)x+y=y+x przemienno$¢ +
o R2)x+(y+z)=(x+y)+z tacznos¢ +
e (RI)X+y+x+y=x aksjomat Huntingtona
o (R4) x;(y;z2) =(x;y): 2z tacznos¢ ;
o (R5) (x+y)iz=(x;2)+ (y; 2) dystrybutywnos¢ ; wzgledem +
e (R6) x;1" = x 1’ jest elementem identycznosciowym wzgledem ;
e (R7) (xV)V =x idempotencja v
@ (R8) (x+y) =xYV+yY dystrybutywnos¢ V wzgledem +
e (R9) (x;y)Y = yV;xV inwolucyjna dystrybutywnosé¢ v
e (R10) (xV;x7y)+y=Yy aksjomat Tarskiego-De Morgana.j
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Aty telbeine
Algebry relacyjne

Jesli (A, +,7,;,Y, 1) jest algebra relacyjna, to definiujemy:

e 0=1+1
el1=1+1 )
Wtedy (A, +,-,7,0,1) jest algebra Boole'a. J

Podstawowe pojecia algebraiczne (homomorfizmy, izomorfizmy, podalgebry,
kongruencje, typy algebr itd.) poznamy pézniej.
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Aty telbeine
Algebry relacyjne

Algebra relacyjna jest reprezentowalna, gdy jest izomorficzna z podalgebra
algebry R(U) wszystkich relacji dwuargumentowych na jakims zbiorze U.

Pytanie o reprezentowalnos¢.
Czy kazdy model aksjomatéw (1)—(15) jest algebra reprezentowalna?

Odpowiedz: NIE (Lyndon). Istnieja modele aksjomatéw (1)—(15), ktére
nie moga by¢ homomorficznie wiozone w zadna algebre R(U).

Tarski. Réwnosciowa teoria reprezentowalnych algebr relacyjnych jest
nierozstrzygalna.
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Koniec

Koniec

Zadanie domowe. )

@ Zapamieta¢ ze Zrozumieniem wprowadzone dzi$ pojecia: operacje na
relacjach oraz witasnosci relacji.

@ Przeczyta¢ ze Zrozumieniem prezentacje Wstep do Matematyki (3).

@ Rozwiaza¢ zadania

’ 236—242 (operacje na relacjach) ‘ 190-204 (wtasnosci relacji) ‘

ze zbioru Cwiczenia z logiki autorstwa Pani Profesor Barbary Stanosz.

v

Uwaga. Bez umiejetnosci rozwigzywania zadan nie uzyskasz zaliczenia z
tego przedmiotu. Wybdr nalezy do ciebie.
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