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Topologia jest stosunkowo mioda dyscypling matematyczna. Wyrosta z uogél-
niefi rozwazan geometrycznych, uwzgledniajacych potrzeby analizy matematycz-
nej. Bada ona — ogdlnie rozumiane — przestrzenie, w ktérych stosownie okre-
Slone sa takie pojecia, jak np.: otoczenie, bliskoS¢, odlegtosé, spojnosé, zwartosé,
punkt skupienia, zbieznos¢ i wiele innych. Bada réwniez wilasnosci takich prze-
strzeni, ktore sa zachowywane przez przeksztalcenia na nich okreslone. Ustala za-
tem, m.in., jakie przeksztalcenia zachowuja bliskos¢, ksztatt, potoZenie, itd.

Ze wzgledu na ustugowy charakter tego kursu oraz jego ograniczone ramy cza-
sowe nie mozemy opowiedzie¢ doktadniej o badaniach topologicznych, cho¢ jeste-
$Smy przekonani, Ze pojgcia topologii (ogdlnej, algebraicznej, rézniczkowej) z pew-
noscia znajda owocne zastosowania w naukach kognitywnych. W niniejszym wy-
ktadzie skupimy uwage na pewnych szczegdlnych przestrzeniach topologicznych,
a mianowicie przestrzeniach metrycznych (tj. takich, w ktérych okresli¢ mozna po-
jecie odlegtosci) oraz zupetnych (tj. takich przestrzeniach, ktére — méwiac na razie
intuicyjnie — wraz z kazdym ciggiem elementéw przestrzeni, ktére sa ,,coraz bliz-
sze sobie” zawieraja tez ,,punkt graniczny” tego ciagu). Za wzorcowy przykiad
takich przestrzeni stuzyé beda produkty kartezjainskie R (n < 1), a wigc m.in.
prosta liczbowa R, ptaszczyzna kartezjariska R? i przestrzen tréjwymiarowa R3.

Na poprzednim wyktadzie podano dwie definicje (Dedekinda i Cantora) zbioru
R wszystkich liczb rzeczywistych, rozumianego jako zbiér uporzadkowany w spo-
sob ciagly, z okre§lonymi w nim operacjami arytmetycznymi, a wigc Wyposazo-
nego réwniez w pewna strukture algebraiczng. Obecnie rozwazymy kolejna struk-
ture w tym zbiorze, a mianowicie strukture topologiczna, zwiazana z wymienio-
nymi na poczatku pojeciami. Dla ich dobrego rozumienia niezbgedne jest wcze-
Sniejsze oswojenie si¢ z ciggami liczb rzeczywistych.



1 Liczby rzeczywiste

Na poprzednim wykltadzie podano dwa sposoby konstrukcji liczb rzeczywistych
(metoda Dedekinda i metoda Cantora). Mozliwe jest réwniez inne podejscie, a
mianowicie scharakteryzowanie tych liczb metoda aksjomatycznaq.

W podejsciu tym charakteryzujemy uporzadkowana strukturg algebraiczng

(Ra g) +7 Yy 07 1)
poprzez nastgpujace aksjomaty:
1. (R,+,-,0,1) jest ciatem, czyli spetnione sg nastgpujace warunki:

(a) R ma co najmniej dwa elementy

(b) dziatanie + (dodawanie) jest laczne i przemienne
(c) dzialanie - (mnozenie) jest faczne i przemienne
(d) mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania
(e) 0 jest elementem neutralnym dodawania

(f) 1 jest elementem neutralnym mnozenia

2. < jest porzadkiem liniowym zbioru R, ktéry jest zgodny z dziataniami aryt-
metycznymi w R, czyli takim, ze:

(@) jeSliz Zy,tox+2>2y+ 2
(b) jeSlix >0orazy > 0,tox -y > 0.

3. Porzadek < jest ciqgty, czyli kazdy ograniczony z géry (rownowaznie: ogra-
niczony z dotu) podzbidr zbioru R ma kres gérny (odpowiednio: kres dolny).

Powyzsze aksjomaty nie gwarantuja jeszcze, ze istnieje taka struktura. Mozna
jednak wykazaé, ze obie konstrukcje liczb rzeczywistych — Dedekinda oraz Can-
tora — spetniaja powyzsze aksjomaty.

W pliku zawierajacym szczegdtowe oméwienie planu wykltadéw (umieszczo-
nym na stronie wyktadéw) wspomnieliSmy o liczbach rzeczywistych Hoborskiego,
ktére odpowiadaja temu wyobrazeniu o liczbach rzeczywistych, ktére populary-
zowane jest przez szkote. Rowniez tak okreslone liczby rzeczywiste spetniaja po-
wyzsze aksjomaty.

Ostatni z wymienionych wyzej aksjomatow nazywany jest aksjomatem ciggto-
Sci (Dedekinda).

UWAGI.



. Mozna udowodnié, ze istnieje — z doktadnoscia do izomorfizmu — jedna
struktura, spetniajaca powyzsze aksjomaty. Tak wigc, rézne konstrukcje liczb
rzeczywistych ukazujg ich rézne aspekty.

. Dla liczb rzeczywistych zachodzi aksjomat Archimedesa: jesli x > 0 oraz
x < vy, to istnieje liczba naturalna n taka, ze suma z +z + ... + = (x
wystgpuje n razy w tej sumie) spelnia warunek: y < n - x. Wilasno$¢ ta
wyklucza istnienie w zbiorze R wielkosci nieskoriczenie matych.

. Inna (od powyzszej) aksjomatyke dla liczb rzeczywistych podat w 1936 roku
Alfred Tarski. Udowodnit on réwniez pewne wazne fakty metamatematyczne
dotyczace tej struktury.

. By¢ moze ci ze stuchaczy, ktérzy sa zwolennikami Jednego i Jedynie Stusz-
nego Pogladu na Wszystko poczuli si¢ zniecierpliwieni faktem, ze oto na
kilka sposobéw konstruujemy liczby rzeczywiste, a w dodatku jeszcze po-
dajemy ich charakterystyke aksjomatyczng. To niepotrzebna niecierpliwos¢.
Wykazanie, ze r6zne sposoby charakterystyki jakiego$ obiektu prowadza do
tego samego wyniku jest niezwykle wazne pod wzgledem poznawczym.

. Nalezy tez pamigtac, ze kazda liczba rzeczywista jest w istocie obiektem infi-
nitarnym: do jej okreslenia potrzeba nieskoriczenie wielu liczb wymiernych,
w kazdej z rozwazanych konstrukcji. We wszystkich praktycznych zasto-
sowaniach (obliczeniach) wykorzystujemy jedynie skoiiczone przyblizenia
liczb rzeczywistych.

. Ile jest liczb rzeczywistych? PodaliSmy wcze$niej argumentacj¢ za tym, ze
nie jest ich tyle samo co liczb naturalnych (ani tez tyle samo co liczb wy-
miernych). Jak nieskoficzono$¢ zbioru liczb rzeczywistych ma si¢ do nie-
skoficzonosci zbioru liczb naturalnych? To niezwykle wazne pytanie otrzy-
mato zaskakujaca odpowiedZ: nie wiadomo. Doktadniej, problem usytuowa-
nia liczby elementéw zbioru wszystkich liczb rzeczywistych na skali nie-
skoniczonych liczb kardynalnych (zob. wyktad 5) nie daje si¢ rozstrzygnaé
na gruncie obecnie przyjmowanych aksjomatéw teorii mnogosci (ktéra dosé
powszechnie uwaza si¢ za podstawe catej matematyki). Hipoteza, ze moc
kontinuum (liczba elementéw zbioru wszystkich liczb rzeczywistych) jest
nastgpnq moca nieskoinczona, po mocy zbioru wszystkich liczb naturalnych
(,,najmniejszej” nieskoficzonosci) jest niezalezna od aksjomatéw teorii mno-
gosci i nazywa si¢ hipotezq kontinuum.

. Do poszczeg6lnych liczb rzeczywistych mamy, by tak rzec, rézny dostep po-
znawczy. ,,Najlatwiejsze” sa liczby wymierne (a wigc w szczegdlnosci liczby



naturalne i catkowite). Nieco bardziej skomplikowane sa liczby algebraiczne
(pierwiastki wielomianéw): obejmuja one oczywiscie liczby wymierne, ale
takze — stosunkowo ,,proste” liczby niewymierne. O wiele bardziej ,.tajem-
nicze” sa liczby przestepne, czyli te liczby rzeczywiste, ktore nie sg algebra-
iczne. Bada sig¢ tez inne aspekty owej dostepnosci — np. liczby obliczalne.

. Stuchacze zechca trzymaé w pamigci fakt, ze liczby (w szczegdlnosci: liczby

rzeczywiste) to nie to samo, co ich reprezentacje (w ustalonej bazie). No-
tacje: dziesigtna, dwdjkowa, szesnastkowa, itp. to wlasnie jedynie sposoby
reprezentacji liczb. To, ze dana liczba ma w jednej reprezentacji posta¢ dos¢é
regularna, a w innej posta¢ wygladajaca na chaotyczna, catkowicie losowq
jest niezwykle ciekawym problemem badawczym. Warto o tym przypomi-
na¢ tym wszystkim, ktérzy tatwowiernie polegaja na wrézeniu z liczb, znaj-
dowaniu ,,tajemniczych” regularnosci np. w §wigtych ksiggach, ktérych tek-
sty poddaje si¢ stosownemu kodowaniu (zawsze przeciez dokonywanemu
w wybranej bazie). Ewentualnie powaznie zainteresowani tg problematyka
stuchacze zechca samodzielnie poszuka¢ informacji o liczbach normalnych.
Natomiast ci ze stuchaczy, ktérzy znajduja upodobanie w magii liczb moga
samodzielnie poszukac informacji o numerologii, kabale, gematrii, notari-
konie, temurze, itp.

2 Ciagi rzeczywiste

Ciqgi rzeczywiste (ciagi o wyrazach, bedacych liczbami rzeczywistymi) to funkcje
ze zbioru N w zbior R. Wyrazy ciagu rzeczywistego moga by¢ tworzone wedle ja-
kiego$ ogolnego prawidla, ale moga tez nie wykazywac zadnej dostrzeganej przez
umyst prawidlowosci. Czasem wygodnie jest numerowaé wyrazy ciagu poczynajac
od 0, anie od 1.

Stuchacze znaja ze szkoly dwa rodzaje ciagéw, w ktdrych wystepuja pewne
regularnodci: arytmetyczny i geometryczny, na wyktadzie czwartym poznaliSmy
tez ciag harmoniczny oraz ciag Fibonacciego.

1.

Ciqg arytmetyczny. Okre§lony warunkami rekurencyjnymi: a; = a oraz
ap, = apn—1 +ddlan > 2. Ogélny wzdr na n-ty wyraz ciagu ma postac:
ap=a+(n—-1)-d

. Ciqg geometryczny. OkreSlony warunkami rekurencyjnymi: a; = a - = oraz

Gn = ap—1 - x. Ogdélny wzor na n-ty wyraz ciagu ma postac: a, = a - "

. Ciqg harmoniczny. a, = %



4. Ciqg Fibonacciego. Okre§lony warunkami rekurencyjnymi: a; = ag = 1
Oraz Ap+4+2 = Qp + Ap41.

5. Ciqg liczb pierwszych. Wszystkie liczby pierwsze mozemy ustawi¢ w ciag.
Nie podajemy ogélnego wzoru na n-ty wyraz tego ciagu, cho¢ znane sg nie-
ktére wystgpujace w nim regularnosci.

Przypomnijmy podane w wyktadzie czwartym pojecia: ciagu ograniczonego
oraz ciggu monotonicznego.

Ciag (an)nen, nazywamy ograniczonym, jesli istnieje liczba naturalna M taka,
ze dla wszystkich n € N zachodzi: |a,| < M.

Ciag (an)n€N+ hazywamy:

1. rosngeym, gdy a1 < as < az < ...
2. malejgcym, gdy a1 > as > az > ...
3. niemalejacym, gdy a1 < az < a3z < ...

4. nierosngcym, gdy a1 > a2 > asz > ...

Ciagi, spetniajace ktérys z powyzszych warunkéw nazywamy monotonicznymi.
Te, ktére spetniajg ktoryS z pierwszych dwéch powyzszych warunkéw nazywamy
scisle monotonicznymi.

Z wykladu czwartego wiemy tez, ze ciag a, = (1 + )" jest rosnacy oraz
ograniczony, czego dowodzimy wykorzystujac wzor dwumianowy

(x+y)" = zn: <Z> akynk

k=0

oraz nieréwnosé n! > 2"~! (ktéra z kolei uzasadniamy rozumowaniem przez in-
dukcje matematyczna).

Zasade indukcji matematycznej mozemy wykorzystac takze w dowodzie bar-
dzo uzytecznej nieréwnoscci Bernoulliego, ktéra ustala, ze dla d > —1 mamy:
(1+d)"™ > 1+ n-d Wida¢ bowiem, ze nieréwnos¢ ta zachodzi dla pierwszej
liczby z rozwazanego zakresu, czyli dla 1. Przypusémy, ze zachodzi dla liczby &
(zatozenie indukcyjne):

l+d)f>1+k-d

Trzeba pokazad, ze zachodzi tez dla liczby k + 1. Mamy:

I+ =0+d)r 1+d)>Q+k-d)-1+d) =1+ (k+1)-d



WykazaliSmy zatem, ze rozwazana nieréwnoS$¢ zachodzi takze dla k£ + 1. Na mocy
zasady indukcji matematycznej, rozwazana nieréwno$¢ zachodzi dla kazdej dodat-
niej liczby naturalne;.

Zachgcamy stuchaczy do samodzielnego udowodnienia (réwniez postugujac
si¢ zasadq indukcji matematycznej) zachodzacej dla dowolnej d > 0 nierdwnosci:

1
(1—|—d)"21—|—n-d—|—§-n-(n—1)-d2.

Jesli (ay,) jest ciagiem rzeczywistym, a (k;) dowolnym rosnacym ciagiem liczb
naturalnych, to ciag (a,) nazywamy podciqgiem ciagu (a, ). Dla przyktadu, jesli
(an) jest ciagiem rzeczywistym, to (az,+1) jest jego podciagiem.

2.1 Ciagi zbiezne

Moéwimy, ze ciag (a,) jest zbiezny do liczby g € R, gdy dla kazdej liczby rze-
czywistej € > 0 istnieje liczba naturalna N taka, ze dla kazdej n > N zachodzi
nier6wnos¢:
lan, — g| < e.
Jesli (ay,) jest zbiezny do g, to liczbg g nazywamy granica ciagu (a,,). Méwimy
tez w takim przypadku, ze ciag (a,,) dqZy do g i stosujemy zapis: a,, — g przy
n — oo lub zapis lim a, = g.
n—o0

Ciag, ktéry nie jest zbiezny, nazywamy rozbieznym. Tak wigc, rozbiezne sg te
ciagi, ktére nie sa zbiezne do zadnej granicy.
UWAGI.

1. Po raz pierwszy napotkali§my pojecie, ktére okreslane jest nie tylko poprzez
wiasnodci algebraiczne (arytmetyczne) i porzadkowe, ale takze przez for-
malny odpowiednik bliskosci, a wigc pojecie topologiczne.

2. Zbieznos¢ ciagu (a,) do liczby g, jego granicy, oznacza zatem, ze w dowol-
nie matym otoczeniu liczby g znajduja si¢ wszystkie, oprécz ewentualnie
skoficzonej ich liczby, wyrazy tego ciagu. Otoczenie liczby jest tu rozumiane
jako przedzial otwarty, do ktérego ta liczba nalezy.

3. Mawia si¢ tez, ze ciag (a,) jest zbiezny do liczby g, gdy prawie wszyst-
kie jego wyrazy znajduja si¢ w dowolnie matym ofoczeniu liczby g. Nalezy
jednak pamigtaé, ze termin prawie wszystkie ma w tym konteksScie §cisle
ustalone znaczenie: prawie wszystkie oznacza wszystkie, oprocz skoriczonej
ich liczby.



4. Nalezy pamigtaé, ze wyrazenie ciqg dqzy do granicy jest tylko sposobem mo-
wienia. Znaczenie tego wyrazenia podaje przytoczona wyzej definicja. Wy-
stepuja w niej jedynie terminy arytmetyczne i porzadkowe. Wszelkie skoja-
rzenia z ruchem maja w tym kontekscie jedynie walor intuicyjny.

5. Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony. Jesli bowiem lim a, = g, to istnieje
n—oo
N taka, ze |a, — g| < 1 dla wszystkich n > N. Z tego oraz z faktu, ze
lan] — |g| < |an — g| wynika, ze dla wszystkich n > N mamy: |a,| <
lg| + 1. Jesli wezmiemy teraz M = max{|a1], |az],...,|an],|g| + 1}, to
otrzymujemy: |a,| < M dla wszystkichn > N.

PRZYKEADY.
1. Kazdy ciag staly a,, = a jest zbiezny. Jego granica jest liczba a.

2. Ciaga, =1+ % jest zbiezny. Jego granica jest liczba 1. Istotnie, jakkolwiek
matg weZmiemy liczbe rzeczywista € > 0, to wszystkie wyrazy tego ciagu
o wskaznikach n takich, ze n > % znajda si¢ w przedziale otwartym (1 —

varepsilon, 1 + €).
3. Ciaga, = % jest zbiezny. Jego granica jest liczba 0.

4. Ciag a,, = (—1)™ nie jest zbiezny. Zauwazmy, ze jest to ciag ograniczony.
Mamy bowiem: aop, = 1 oraz agr_1 = —1, dla wszystkich &k > 1.

5. Ciag a,, = (—2)™ nie jest zbiezny. Zauwazmy, ze nie jest to ciag ograni-
czony.

6. Ciag a, = /a (a > 0) jest zbiezny. Jego granica jest liczba 1. Dow6d
tego faktu znajda stuchacze np. w podrgczniku Musielak, Musielak 2004, na
stronie 31.

7. Ciag a,, = /n jest zbiezny. Jego granica jest liczba 1. Dowdéd tego faktu
znajda stuchacze np. w podrgczniku Musielak, Musielak 2004, na stronie
31.

Udowodnimy, dla przyktadu, ze ciag geometryczny a,, = z" jest zbiezny do
0 dla |z| < 1, jest zbiezny do 1 dla = 1 oraz jest rozbiezny dla wszystkich
pozostatych x, czyli dla |z| > 1 lub z = —1. Rozpatrzymy trzy przypadki:

1. Zat6ézmy, ze |x| < 1. Wtedy istnieje doktadnie jedna liczba d > 0 taka, ze
lx| = 1J1r -~ Na mocy udowodnionej przed chwilg nierdwnosci Bernoulliego
mamy:

1 < 1
1+dm 1+4n-d

|an| =[] =

7



Poniewaz utamek ﬁ zmniejsza sie wraz ze wzrostem n, wiec dla do-

wolnie matej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje taka liczba naturalna N, ze
1 5 < € zachodzi dla wszystkich n > N. Tak wigc, w tym przypadku

T+nd
lim a, = 0.
n—oo
2. Jesli x = 1, to ciag a,, jest staty, jesli jednak x = —1, to ciag a, jest roz-

biezny, gdyz wszystkie jego wyrazy o wskaZnikach parzystych réwne sa 1,
a wszystkie wyrazy o wskaZnikach nieparzystych réwne sq —1.

3. Wreszcie, gdy |z| > 1,to x = 1+d dla pewnej d > 0. Znowu wykorzystamy
nier6wno$¢ Bernoulliego:

lan = (1+d)" > 14+n-d,
a to oznacza, ze ciag (a, ) nie jest ograniczony, a wigc nie jest zbiezny.

Ze wzgledu na ustugowy charakter tego kursu nie mozemy poswigcié zbyt
wiele miejsca na bardziej szczegétowe omdéwienie wlasnosci ciagdéw liczb rzeczy-
wistych. Wyliczymy zatem tylko niektdre z nich, zachgcajac zainteresowanych stu-
chaczy do zadumy nad nimi oraz préby zmierzenia si¢ z wykazaniem, ze podane
fakty istotnie maja miejsce.

WYBRANE WELASNOSCI.

1. W ciagu zbieznym mozna pominaé, dotaczy¢ lub zmienié skoriczong liczbe
jego wyrazdéw, a pozostanie on zbiezny do tej samej granicy.

2. Jesli dokonamy dowolnej permutacji indekséw wyrazéw ciagu zbieznego, to
taki ciag o przestawionych wyrazach pozostaje zbiezny do tej samej granicy.

3. Podciag ciagu zbieznego jest zbiezny do tej samej granicy.
4. Jesli ciagi (ay,) oraz (b,) sa zbiezne oraz dla pewnej m zachodzi a, < b,

dla wszystkichn > m, to lim a, < lim b,.
n—oo n—0o0

5. TWIERDZENIE O TRZECH CIAGACH. Jesli ciagi (ay,) oraz (by,) sa zbiezne
do tej samej granicy g oraz istnieje m taka, ze a, < ¢, < b, dla wszystkich
n > m, to ciag (c,) takze jest zbiezny do g.

6. Kazdy ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny. Przy tym, jesli (a,)
jest niemalejacy, to lim a,, = sup a,, natomiast gdy (a,,) jest nierosnacy,
n—00 n

to lim a, = inf a,. Jesli bowiem (a,) jest niemalejacy i ograniczony, to
n—oo n

istnieje kres gérny zbioru jego wyrazéw: s = sup a,,. Chcemy pokazaé, ze
n

ciag (a,) jest zbiezny do granicy s.



(a) Niech € > 0. Z definicji kresu gérnego wynika (na mocy nietrudnego
rachunku: zob. np. Musielak, Musielak 2004, strona 15), ze istnieje
liczba naturalna NN taka, iz s < ay + €.

(b) Natomiast dla kazdej n > N mamy a,, > ay, a zatem s < a,, + € dla
wszystkich n > N.

(c) Mamy wigc: ap, > s —edlan > N.
(d) Poniewaz a,, < s dla wszystkich n, wigc oczywiscie takze a,, < s—+¢.

(e) Laczniedajeto: s —e < a, < s+edlan > N, czyli |a, — s| < e. To
oznacza, ze ciag (a, ) jest zbiezny do granicy s.

Podobnie pokazujemy, Ze nierosnacy ciag ograniczony jest zbiezny.

7. Ciag a, = (1 + %)” jest, jak juz wiemy, rosnacy i ograniczony. Jest zatem
zbiezny. Jego granice oznaczamy symbolem e:

1
e= lim (1+—)"
n—oo n
Jest to jedna z najwazniejszych statych matematycznych. Liczba e ~ 2, 71828 . ..
jest liczba przestepna.

TWIERDZENIE ASCOLIEGO. Niech [ay, by,] bedzie zstepujacym ciqgiem przedzia-
tow domknigtych liczb rzeczywistych (czyli [aiy1,biv1] C [ai, b;] dla wszystkich
1 € N3). Niech ponadto nh_}H;O (by, — ayn) = 0. Wtedy istnieje doktadnie jedna liczba
rzeczywista x € R taka, Ze x € [ay, by] dla wszystkich n € N..

Inaczej méwiac, czes$¢ wspdlna (iloczyn) zstepujacego ciagu przedziatéw do-
mknigtych w zbiorze liczb rzeczywistych o dlugosciach tych przedziatéw dazacych
do 0, zawiera doktadnie jeden element. Istotna rolg w dowodzie tego twierdzenia
odgrywa wtasnos¢ ciagtosci porzadku zbioru liczb rzeczywistych.

DOWOD. Najpierw zauwazmy, ze ciag (a,) jest niemalejacy oraz ograniczony z
g6ry przez kazdy z wyrazéw ciagu (by,). Podobnie, ciag (b, ) jest nierosnacy oraz
ograniczony z dotu przez kazdy z wyrazéw ciagu (ay,,). Tak wigc, oba te ciagi sa
zbiezne, a ponadto: lim a, = sup a, oraz lim b, = inf b,. Mamy dale;j:

n—oo n—oo n

n

1. lim a, < lim b,, czyli sup a,, < inf b,.
n—00 n—00 n n

2. Dla kazdej m zachodzi nierownos$¢:

0 <infb, —supa, < by — am-
n n



3. Z zatozenia, lim (b, — an,) = 0.
m—r0o0

4. Na mocy twierdzenia o trzech ciagach otrzymujemy zatem sup a,, = inf b,,.
n n
Niech x oznacza t¢ wlasnie warto§¢ obu rozwazanych kreséw.

5. x € [ap,by] dla wszystkich n, czyli x jest punktem wspélnym wszystkich
rozwazanych przedziatow.

6. Gdyby istniat punkt y # x taki, ze y € [ay, b,] dla wszystkich n, to mieli-
bysSmy a,, < y oraz y < b, dla wszystkich n.

7. Na mocy pierwszej z tych nieréwnosci otrzymujemy: x = sup a, < y.
n
8. Na mocy drugiej z tych nieréwnosci otrzymujemy: y < inf b,, = z.
n

9. Z tego wynika oczywiscie, ze y = x, a wigc x jest jedynym punktem wspodl-
nym wszystkich przedziatéw [a,,, by,].

Na ciagach zbieznych wykonywaé mozemy dziatania arytmetyczne, przy czym
granice ciagéw otrzymanych w wyniku tych dzialan wyznaczone sa przez granice
ciagéw, na ktérych dzialania wykonujemy, np. (przy zatozeniu, ze istnieja granice
po prawej stronie réwnosci, istnieja tez granice po jej lewej stronie):

l. lim (ap +b,) = lim a, + lim b,
n—o0 n—0o0 n—o0

2. lim (ap, — by) = lim a, — lim b,
n—00 n—00 n—00

3. lim (ap - b,) = lim a, - lim b,
n—o0 n—o00 n—o00

4. lim c-a, =c- lim a, dla dowolnej c € R.
n—oo n—oo

W przypadku operacji dzielenia trzeba oczywiscie przyjaé¢ dodatkowe zatoze-

nia:

1. Jesli b, # 0 oraz ciag (by,) jest zbiezny do granicy réznej od zera, to zbiezny
jest tez ciag (i) i zachodzi:

. 1 1

im — = .

n—o0 by, lim b,
n—oo
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2. Jesli ciagi (ay, ) oraz (by,) sa zbiezne, b,, # 0 dla wszystkich n oraz lim b,, #
n—oo

0, to zbiezny jest tez ciag (‘Z—Z) i zachodzi:

lim a,
. n n—oo
lim — = —
n—oo by, lim b,
n—oo

Poswigcimy teraz chwilg uwagi ciggom rozbieznym, rozwazajac ich rézne ro-
dzaje.

Méwimy, ze ciag (an) jest rozbiezny do granicy niewtasciwej +oo, gdy dla
kazdej liczby M > 0 istnieje liczba N taka, ze dla wszystkich n > N zachodzi
an > M. Piszemy wtedy lim a, = +oo (albo, krécej, lim a,, = c0).

n—oo n— o0

Podobnie, méwimy, ze ciag (a,) jest rozbiezny do granicy niewtasciwej —oo,
gdy dla kazdej liczby M > 0 istnieje liczba N taka, ze dla wszystkich n > N
zachodzi a,, < —M. Piszemy wtedy lim a, = —o0.

n— o0
UWAGI.

2:

1. Mamy oczywiscie: lim n? = oo oraz lim —n —00.

n—oo n—oo
2. Kazdy ciag rozbiezny do granicy niewlasciwej jest nieograniczony, ale ist-
nieja ciagi nieograniczone bez granicy niewtasciwej, np. a,, = (—1)" - n.

3. Uzywamy tu symboli co oraz —oo jako uzytecznych w mowieniu o pewnych
rodzajach rozbiezno$ci. Symbole te nie oznaczaja zadnej liczby rzeczywi-
stej.

4. Symboli tych uzywa si¢ tez dla zaznaczenia, ze jaki§ zbior A jest nieogra-
niczony z géry (piszemy wtedy sup A = o) lub z dotu (piszemy wtedy
inf A = —00).

5. Zachecamy zainteresowanych stuchaczy do zadumy nad tym, czy na ciagach
rozbieznych do granic niewtasciwych tez mozna wykonywac operacje aryt-
metyczne (zob. np. Musielak, Musielak 2004, 40—41).

Ciag moze nie by¢ zbiezny takze z tego powodu, ze moze istnie¢ kilka punktéw
(liczb), wokot ktérych skupia sig nieskoriczenie wiele wyrazow ciggu. Liczbg s
nazywamy punktem skupienia ciagu (a,, ), gdy dla kazdej liczby rzeczywistej e > 0
oraz kazdej liczby naturalnej NV istnieje liczba naturalnan > N taka, ze |a, —s| <
€.

UWAGI.
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1. Jesli lim a, = g, to oczywiscie g jest (jedynym) punktem skupienia ciagu
n—oo
(an).

2. Wprost z definicji widaé, ze jesli s jest punktem skupienia ciagu (ay,), to w
dowolnym (dowolnie matym) otoczeniu punktu s znajduje si¢ nieskoriczenie
wiele wyrazéw tego ciagu.

3. Punktami skupienia ciagu a,, = (—1)" sa liczby: 1 oraz —1. Te same liczby
sa punktami skupienia np. ciagu a,, = (—1)"*! + 2%

4. Liczba s jest punktem skupienia ciagu (a,) doktadnie wtedy, gdy pewien
podciag ciagu (ay,) jest zbiezny do s.

WitasnoSci topologiczne zbioru R czgsciowo charakteryzuje nastgpujace wazne
twierdzenie:
TWIERDZENIE BOLZANO-WEIERSTRASSA. KaZdy ciqg ograniczony posiada co
najmniej jeden punkt skupienia.
DOWOD. Zatézmy, ze ciag (a,) jest ograniczony. Tworzymy parg zbioréw (A, B)
w sposéb nastgpujacy:

A ={z € R: z < a, dla nieskonczenie wielu n}

B=R-A.

1. Para (A, B) jest przekrojem Dedekinda zbioru R. Na mocy aksjomatu cia-
glosci: albo w klasie A istnieje element najwigkszy, albo w klasie B istnieje
element najmniejszy. Niech s begdzie tym elementem. Pokazemy, ze s jest
(najwigkszym) punktem skupienia ciagu (ay,).

2. Dla dowolnej liczby rzeczywistej € > 0 mamy: s — 5§ € Aorazs + § € B.

3. Z definicji zbioréw A i B wynika, ze: s — 5§ < a, dla nieskoficzenie wielu

n, zas s + 5 < a, dla co najwyzej skoficzonej liczby indeksow .

4. Tak wiec, a, < s + % dla wszystkich n poza skoniczong ich liczba. W kon-
sekwencji, dla nieskoficzenie wielu n mamy:

€ €
s—5<s—§<an<s+§<s+5.

5. To z kolei oznacza, ze |a, — s| < e dla nieskonczenie wielu n. Tak wigc, s
jest punktem skupienia ciagu (a,).

6. Ponadto, jest to najwigkszy punkt skupienia tego ciagu. Gdyby bowiem dla
pewnej € > 0 punktem skupienia byt s + 2 - ¢, to, poniewaz s + € € B,
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mielibySmy s + ¢ < a, tylko dla skoriczonej liczby indekséw n, wbrew
poczynionemu przypuszczeniu, ze s + 2 - € jest punktem skupienia ciagu

(an).

Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa mozna tez udowodni¢, wykorzystujac Twier-
dzenie Ascoliego.
Najwigkszy punkt skupienia ciagu ograniczonego (a,) nazywamy jego limes

superior i oznaczamy lim sup a,. Podobnie, najmniejszy punkt skupienia ciagu
n—oo
ograniczonego (ay,) nazywa&y jego limes inferior i oznaczamy lim ngﬁo’o G-

W konstrukcji zbioru liczb rzeczywistych metoda Cantora wykorzystaliSmy
pewne szczegdlne ciagi, nazywane tam ciggami podstawowymi. Uzywa si¢ tez na-
stepujacej terminologii.

Mowimy, ze ciag (ay,) spetnia warunek Cauchy’ego, gdy dla kazdej liczby rze-
czywistej € > 0 istnieje liczba naturalna N taka, ze dla wszystkich m > N oraz
n > N zachodzi nieréwnos¢: |a, — a,,| < €. Tak wigc, ciag spetnia warunek Cau-
chy’ego, gdy — poczawszy od pewnego miejsca — wszystkie jego wyrazy sa sobie
dowolnie bliskie.

UWAGI.

1. Kazdy ciag zbiezny spetnia warunek Cauchy’ego.
2. Kazdy ciag Cauchy’ego jest ograniczony.

3. Ciag Cauchy’ego zawierajacy podciag zbiezny do pewnej liczby g jest zbiezny
do g.

Dowody tych faktéw znajda stuchacze np. w podrgczniku Musielak, Musielak
2004 (strona 46). Wynika z nich nastgpujace wazne twierdzenie:

TWIERDZENIE CAUCHY EGO. Ciqg (ay) jest zbieiny wtedy i tylko wtedy, gdy
spetnia warunek Cauchy’ego.

SzkKic DowoDU. Na mocy uwagi 1, wystarczy udowodni¢, ze kazdy ciag Cau-
chy’ego (a,) jest zbiezny. Na mocy uwagi 2, ciag (a,,) jest ograniczony. Na mocy
twierdzenia Bolzano-Weierstrassa, ciag (a,) ma co najmniej jeden punkt skupie-
nia g. W konsekwencji, ciag (a,) zawiera podciag zbiezny do g. Na mocy uwagi
3, ciag (ay,) jest zbiezny do g.

Wykorzystujac charakterystyke zbieznoSci ciagéw z uzyciem warunku Cau-
chy’ego mozemy poprawnie zdefiniowa¢ wiele waznych konstrukcji dotyczacych
liczb rzeczywistych. Dla przykladu, potgga o wykladniku rzeczywistym dowol-
nej liczby rzeczywistej wykorzystuje wlasnie t¢ charakterystyke. Jesli mianowicie
a>0,a € R,z € Rtoa” definiujemy jako granice nlbrgo a®, gdzie (x,,) jest do-

wolnym ciagiem liczb wymiernych, zbieznym do x, czyli takim, ze lim z, = z.
n—oo
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3 Szeregi liczbowe

Ktéra z liczb: 1 oraz 0,99999 . .. (czyli nieskoriczony utamek okresowy 0, (9)) jest
wieksza?
Niech z = 0,99999 . .. Wtedy:

1. 10z =9,9999...

2. 10z —z =9z

3. 92 =9,9999... — =z

4. 92 =9,9999...—-0,99999...
5.9 =9

6. z=1.

Tak wigc, udowodnilismy réwnos¢ 1 = 0,999999... Dodajmy, ze — trudno
wlasciwie powiedzie¢ z jakiego powodu — niektérzy pozostaja nieprzekonani po-
wyzszym (lub podobnym) dowodem.

Rozwinigcia dziesigtne liczb rzeczywistych (podobnie jak rozwinigcia w do-
wolnej bazie) moga by¢ — jak stuchacze pamigtaja ze szkoty — skoriczone, okre-
sowe lub nieskonczone. Liczby wymierne maja skoniczone lub okresowe rozwi-
nigcia dziesigtne, liczby niewymierne maja nieskoinczone rozwinigcia dziesigtne.
Oznacza to, ze liczbg niewymierna traktowaé mozemy jako nieskoriczonq sume
utamkéw, ktérych mianowniki sg kolejnymi potegami liczby 10.

Jak radzimy sobie z catkiem ogdlnymi nieskoficzonymi sumami liczb? Przede
wszystkim, interesuje nas, kiedy takie nieskoiiczone sumowanie daje wielko$¢ skofi-
czona.

Kazdemu ciagowi rzeczywistemu (a,,) przyporzadkowal mozna ciag s, =
n
> ay. Wyrazy tak okreslonego ciagu (s,,) nazywamy sumami czesciowymi (ciagu
k=1
(an)).
Stuchacze pamigtaja ze szkoty, w jaki spos6b obliczano sumy czgsciowe ciagu
geometrycznego a, = "~ ! (gdzie v # 1). Poniewaz s, = 1+z+z2+.. 42" 1,

wigc (mnozac obie strony tego rownania przez 1 —x) mamy: (1 —x)-s, = 1 —z",
co daje znany ze szkoty wzor: s, = 1;”’;.
Jezeli ciag (sy,) sum czg$ciowych ciagu (a,, ) jest zbiezny do liczby s, t¢ liczbe
o0 oo
nazywamy sumq szeregu nieskoriczonego »  a,. Moéwimy wtedy, ze szereg > ay,
n=1 n=1
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o
jest zbiezny do liczby s oraz piszemy ) a, = s. Szeregi, ktére nie sa zbiezne na-
n=1
zywamy rozbieznymi.
o0

Jesli szereg > a, jest zbiezny, to lim a, = 0. Zauwazmy jednak, ze nie
n—1 n—00

o0
musi by¢ na odwrot: szereg harmoniczny ) % jest rozbiezny (co udowodnili$my
n=1
na poprzednim wyktadzie, rozwazajac Mrowke na linie), chociaz ciag harmoniczny

apn = % jest zbiezny do 0.
oo
Szereg Y a, nazywamy:
n=1

o
1. bezwzglednie zbieznym, gdy > |ay| jest zbiezny.
n=1
2. bezwarunkowo zbieznym, gdy dla dowolnej permutacji zbioru liczb natural-
nych (czyli bijekcji przyporzadkowujacej kazdej liczbie naturalnej n jakas
o0
liczbe naturalng k,,) szereg » . ag, jest zbiezny.

n=1

3. warunkowo zbieznym, gdy jest on zbiezny, ale nie jest bezwzglednie zbiezny.

Na szeregach liczbowych mozna wykonywaé operacje arytmetyczne. Jest to
problematyka chyba zbyt skomplikowana na potrzeby tego ustugowego kursu. Za-
interesowani stuchacze, ktérzy nie zrazaja si¢ takimi trudno$ciami, zechca zajrzec
do ksiazki Musielak, Musielak 2004, gdzie na stronach 51-98 w przejrzysty sposéb
omoéwiono t¢ problematyke.

Oprécz szeregéw liczbowych rozwaza si¢ takze iloczyny nieskoriczone, okresla
pojecie ich zbieznosci, podaje stosowne kryteria zbieznosci, itd.

UWAGI.
1. Kazdy szereg bezwzglednie zbiezny jest zbiezny.
2. Szereg jest bezwarunkowo zbiezny dokladnie wtedy, gdy jest bezwzglednie
zbiezny.
3. Warunkowa zbiezno$¢ szeregu jest doS¢ staba wtasnoScia. Zachodzi mia-
oo
nowicie TWIERDZENIE RIEMANNA, ktére glosi, ze jesli szereg > a,, jest
n=1
warunkowo zbiezny, za$ s jest catkiem dowolng liczba rzeczywista, to ist-
oo
nieje taka permutacja wskaznikow wyrazow tego szeregu, ze Y ap, = S.

n=1
Tak wigc, w szeregach jedynie warunkowo zbieznych mozna tak poprzesta-

wiaé ich wyrazy (zmieni¢ kolejno$¢ sumowania wyrazéw), ze jako sumg
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szeregu otrzymac mozna catkiem dowolna liczbe rzeczywista (a nawet +oo
lub —o0).

4 Przestrzenie metryczne

Znamy juz przyklady struktur porzadkowych oraz algebraicznych. Teraz poznamy
struktury, ktére zwiazane sa z pojeciem odlegtosci oraz z pojgciami wobec niego
pochodnymi. Jak widzieliSmy przed chwila, pojecie zbieznosci jest wlasnie jednym
Z tego typu pojec.

4.1 Przestrzenie euklidesowe

Przez (rzeczywistq) przestrzen euklidesowq n-wymiarowq rozumiemy pare (R™, d),
gdzie R™ jest wszystkich n-tek uporzadkowanych elementéw zbioru R, za$ d jest
funkcja d : R® x R™ — R, okreslona wzorem:

dla dowolnych = (z1,z2,...,2,) oraz y = (y1,92,...,Yn) nalezacych do
R"™. Funkcj¢ d nazywamy metrykq (funkcjq odlegtosci). Zamiast terminu metryka
uzywa si¢ tez terminu funkcja odlegtosci, opatrujac te terminy okreSleniem eukli-
desowa.
UWAGI.

1. Dla n = 1 odlegtosé d wyrazamy przez warto$¢ bezwzgledna: d(x,y) =
|z —yl.

2. Dlan = 2 odlegto$¢ d punktéw = = (x1,x2) oraz y = (y1,y2) wyrazamy
przez wzér: d(z,y) = /(1 — y1)% + (2 — y2)2.

3. Stuchacze bez trudu zauwazaja role twierdzenia Pitagorasa w definicji me-
tryki euklidesowe;.

4. Odlegtos¢ w przestrzeniach euklidesowych spetnia warunki:

(a) d(z,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z = y
(b) d(z,y) = d(y,x) (warunek symetrii)
(©) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (warunek trdjkata).
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Zbiezno$¢ ciagdéw punktéw przestrzeni euklidesowej okre§lamy w terminach
metryki tej przestrzeni. Méwimy mianowicie, ze ciag punktéw (x,) o wyrazach
nalezacych do R" jest zbiezny do punktu x € R" wtedy i tylko wtedy, gdy

lim d(x,,z) =0.

n—oo

W interpretacji geometrycznej zbiezno$¢ ciagu punktéw przestrzeni euklide-
sowej wyrazi¢ mozemy w terminach ofoczeri punktéw w tej przestrzeni. Owe oto-
czenia reprezentowane sg przez kule otwarte. Méwimy mianowicie, ze K (x, ) jest
kulq otwartq o Srodku T oraz promieniu €, gdy:

K(z,e) ={y e R" : d(z,y) < €}.

Ciag (x,) o wyrazach nalezacych do R™ jest zbiezny punktu x € R™ wtedy i tylko
wtedy, gdy w kazdym otoczeniu punktu x (czyli w kazdej kuli otwartej o dowolnie
matym promieniu) znajduja si¢ wszystkie wyrazy ciagu (z,,) oprécz co najwyzej
skoriczonej ich liczby.

4.2 Przestrzenie metryczne

Pare (X, d) nazywamy przestrzeniq metryczng (a d nazywamy metrykq w X), gdy
X jest dowolnym zbiorem niepustym, za$ d jest dwuargumentowa funkcja okre-
Slonag na X i przyjmujaca nieujemne wartosci rzeczywiste taka, ze:

1. d(z,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = y
2. d(z,y) = d(y,x) (warunek symetrii)
3. d(z,y) < d(zx, z) + d(z,y) (warunek tréjkqta).

Zamiast terminu metryka uzywa si¢ tez terminu funkcja odlegtosci.
PRZYKLADY.

1. Metryka euklidesowa. Nietrudno sprawdzi¢ rachunkiem, ze przestrzen eukli-
desowa (R, d), jest przestrzenig metryczng. Stuchacze sa doskonale oswo-
jeni z wlasnoSciami metrycznymi tej przestrzeni dlan od 1 do 3.

2. Metryka taksowkowa. W zbiorze R"™ okre§li¢ mozna wiele funkcji odle-
glosci réznych od metryki euklidesowej. Przez metryke taksowkowq (me-
tryke Manhattan) rozumiemy funkcje d okreslona nastgpujaco dla dowol-
nych z = (1, x9,...,2y) 0raz y = (Y1,%2, - - -, Yn):

d(z,y) =) |k — yil-
k=1
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Dlan = 2 mamy zatem: d(x,y) = |z1 — y1| + |x2 — y2|. Metryka ta opisuje
poruszanie si¢ w miescie z prostokatng siatka ulic, prowadzacych jedynie
np. ze wschodu na zachdd oraz z potudnia na pétnoc, przy zatozeniu, ze
poruszamy si¢, dbajac o to, aby znaleZ¢ mozliwie najkrétsza droge migdzy
dwoma punktami. Zauwazmy, ze (inaczej niz w przypadku metryki eukli-
desowej) w tej metryce istnieje wiele drég migdzy dwoma punktami, ktére
majq taka sama dlugosé w sensie metryki. Kule w tej metryce wygladaja
inaczej niz kule w metryce euklidesowej — czy stuchacze potrafia wyobrazi¢
sobie kule, wyznaczone ta metryka?

. Metryka Czebyszewa. Innym przyktadem metryki w R" jest odlegtos¢ Cze-

byszewa (metryka maksimum), zdefiniowana dla dowolnych x = (1, x2, ..., Zy)
oraz y = (Y1, Y2, - - - , Yn) WZOrem:
dlz,y) = max |z — Y|
(2,9) reiax |2k — Yl

Na ptaszczyZnie metryka ta opisuje np. liczbg ruchéw kréla szachowego,
ktére musi on wykonaé, aby przejsé z jednego pola szachownicy na inne. W
tej metryce kule réwniez wygladajq inaczej niz kule w metryce euklidesowej
— czy shuchacze potrafiag wyobrazié sobie kule, wyznaczone ta metryka?

. Metryka trywialna. W kazdym zbiorze mozna okresli¢ metryke w dos¢ ba-
nalny sposéb: d(z,y) = 1, gdy = # y oraz d(x,y) = 0, gdy x = y. Tak
rozumiana metryka nie dostarcza jednak zadnej informacji na temat struk-
tury zbioru, na ktérym jest okreslona.

. Praktycznym problemem jest ustalanie najkrotszej drogi, gdy poruszamy si¢
w terenie z réznorakimi utrudnieniami (np. przedzielonym rzeka, urozma-
iconym goérami) lub, powiedzmy, w labiryncie lub w sieci kolejowej. Opra-
cowano wiele propozycji, opisujacych matematycznie takie sytuacje.

. Funkcje odlegtosci wprowadza¢ mozna takze na zbiorach, ktérych elementy
maja ztozong strukture (sa np. ciagami lub funkcjami). By¢ moze, stuchacze
spotkaja pdzniej np. odlegtos¢ Hamminga, okreSlona dla ciagéw.

. W terminach wyjSciowej metryki definiowa¢ mozna dalsze pojgcia metryczne,
np. charakteryzowaé odlegtos¢ elementu od zbioru, lub odlegtos¢ migdzy
zbiorami elementow.

. Przestrzeniami metrycznymi sg np.:

(a) Zbiodr wszystkich rzeczywistych ciagéw zbieznych.
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(b) Zbioér wszystkich rzeczywistych ciagéw ograniczonych.

(c) Zbiér wszystkich rzeczywistych ciagdéw zbieznych do zera.

Metryke w kazdym z powyzszych przypadkéw okreslamy tak samo dla do-
wolnych ciagéw = = (x,,) oraz y = (y,) z rozwazanego zbioru:

d(x7y) = sup |xn - yn"
n

4.3 Zbiory w przestrzeniach metrycznych

Zbieznos¢ ciagéw w dowolnej przestrzeni metrycznej (X, d) okreslamy analogicz-
nie, jak czyniliSmy to dla przestrzeni euklidesowych. Méwimy mianowicie, ze ciag
punktéw (x,,) przestrzeni metrycznej (X, d) jest zbiezny do punktu z € X wtedy
i tylko wtedy, gdy nh_{rolo d(xy,z) = 0. Piszemy w takim przypadku nh_{r;o Tp = T.

Pojecia kuli otwartej K (v, r) oraz kuli domknigtej K (z,r) (o Srodku w punkcie
x oraz promieniu 7) definiujemy w naturalny sposéb:

1. K(z,r)={y € X :d(z,y) <7}
2. K(x,r)={y € X :d(z,y) <r}.

Zbiezno$¢ ciagéw w przestrzeni metrycznej charakteryzowa¢ mozemy, jak w
przypadku przestrzeni euklidesowej, poprzez otoczenia, czyli kule otwarte. Zache-
camy stuchaczy do samodzielnego sformutowania stosownego okreslenia.

Granica zbieznego ciagu elementdw przestrzeni metrycznej jest wyznaczona
jednoznacznie, czyli ciag w takiej przestrzeni nie moze by¢ zbiezny do dwéch
réznych granic.

Zbiér A C X punktéw przestrzeni metrycznej (X, d) jest ograniczony, gdy
,miesci sig¢ w catosci w pewnej kuli”, czyli gdy istnieje kula K (x,r) taka, ze
A C K(z,7). W szczegblnosci, ciag () punktéw przestrzeni metrycznej (X, d)
jest ograniczony, gdy zbidr wszystkich jego wyrazéw jest ograniczony. Latwo wy-
kazaé, ze kazdy ciag zbiezny w przestrzeni metrycznej jest w niej ograniczony.

Moéwimy, ze ciag (xy,) punktéw przestrzeni metrycznej (X, d) jest ciggiem
Cauchy’ego (spetnia warunek Cauchy’ego), gdy dla kazdej liczby rzeczywistej
e > 0 istnieje liczba naturalna N taka, ze dla wszystkich m > N orazn > N
zachodzi nieréwno$¢ d(x,,,x,) < e. Tak wigc, wyrazy ciagéw Cauchy’ego w
przestrzeni metrycznej staja si¢, od pewnego miejsca, dowolnie bliskie sobie (w
sensie rozwazanej metryki).

UWAGI.

1. Kazdy ciag zbiezny spetnia warunek Cauchy’ego.
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2. Kazdy ciag Cauchy’ego jest ograniczony.

3. Kazdy ciag Cauchy’ego, ktéry zawiera podciag zbiezny do jakiego$ punktu
tez jest zbiezny do tego punktu.

4. Nie w kazdej przestrzeni metrycznej ciag Cauchy’ego musi by¢ zbiezny.
Za przykiad niech stuzy zbiér wszystkich liczb wymiernych, traktowany
jako przestrzenn metryczna (z odlegtodcia wyznaczona przez warto$¢ bez-
wzgledng). W tej przestrzeni istnieja ciagi o wyrazach wymiernych, spet-
niajace warunek Cauchy’ego, ktére nie maja granicy wymiernej: pomysSlmy
np. o coraz doktadniejszych przyblizeniach wymiernych jakiej$ liczby nie-
wymiernej (np. v/2 lub 7).

Przestrzefi metryczna (X, d) jest zupetna, gdy kazdy ciag Cauchy’ego elemen-
tow tej przestrzeni jest zbiezny do elementu tej przestrzeni.
PRZYKELADY.

1. Przestrzen wszystkich liczb wymiernych (z metryka d(z,y) = |z — y|) nie
jest zupelna.

2. Przestrzenie euklidesowe R"™ sa zupelne. Dla n = 1 wynika to bezposrednio
z faktu, ze R spetnia aksjomat ciagtosci. Dla pozostatych n dowdd zupetno-
Sci R™ otrzymujemy z tego, ze zbieznos¢ i spetnianie warunku Cauchy’ego
dla tych przestrzeni daje si¢ wyrazi¢ przez zbieznoSc¢ i spelnianie warunku
Cauchy’ego dla ich ,,wspotrzednych”, z ktérych kazda jest zbiorem R.

3. Czy twory geometryczne, takie jak prosta, ptaszczyzna, przestrzen trojwy-
miarowa s3 przestrzeniami zupetnymi? OdpowiedZ jest twierdzaca, gdy twory
te reprezentujemy za pomoca struktur arytmetycznych:

(a) prosta: R
(b) ptaszczyzna: R?

(c) przestrzen tréjwymiarowa: R3.

Przy takiej reprezentacji, system geometrii (np. w aksjomatycznym opisie
Hilberta) ma wtasno$¢ kategorycznosci: istnieje tylko jeden (z doktadnosScia
do izomorfizmu) model tego systemu. Istotna rolg w dowodzie tego stwier-
dzenia odgrywa aksjomat ciagtosci.

4. Dociekliwi stuchacze moga jednak odwaznie zapytaé: czy aksjomat ciaglo-
Sci jest niezbedny do uprawiania geometrii? To Swietne pytanie, moze ono
wywotaé istna lawing dalszych waznych pytan, dla przyktadu nastepujacych
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(ktore tylko anonsujemy, gdyz ich szersze komentowanie wykracza poza
ramy tego kursu):

(@)

(b)

(©)

(d)

(e)

®)

Swiat monitora. Stworzenia (obrazki) poruszajace si¢ na monitorach
komputerowych sktadaja si¢ z pojedynczych pikseli. Jakkolwiek wielki
i wyrafinowanie rozdzielczy bytby monitor, to liczba tych pikseli jest
skoriczona. Tak wigc, geometria §wiata przedstawianego na monitorze
komputerowym obywa si¢ bez aksjomatu ciagtosci.

Ciqgtosc a gestosé. Czy do uprawiania geometrii wystarczy gesty zbior
punktéw, np. zbidr wszystkich liczb wymiernych? A moze wystarczy
uzupetni¢ ten zbidr o wybrane liczby niewymierne, np. liczby alge-
braiczne, m.in. aby upora¢ si¢ z niewspdtmiernoscia boku kwadratu
jednostkowego i jego przekatnej? Zachgcamy do refleksji.

Przestrzen fizyczna. Czy przestrzen fizyczna jest ciagta czy dyskretna?
Stuchacze zechca zauwazyd, ze nie jest to pytanie matematyczne i uzy-
skanie na nie odpowiedzi — o ile w ogéle bytoby mozliwe — lezy poza
domena matematyki. Czy poszukujac coraz mniejszych sktadnikow
materii dotrzemy w koficu do najmniejszych takich sktadnikéw? Czy
mozliwy jest dowdd, ze WszechS§wiat jest nieskoriczenie wielki?

Przestrzen percepcyjna. Jaka geometria rzadza si¢ nasze (oraz innych
Stworzen) reprezentacje Swiata fizycznego? Ludzkie reprezentacje geo-
metryczne zwiagzane sa gtéwnie ze wzrokiem oraz dotykiem. Wiele
Stworzen bazuje swoje reprezentacje np. na wechu. Stuchacze z pew-
noscig dyskutowac beda znany problem nauk kognitywnych: Jak to jest
byc¢ nietoperzem?

Koszmar sennej pogoni i struktury niearchimedesowe. Przedstawiane
sq raporty ze snéw, w ktérych zdarza nam si¢ goni¢ kogo$, nie mo-
gac go (jej) dogonié, mimo ze biegniemy coraz szybciej. Zachowujemy
si¢ wigc w takim $nie tak, jakby nie zachodzit aksjomat Archimedesa,
ktéry gwarantuje, ze dodajac do siebie odpowiednio wiele razy do-
wolna wielko$¢, przekroczymy zawsze inna, z géry podana wielkosc.
Czyzby$Smy byli zdolni obcowaé w snach z wielkoSciami nieskoricze-
nie matymi oraz nieskoriczenie wielkimi? Stuchacze ewentualnie zain-
teresowani tym problemem zechca samodzielnie znalezZ¢ informacje na
temat liczb hiperrzeczywistych.

Ktore metryki sq ,,naturalne”? Odlegto$¢ migdzy liczbami rzeczywi-
stymi okre§laliSmy w terminach wartoSci bezwzglednej. Czy jaka$ inna
funkcja liczbowa mogtaby réwnie dobrze opisywac — jako$§ rozumiang
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(h)

®

G

—odlegto$¢ migdzy punktami przestrzeni? Czy rozsadne moze byc¢ trak-
towanie jako bliskich tych liczb, powiedzmy, naturalnych, ktére sa po-
dobnie zbudowane: np. sa podzielne przez potege jakiejs liczby pierw-
szej? Stuchacze ewentualnie zainteresowani tym problemem zechcg sa-
modzielnie znaleZ¢ informacje na temat liczb p-adycznych.

Powierzchnia sfery. Sfera (dwuwymiarowa) jest ,,zanurzona” w prze-
strzeni euklidesowej R3, jest jej podprzestrzeniq. Mozemy wiec wy-
korzystaé wlasnosci metryczne R® w opisie sfery. Wyobrazmy sobie
jednak owg sferg jako twor sam w sobie: pomySlmy o mieszkancach ta-
kiego Wszechs§wiata, ktory jest sferq. Czy mieszkancy takiego Wszech-
Swiata (kleksy zyjace na sferze, inteligentne, a jakze) moja mozliwosé
przekonania si¢, ze ich Wszech§wiat ma strukture sfery? Czy moga
ustalié, ze ten Wszechswiat nie ma granic, ale jest ograniczony? Albo:
czy moga ustali¢, ze ich WszechS§wiat jest wszedzie tak samo ,,wypu-
kty”? Stuchacze ewentualnie zainteresowani tymi problemami zechcg
samodzielnie znaleZ¢ informacje na temat np.: geometrii eliptycznej,
sfery Riemanna, krzywizny Gaussa, itd.

,» Wewnetrzna” powierzchnia sfery. Podobne pytania zada¢ mozna dla
powierzchni, ktéra odpowiada sferze (dwuwymiarowej) ,,widzianej od
wewnatrz”. Jest to §wiat ,,wszedzie wklesty”, méwiac metaforycznie.
Jaka jest geometria takich §wiatéw? Czy ich mieszkancy moga to w
jaki$§ sposdb ustali¢? Stuchacze ewentualnie zainteresowani tymi pro-
blemami zechca samodzielnie znalez¢ informacje na temat geometrii
hiperbolicznej.

Przestrzenie z ,,dziurami”. Podobne pytania zadaé mozna dla catego
szeregu innego rodzaju przestrzeni, np. torusa, precelka, sfery z wie-
loma ,,rqczkami”, itd. Czy mozna w jaki$§ naturalny sposéb poklasy-
fikowa(¢ takie przestrzenie? Czy mieszkancy takich przestrzeni moga
jako§ — np. odbywajac podrdze, albo dokonujac obserwacji — ustalié
ich strukturg? Stuchacze ewentualnie zainteresowani tymi problemami
zechcg samodzielnie znaleZ¢ informacje na temat ropologii algebraicz-
nej.

Przestrzenie ,,zapetlone”. Nie tylko marynarze potrafig stwierdzié, ze
okrag rézni si¢, zaréwno ksztattem, jak i potozeniem w przestrzeni od
solidnie zasuptanego wezfa. Jak réznia si¢ od siebie wezty? Czy mozna
poklasyfikowaé wezty? Ile jest mozliwosci zaplatania warkoczy? Stu-
chacze ewentualnie zainteresowani tymi problemami zechcg samodziel-
nie znaleZ¢ informacje na temat feorii weztow.
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Metryka a najkrotsza droga. WidzieliSmy — na przyktadzie metryki tak-
sowkowej — ze w pewnych przestrzeniach metrycznych migdzy dowol-
nymi dwoma punktami moze istnie¢ wiele drog o tej samej dfugosci.
Pamigtamy tez, ze na plaszczyZnie najkrétsza (w metryce euklideso-
wej) droga migdzy dwoma punktami wyznaczona jest przez dtugos$c
odcinka, ktérego koncami sa te punkty. Wtasciciele linii lotniczych
nie maja tez ktopotéw (oprécz, oczywiscie, utrudnien natury politycz-
nej) z ustalaniem najkrotszej drogi taczacej dwa lotniska na kuli ziem-
skiej, traktowanej jako — w przyblizeniu — sfera dwuwymiarowa. Te
fakty sktaniaja do réznorakich refleksji: czym jest linia prosta? (w da-
nej przestrzeni), czym jest najkrotsza droga? (w danej przestrzeni), czy
metryka przestrzeni moze by¢ lokalnie inna w poszczegolnych jej punk-
tach? itp. Stuchacze ewentualnie zainteresowani tymi problemami ze-
chca samodzielnie znalez¢ informacje na temat geodetyk, rozmaitosci
riemannowskich, geometrii rozniczkowej, itd.

Czy przestrzenie muszq byc¢ zbiorami punktow? Rozwazane w systemie
geometrii Euklidesa punkty, proste i ptaszczyzny sa tworami wysoce
abstrakcyjnymi. Czy mozliwe jest oparcie rozwazan geometrycznych i
topologicznych na kolektywnym rozumieniu pojecia zbioru, czyli trak-
towaniu zbioréw jako pewnych catosci, ztozonych z czesci, a nie dys-
trybutywnie — jak czynimy to w teorii mnogosci — jako catosci, ztozo-
nych z elementow? Czy mozna np. wyjsS¢ od pojecia obszaru, traktujac
punkty jako obiekty graniczne ciagéw obszardw zstepujgcych? Stucha-
cze ewentualnie zainteresowani tymi problemami zechca samodzielnie
znalez¢ informacje na temat mereotopologii.

Wielce zalujemy, ze ograniczone ramy czasowe tego kursu i1 jego ustugowy
jedynie charakter zmuszaja nas do milczenia na te frapujace tematy. Zdajemy
sobie oczywiScie sprawe, ze podane wyzej przyktadowe pytania sformuto-
wane byly w sposéb dos$¢ naiwny.

Kazda liczba rzeczywista jest granica ciagu liczb wymiernych. Kazdy punkt w
przestrzeni euklidesowej R™ takze jest granica ciagu punktéw o wszystkich wsp6t-
rzgdnych wymiernych. Tak wigc liczby wymierne sa w bardzo szczegdlny spos6b
,Lusytuowane” w zbiorze liczb rzeczywistych. Nasuwa to pomyst rozwazenia od-
powiednikéw tej sytuacji w dowolnych przestrzeniach metrycznych.

Mowimy, ze zbior A jest gesty w przestrzeni metrycznej (X, d), gdy kazdy
punkt zbioru X jest granica zbieznego ciagu punktéw (x,,) nalezacych do zbioru
A. Przestrzen metryczna (X, d) nazywamy osrodkowq, gdy istnieje w niej co naj-
wyzej przeliczalny zbior gesty (nazywany wtedy osrodkiem tej przestrzeni).
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W mysl tej definicji kazda przestrzeri euklidesowa R™ jest o§rodkowa, a oSrod-
kiem jest w tym przypadku zbiér Q™. Przestrzen wszystkich ciagdéw rzeczywistych
zbieznych z metryka podana wyzej dla tej przestrzeni nie jest oSrodkowa.

Stuchacze sq dobrze oswojeni z pojeciami: przedziatu otwartego oraz domknig-
tego zbioru liczb rzeczywistych. Maja tez zapewne dobre intuicje geometryczne,
dotyczace tego, co to znaczy, ze jaki$ punkt znajduje si¢ we wnetrzu danej figury
lub na jej brzegu. Z tymi intuicjami zwigzane sa m.in. nastgpujace pojecia.

1. Punkt z nazywamy punktem wewngtrznym zbioru A w przestrzeni metrycz-
nej (X, d) gdy istnieje liczba rzeczywista r > 0 taka, ze K (x,r) C A. Zbiér
wszystkich punktéw wewnetrznych zbioru A oznaczamy przez int(A) i na-
zywamy wnetrzem zbioru A.

2. Punkt x nazywamy punktem skupienia zbioru A w przestrzeni metrycznej
(X,d), gdy x jest granica co najmniej jednego ciagu (z,) réznych od x
punktéw przestrzeni (X, d). Te punkty zbioru A, ktdre nie sg jego punktami
skupienia nazywamy punktami izolowanymi zbioru A.

3. Te zbiory A, ktdre sa rowne swojemu wnetrzu, nazywamy zbiorami otwar-
tymi. Tak wigc, zbiér otwarty sktada si¢ z samych punktéw wewnetrznych.

4. Te zbiory A, ktére zawieraja wszystkie swoje punkty skupienia, nazywamy
zbiorami domknigtymi.

5. Domknigciem zbioru A nazywamy sume¢ zbioru A oraz zbioru wszystkich
jego punktéw skupienia. Domknigcie A oznaczamy przez cl(A). Innym cze-
sto uzywanym oznaczeniem domknigcia zbioru A jest A.

6. Brzegiem zbioru A nazywamy zbior cl(A) — int(A). Brzeg zbioru A ozna-
czamy zwykle przez fr(A).

Moze warto w tym momencie wspomnieé, ze powyzsze pojecia wprowadzié
mozna nie tylko dla przestrzeni metrycznych (w szczegélnosci: euklidesowych),
ale takze dla catkiem ogdlnych przestrzeni topologicznych, w ktérych bliskosé,
otoczenie i podobne pojecia scharakteryzowane sa stosownymi warunkami, nie-
koniecznie odwotujacymi si¢ do metryki. Takie ogdlne przestrzenie okresla si¢ na
rézne sposoby, np. definiujac rodziny otoczer dla kazdego punktu, albo rozwazajac
operator domknigcia (lub alternatywnie, operator wnetrza), spetniajacy stosowne
warunki formalne. Przechodzac na tego rodzaju wyzszy stopiefi ogélnosci uzy-
skujemy niestychane bogactwo zastosowan rozwazanych pojeé topologicznych, co
poswiadcza historia matematyki ostatniego stulecia.

PRZYKLADY.
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1. Punktami wewngtrznymi przedziatu [a, b] w zbiorze liczb rzeczywistych sa
wszystkie punkty przedziatu otwartego (a, b).

2. Punktami wewnetrznymi przedziatu (a, b) w zbiorze liczb rzeczywistych sa
wszystkie punkty tego przedziatu.

3. Mamy oczywiscie: cl((a, b)) = [a, b] oraz cl([a, b]) = [a, b].
4. Ponadto: int([a,b]) = (a,b) oraz int((a,b)) = (a,b).
5. Mamy réwniez: fr((a,b)) = fr([a,b]) = {a,b}.

6. Kazda kula otwarta w przestrzeni metrycznej (X, d) jest zbiorem otwartym
w tej przestrzeni.

7. Kazda kula domknigta w przestrzeni metrycznej (X, d) jest zbiorem do-
mknigtym w tej przestrzeni.

8. Rozwazmy zbiér {% : n € N} jako podzbidr przestrzeni metrycznej (eukli-
desowej) R. Jego (jedynym) punktem skupienia jest 0. Zauwazmy, ze 0 nie
jest elementem tego zbioru. Wszystkie punkty rozwazanego zbioru sg jego
punktami izolowanymi.

9. Kazda liczba rzeczywista jest punktem skupienia zbioru R.

10. Kazda liczba rzeczywista jest punktem skupienia zbioru wszystkich liczb
wymiernych.

11. Zauwazmy, ze kazdy przedziat (— %, %) jest zbiorem otwartym w przestrzeni
euklidesowej R. Iloczyn tych wszystkich przedzialéw to zbidr jednoelemen-
towy {0}, ktdry nie jest zbiorem otwartym w R.

12. Zauwazmy, ze kazdy przedziat [%, 1] jest zbiorem domknigtym w przestrzeni
euklidesowej R. Suma tych wszystkich przedziatéw to przedziat (0, 1], ktéry
nie jest zbiorem domknigtym w R.

Wspomnimy jeszcze o wybranych wlasno$ciach zbioréw otwartych i domknig-
tych, ktdére dotycza przestrzeni metrycznych (a wigc w szczegdlnosci, przestrzeni
euklidesowych), ale ktére przystuguja tez takim zbiorom w catkiem ogdlnych prze-
strzeniach topologicznych:

1. Zbior pusty () oraz cata przestrzefi X sa zbiorami jednocze$nie otwartymi i
domknigtymi w przestrzeni metrycznej (X, d).
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2. Dowolny zbiér skonczony jest domknigty w kazdej przestrzeni metrycznej
(X,d).

3. Dopetnienie X — A zbioru otwartego A w przestrzeni metrycznej (X, d) jest
zbiorem domknigtym w tej przestrzeni.

4. Dopetnienie X — A zbioru domknigtego A w przestrzeni metrycznej (X, d)
jest zbiorem otwartym w tej przestrzeni.

5. Suma dowolnej rodziny zbioréw otwartych w przestrzeni metrycznej (X, d)
jest zbiorem otwartym w tej przestrzeni.

6. Przekroj skoriczonej liczby zbior6w otwartych w przestrzeni metrycznej (X, d)
jest zbiorem otwartym w tej przestrzeni.

7. lloczyn dowolnej rodziny zbioréw domknigtych w przestrzeni metrycznej
(X, d) jest zbiorem domknigtym w tej przestrzeni.

8. Suma skoriczonej liczby zbioréw domknigtych w przestrzeni metrycznej (X, d)
jest zbiorem domknigtym w tej przestrzeni.

4.4 Zwartos¢ i spojnosé

Te dwie wlasnosci zbioréw maja do$¢ intuicyjna interpretacje, zaroOwno w przy-
padku przestrzeni metrycznych (a wigc w szczegdlnosci, przestrzeni euklideso-
wych), jak tez w przypadku ogdlniejszych przestrzeni. Dla stuchaczy tego kursu
wystarczy ich rozumienie w omawianym tu przypadku przestrzeni metrycznych.
Zbioér A w przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy zwartym, gdy kazdy ciag
(xy) jego punktéw zawiera podciag zbiezny do pewnego punktu z € A. Tak wigc,
zbiér A nie jest zwarty w (X, d), gdy istnieje co najmniej jeden ciag jego elemen-
tow, ktéry nie ma zadnego punktu skupienia nalezacego do A.
Przestrzefi metryczng (X, d) nazywamy zwartq, gdy caty zbiér X jest zwarty
W tej przestrzeni.
PRZYKELADY.

1. Kazdy przedzial domknigty w przestrzeni euklidesowej R jest zwarty.
2. Kazdy zbidr skoficzony jest zwarty w dowolnej przestrzeni metryczne;.

3. Zbidr R nie jest zwarty w przestrzeni euklidesowej R. Dla przyktadu, ciag
an, = m nie zawiera zadnego podciagu zbieznego do jakiejs liczby rzeczywi-
stej. Tak wigc, przestrzen euklidesowa R nie jest zwarta.

26



4. 7Zbiér wszystkich ciagdw majacych dokladnie jeden wyraz réwny 1, a wszyst-
kie pozostate wyrazy réwne O nie jest zwarty w przestrzeni metrycznej wszyst-
kich ciagéw zbieznych do zera (z metryka okreslong w stosownym punkcie

powyzej).

Wspomniane wczesniej twierdzenie Bolzano-Weierstrassa ma nastgpujaca wer-
sj¢ w odniesieniu do przestrzeni euklidesowych R":

Jezeli zbior A C R"™ jest ograniczony i domknigty, to kazdy ciag
(x,) punktow tego zbioru zawiera podciag (z,,, ) zbiezny do jakie-
go§ punktu zbioru A.

Dowdd tego twierdzenia znajda zainteresowani stuchacze np. w podreczniku
Musielak, Musielak 2004 (strona 109).

Witasno$¢ zwartoSci w przestrzeniach metrycznych charakteryzowac¢ mozna z
wykorzystaniem pojecia pokrycia zbioru. Méwimy, ze rodzina A zbior6w otwar-
tych w przestrzeni metrycznej (X, d) jest pokryciem zbioru A, gdy A C |JA.
Zachodzi nastgpujace twierdzenie, ktérego dowdd znajda zainteresowani stucha-
cze np. w podrgczniku Musielak, Musielak 2004 (strona 112):

TWIERDZENIE BORELA. KaZde pokrycie zbioru zwartego A w przestrzeni me-
trycznej (X, d) zawiera podpokrycie skoriczone zbioru A, czyli pokrycie zbioru A
skoriczong rodzing zbioréw nalezqcych do wyjsciowego pokrycia.

Dla dowolnych przestrzeni metrycznych (a wigc nie tylko euklidesowych) za-
chodzi tez nastgpujace twierdzenie:

TWIERDZENIE. Kazdy zbior zwarty w przestrzeni metrycznej (X, d) jest domknigty
i ograniczony w tej przestrzeni.

Szxic DowoDU. Niech A bedzie zbiorem zwartym w przestrzeni metrycznej
(X, d). Trzeba pokazac, ze A jest: 1) domknigty oraz 2) ograniczony.

1. Wezmy dowolny ciag (x,,) elementéw zbioru A, ktdry jest zbiezny do ele-
mentu x € X. Aby udowodnié, ze A jest domknigty, trzeba pokazaé, ze
x € A. Na mocy zwarto$ci A, ciag (x,) zawiera podciag (z,,,, ) zbiezny do
jakiego$ y € A. Z definicji zbieznosci ciagu w przestrzeni metrycznej musi

zachodzi¢ lim z,,, = x. Poniewaz ciag nie moze by¢ zbiezny do dwéch
n—oo

réznych granic, wigc x = y, a w konsekwencji x € A.

2. Rozumujemy nie wprost. Przypusémy, ze A nie jest ograniczony. Oznacza
to, ze w A mozna wybra¢ ciag punktéw tak, ze odlegtos¢ migdzy dowolnymi
dwoma wyrazami tego ciagu jest niemniejsza od 1. Wtedy jednak zaden pod-
ciag takiego ciagu nie moze spetnia¢ warunku Cauchy’ego, a zatem zbior A
nie jest zwarty, co daje sprzecznos$¢ z zalozeniem twierdzenia i koniczy do-
wod nie wprost.
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Na mocy powyzszych faktow otrzymujemy bardzo wazna charakterystyke zbio-
row zwartych w przestrzeniach euklidesowych:

Zbior A C R" jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domknigty i
ograniczony.

Pojecie zwartosci to jedno z najwazniejszych pojeé topologicznych. W nastgp-
nych wyktadach zobaczymy, jak istotng rolg odgrywa ono w opisie wtasnosci funk-
cji rzeczywistych.

Zbiér A w zupelnej przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy spdjnym, gdy
nie istnieja zbiory otwarte B oraz C' w przestrzeni (X, d) takie, ze: A C B U C,
BnNnC =0,ANB # () oraz AN C # (). Tak wigc, zbidr spéjny w zupetnej
przestrzeni metrycznej (X, d) nie moze zostaé ,,roztozony” na dwa roztaczne ,ka-
walki”, bedace zbiorami otwartymi w tej przestrzeni.

UWAGI.

1. Jedynymi zbiorami spéjnymi w przestrzeni euklidesowej R sa: zbidr pusty,
zbiory jednoelementowe oraz przedzialy (wlasciwe lub niewlasciwe).

2. Wilasno$¢ spéjnosci zbioréw otwartych w przestrzeniach euklidesowych R"
scharakteryzowaé mozna, korzystajac z pojecia linii tamanej w R™. Dla do-
wolnych x € R"™ oraz y € R" przez odcinek (x,y) w R™ rozumiemy zbiér
wszystkich punktéw o postaci ¢ - x + (1 — t) - y, gdzie 0 < ¢ < 1. Linig

k
tamanq w R™ nazywamy kazda skoriczong sume | J (z;_1, z;) odcinkéw w

i=1
R", gdzie zg, x1, . . .,z € R™. Zauwazmy, ze kazda linia famana w R" jest

zbiorem domknigtym i ograniczonym, a wigc jest zbiorem zwartym.

3. Niepusty zbidr otwarty A C R” jest spjny doktadnie wtedy, gdy dowolne
dwa jego punkty mozna potaczy¢ linia famang w R"™.

4. Obszarem otwartym w przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy kazdy nie-
pusty, otwarty i spojny zbidr w tej przestrzeni.

5. Obszarem domknigtym w przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy kazdy
niepusty, domknigty i spdjny zbiér w tej przestrzeni.

S Zacheta do refleksji

1. Jak wyrazi¢ fakt, ze jeden ciag jest zbiezny (np. do zera) szybciej niz inny
ciag?
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10.

11.

. Jak wyrazi¢ fakt, ze jeden szereg jest szybciej zbiezny (lub: wolniej roz-

biezny) od innego?

. Ile elementéw ma czgs$¢ wspélna rodziny wszystkich przedziatow rzeczywi-

stych o postaci [n, 00), gdzie n € N?

. Czy Twierdzenie Ascoliego zachodzi takze, gdy termin domknigty zastapimy

przez otwarty?

Jak klasyfikowac ksztatty? Czy np. wszystkie powierzchnie mozna otrzymac
przez sktadanie pewnych wzorcowych kawatkow?

. Czy powierzchnia zawsze ma dwie strony (umownie nazywane wewnetrzng

1 zewnetrznag)?

. Czym jest dziura?
. Jak wyobrazamy sobie wymiar?

. Czy metryke mozemy sensownie (W nietrywialny sposob) okresli¢ w do-

wolnym zbiorze? Czy istnieja przestrzenie, w ktorych takiej nietrywialnej
metryki wprowadzi¢ nie mozna?

Gdy z okrggu usuniemy jeden punkt, dostaniemy odcinek otwarty. Co dosta-
niemy, gdy do prostej dodamy jeden punkt?

Co dostaniemy, gdy ze sfery usuniemy jeden punkt?

6 Podsumowanie

To, co nalezy zapamigtaé z niniejszego wyktadu:

1.

Ciag zbiezny, granica ciagu, punkt skupienia ciagu.

. Warunek Cauchy’ego.

Twierdzenie Bolzano-Welierstrassa.

. Szereg liczbowy, jego suma czeSciowa, definicja zbieznosci szeregu.
. Metryka, przestrzen metryczna.

. Zbiory: otwarte, domknigte, zwarte, geste, spdjne.
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