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Wst¦p

Plan na dzi±:

Opiszemy procedur¦ uni�kacji.

Poznamy reguª¦ rezolucji dla logiki pierwszego rz¦du.

Podamy reguªy dla metody tablic analitycznych ze zmiennymi wolnymi.

Sformuªujemy kilka twierdze« metalogicznych dotycz¡cych uni�kacji i
rezolucji w logice pierwszego rz¦du.

Pobawimy si¦ przykªadami dowodów rezolucyjnych w logice pierwszego
rz¦du.
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Podstawienia

Podstawieniem nazywamy ka»d¡ funkcj¦ σ ze zbioru wszystkich
zmiennych w zbiór wszystkich termów, która jest funkcj¡
identyczno±ciow¡ prawie wsz¦dzie, tj. dla wszystkich, oprócz
sko«czonej liczby, zmiennych.

Zapis: {x1 7→ t1, . . . , xn 7→ tn} oznacza podstawienie termów ti za
zmienne xi (1 6 i 6 n).

Je±li σ jest podstawieniem, a E wyra»eniem (termem lub literaªem), to Eσ
de�niujemy przez indukcj¦:

Eσ = xσ, gdy E jest zmienn¡ x ,

Eσ = f (t1σ, . . . , tnσ), gdy E jest termem zªo»onym f (t1, . . . , tn),

Eσ = R(t1σ, . . . , tmσ), gdy E jest literaªem pozytywnym
R(t1, . . . , tm),

Eσ = ¬R(t1σ, . . . , tmσ), gdy E jest literaªem negatywnym
¬R(t1, . . . , tm).
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Podstawienia

Podstawienia

Dziedzin¡ podstawienia σ jest zbiór: dm(σ) = {x : xσ 6= x}, a
przeciwdziedzin¡ (zbiorem warto±ci) podstawienia σ jest zbiór:
rg(σ) =

⋃
x∈dm(σ)

{xσ}.

Je±li S jest zbiorem wyra»e«, a σ podstawieniem, to przez Sσ
oznacza¢ b¦dziemy zbiór {Eσ : E ∈ S}.

Poniewa» podstawienia s¡ funkcjami, wi¦c mo»na na nich wykonywa¢
operacj¦ zªo»enia. Zapis Eσθ, gdzie E jest dowolnym wyra»eniem,
nale»y odczytywa¢: wynik podstawienia zªo»onego σθ na wyra»eniu E .

Przy tym, warto±¢ t¦ nale»y rozumie¢ jako wynik operacji (Eσ)θ.
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Podstawienia

Podstawienia

Niech θ = {x1 7→ t1, . . . , xn 7→ tn} oraz σ = {y1 7→ s1, . . . , ym 7→ sm}.
Wtedy θσ jest podstawieniem:

{xi 7→ tiσ : xi ∈ dm(θ)∧xi 6= tiσ}∪{yj 7→ sj : yj ∈ dm(σ)−dm(θ)}

(czyli stosujemy σ do termów ti otrzymanych w θ [wykluczaj¡c
xi 7→ xi ], a potem dodajemy z σ podstawienia dla tych zmiennych,
którym θ nie nadaje warto±ci).

Podstawienie puste ε jest elementem neutralnym tej operacji, tj.
θε = εθ = θ.

Operacja zªo»enia jest ª¡czna, ale nie jest przemienna.

Rozwa»my przykªadowe obliczenie zªo»enia podstawie«:
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Podstawienia

Rozwa»my literaª E : P(x , y ,w , u) oraz podstawienia (tu a, b, c staªe):

θ = {x 7→ f (y), y 7→ g(z),w 7→ v}
σ = {x 7→ a, y 7→ b, z 7→ f (y), v 7→ w , u 7→ c}

Eθ = P(f (y), g(z), v , u)

(Eθ)σ = P(f (b), g(f (y)),w , c)

Obliczamy zªo»enie θσ (skrót zamna czytaj: zamieniamy na):

x zamna f (y), potem y zamna b, czyli x 7→ f (b)

y zamna g(z), potem z zamna f (y), czyli y 7→ g(f (y))

w zamna v , potem v zamna w , czyli opuszczamy w 7→ w

w Eθ nie ma x , wi¦c x 7→ a nie dziaªa

θ nie zmienia u, wi¦c zostaje u 7→ c

Tak wi¦c: θσ = {x 7→ f (b), y 7→ g(f (y)), u 7→ c, z 7→ f (y), v 7→ w}
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Uni�kacja De�nicje

Na czym polega uzgadnianie?

Niech S = {E1, . . . ,En} b¦dzie zbiorem wyra»e«. Powiemy, »e
podstawienie σ jest uni�katorem dla S , gdy:

E1σ = E2σ = . . . = Enσ.

Zbiór S jest uzgadnialny, je±li istnieje uni�kator dla S .

Uni�kator θ dla S jest najbardziej ogólnym uni�katorem (most general

uni�er, w skrócie: mgu), gdy dla ka»dego uni�katora σ dla S istnieje
podstawienie λ takie, »e θλ = σ.

Podstawienie λ przemianowuje zmienne, je±li dm(λ) = rg(λ). Dla
przykªadu:

podstawienie {x 7→ y , y 7→ z , z 7→ x} przemianowuje zmienne,

podstawienia: {x 7→ y} oraz {x 7→ z , y 7→ z} nie przemianowuj¡

zmiennych.
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Uni�kacja De�nicje

Uzgadnianie

Je±li λ = {x1 7→ y1, . . . xn 7→ yn} jest podstawieniem
przemianowuj¡cym zmienne, to podstawieniem do niego odwrotnym

jest podstawienie λ−1 = {y1 7→ x1, . . . yn 7→ xn}. Oczywi±cie, je±li λ
przemianowuje zmienne, to λ−1 te».

Mo»na dowie±¢, »e je±li θ oraz ψ s¡ najbardziej ogólnymi uni�katorami
dla S , to istniej¡ podstawienia przemianowuj¡ce zmienne σ oraz λ
takie, »e: Sθσ = Sψ oraz Sθ = Sψλ.

Dwa podstawienia s¡ równe, symbolicznie σ = θ, je±li xσ = xθ dla
ka»dej zmiennej x . Mówimy, »e σ jest bardziej ogólne ni» θ,
symbolicznie σ � θ, je»eli istnieje λ takie, »e θ = σλ. Relacja � jest
cz¦±ciowym porz¡dkiem. Relacja

.
= = � ∩ �−1 jest oczywi±cie

równowa»no±ci¡. Mo»na udowodni¢, »e σ
.

= θ wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje podstawienie λ przemianowuj¡ce zmienne takie, »e σ = θλ.
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Uni�kacja De�nicje

Uzgadnianie

Dla przykªadu, niech σ1 = {x 7→ f (g(a, h(z))), y 7→ g(h(x), b), z 7→ h(x)}
oraz σ2 = {x 7→ f (g(x , y)), y 7→ g(z , b)}. Wtedy σ2 jest bardziej ogólne
ni» σ1, poniewa» σ1 = σ2τ , gdzie τ = {x 7→ a, y 7→ h(z), z 7→ h(x)}.
Je±li uni�kator σ dla zbioru S ma t¦ wªasno±¢, »e dla dowolnego uni�katora
τ dla S dziedzina dm(σ) nie ma wi¦cej elementów ni» dziedzina τ , to σ
nazywamy uni�katorem minimalnym dla S . Dla przykªadu, je»eli
S = {x , f (y)}, to podstawienia σ = {y 7→ x , x 7→ f (x)} oraz
τ = {x 7→ f (y)} s¡ oba najbardziej ogólnymi uni�katorami dla S , ale tylko
τ jest uni�katorem minimalnym dla S .
Mo»na poda¢ de�nicj¦ mgu tak»e w terminach porz¡dku �. Mianowicie σ
jest najbardziej ogólnym uni�katorem (mgu) dla zbioru wyra»e« S , gdy
σ � θ dla ka»dego uni�katora θ dla S . Obie podane de�nicje s¡
równowa»ne: σ � θ dla ka»dego uni�katora θ dla S wtedy i tylko wtedy,
gdy dla ka»dego uni�katora θ dla S istnieje podstawienie λ takie, »e
θ = σλ.
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Uni�kacja Przykªady

Przykªad 1

Czy zbiór { f (a, x), f (y , b) } jest uzgadnialny, tj. czy mo»na dokona¢
takiego podstawienia zmiennych, aby otrzyma¢ z tych obu termów jeden i
ten sam term? Tak, wystarczy dokona¢ podstawienia σ:

x 7→ b

y 7→ a.

Wtedy f (a, x)σ = f (a, b) oraz f (y , b)σ = f (a, b). Podstawienie
{x 7→ b, y 7→ a} nie jest w tym przypadku mgu dla rozwa»anego zbioru
termów. Najbardziej ogólnym uni�katorem dla tego zbioru jest
podstawienie θ = {x 7→ y}, poniewa» dla dowolnego podstawienia
σ = {x 7→ t, y 7→ t} mamy: σ = θ{y 7→ t}.

Natomiast w przypadku termów f (a, x) oraz f (x , b) nie istnieje
podstawienie zmiennych, po dokonaniu którego otrzymaliby±my jeden i ten
sam term.
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Uni�kacja Przykªady

Przykªady 2 i 3

Ani zbiór {P(x , a),P(b, c)} ani zbiór {P(f (x), z),P(a,w)} nie jest
uzgadnialny, co powinno by¢ oczywiste.

Niech S1 = {P(x , c),P(b, c)} oraz S2 = {P(f (x), y),P(f (a),w)}. Wtedy
zarówno S1 jak i S2 s¡ uzgadnialne. Uni�katorem dla S1 jest podstawienie
x 7→ b. Nadto, jest to jedyny uni�kator dla S1. Zbiór S2 ma natomiast
wiele ró»nych uni�katorów, np.:

θ = {x 7→ a, y 7→ w},
σ = {x 7→ a, y 7→ a,w 7→ a},
ψ = {x 7→ a, y 7→ b,w 7→ b}.

W tym przypadku θ jest mgu dla S2.
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Uni�kacja Przykªady

Przykªad 4

1 S1 = {f (x , g(x)), f (h(y), g(h(z)))}
2 S2 = {f (h(x), g(x)), f (g(x), h(x))}.

Poka»emy, »e S1 jest uzgadnialny, natomiast S2 nie jest.

W ka»dym z obu powy»szych przypadków wszystkie literaªy
rozpoczynaj¡ si¦ od symbolu funkcyjnego f . Gdyby poszczególne
literaªy (w S1 lub w S2) rozpoczynaªy si¦ od ró»nych symboli
funkcyjnych, to stosowne zbiory nie byªyby uzgadnialne, poniewa»
podstawienia dotycz¡ jedynie zmiennych.

W ka»dym z rozwa»anych przypadków f jest dwuargumentowym
symbolem funkcyjnym. Trzeba zatem przyjrze¢ si¦ pierwszemu i
drugiemu argumentowi f . Je±li uda si¦ znale¹¢ podstawienie, które
b¦dzie uzgadnia¢ oba te argumenty, to tym samym znajdziemy
uni�kator dla rozwa»anego zbioru literaªów.
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Uni�kacja Przykªady

Przykªad 4: zbiór S1 = {f (x , g(x)), f (h(y), g(h(z)))}

pierwszymi argumentami f s¡: x i h(y),

drugimi argumentami f s¡: g(x) i g(h(z)).

Aby uzgodni¢ pierwsze argumenty (w najbardziej ogólny sposób)
powinni±my dokona¢ podstawienia x 7→ h(y). Wtedy drugie argumenty
literaªów w S1 przybior¡ posta¢: g(h(y)) oraz g(h(z)), odpowiednio.
Pierwszym miejscem, w którym ró»ni¡ si¦ te drugie argumenty jest
wyst¡pienie y . Mo»emy uzgodni¢ drugie argumenty poprzez podstawienie
y 7→ z . Otrzymujemy wtedy jeden i ten sam literaª dla drugich
argumentów: g(h(z)). To podstawienie zastosowa¢ trzeba tak»e do
pierwszych argumentów, dla których otrzymujemy wtedy: h(z).
Ostatecznie mamy nast¦puj¡ce wyra»enie, takie samo dla pierwszego i
drugiego literaªu wyst¦puj¡cego w S1: f (h(z), g(h(z))).
Uni�katorem poszukiwanym dla uzgodnienia zbioru S1 jest wi¦c zªo»enie
podstawie«: {x 7→ h(y)} oraz {y 7→ z}.
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Uni�kacja Przykªady

Przykªad 4: zbiór S2 = {f (h(x), g(x)), f (g(x), h(x))}

W przypadku zbioru S2 mamy nast¦puj¡ce warto±ci dla pierwszych oraz
drugich argumentów f :

pierwszymi argumentami f s¡: h(x) i g(x),

drugimi argumentami f s¡: g(x) i h(x).

Dla pierwszych argumentów f pierwszym symbolem, którym si¦ one
ró»ni¡, jest symbol funkcyjny, a nie zmienna.

Tak wi¦c, próba ich uzgodnienia ko«czy si¦ niepowodzeniem.
(Podobnie dla drugich argumentów, ale to ju» bez znaczenia, poniewa»
pierwsze argumenty nie mog¡ zosta¢ uzgodnione.)

Widzimy zatem, »e S2 nie jest uzgadnialny.
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Uni�kacja Przykªady

Przykªad 5

Niech S = {R(f (g(x)), a, x),R(f (g(a)), a, b),R(f (y), a, z)}. Poka»emy,
»e S nie jest uzgadnialny.
Ka»dy z literaªów w S rozpoczyna si¦ od ci¡gu symboli R(f (. W drugim z
literaªów nast¦puje potem g(a), a w trzecim zmienna y . Term g(a) nie
zawiera zmiennej y . Podstawiamy y 7→ g(a):
{R(f (g(x)), a, x),R(f (g(a)), a, b),R(f (g(a)), a, z)}. Mamy wi¦cej ni»
jeden literaª. Teraz wszystkie literaªy rozpoczynaj¡ si¦ od ci¡gu symboli
R(f (g(. W pierwszym z literaªów jest dalej zmienna x , a w drugim term a,
który nie zawiera x . Podstawiamy x 7→ a i otrzymujemy:
{R(f (g(a)), a, a),R(f (g(a)), a, b),R(f (g(a)), a, z)}.
W dalszym ci¡gu mamy wi¦cej ni» jeden literaª. Ka»dy literaª rozpoczyna
si¦ teraz od ci¡gu symboli R(f (g(a), a. W pierwszym literale mamy dalej
term a, natomiast w drugim term b. �aden z tych termów nie jest
zmienn¡, a wi¦c nie ma podstawienia, które uzgadniaªoby te termy. W
konsekwencji, wyj±ciowy zbiór S nie jest uzgadnialny.
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Uni�kacja Przykªady

Przykªad 6

Zbiór {P(x , y),P(x , f (y))} nie jest uzgadnialny. Niezale»nie od tego, co
podstawimy za zmienne x oraz y , w drugim literale jest jedno wi¦cej
wyst¡pienie symbolu f ni» w pierwszym.

Powy»sze przykªady (zaczerpni¦te z: Baader, Snyder 2001, Hedman
2004 oraz Nerode, Shore 1997) dobrane s¡ tak, aby zilustrowa¢
algorytmiczny sposób odnajdywania mgu dla zbioru literaªów (lub
pokazania, »e zbiór literaªów nie jest uzgadnialny).

W tym celu potrzebne b¦d¡ jeszcze nast¦puj¡ce de�nicje.
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Uni�kacja Przykªady

Uni�kacja: poj¦cia pomocnicze

Niech S b¦dzie sko«czonym niepustym zbiorem wyra»e«. Zbiorem
niezgodno±ci (niektórzy u»ywaj¡ terminu: para niezgodno±ci) dla S

nazywamy ka»dy dwuelementowy zbiór wyra»e« {E1,E2} taki, »e symbole
(funktory) gªówne w E1 i E2 s¡ ró»ne oraz E1 i E2 wyst¦puj¡ na tych
samych pozycjach jako podwyra»enia dwóch wyra»e« w S . Dla przykªadu,
gdy S = {x , g(a, y , u), g(z , b, v)}, to zbiorami niezgodno±ci dla S s¡:
{a, z}, {y , b}, {u, v}, {x , g(a, y , u)}, {x , g(z , b, v)}

Zbiory niezgodno±ci ªatwo sobie wyobrazi¢, gdy uwzgl¦dnimy syntaktyczn¡
budow¦ termów. Termy mo»emy traktowa¢ jako drzewa znakowane. Przy
tym, znakowanie wierzchoªków takiego drzewa mo»e uwzgl¦dnia¢, oprócz
poszczególnych symboli wyst¦puj¡cych w termie, tak»e pozycje tych
symboli w termie (np. numer argumentu funktora). Dla przykªadu, term
f (g(x , h(a, b))) ma nast¦puj¡ce reprezentacje:
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Uni�kacja Przykªady

Term f (g(x , h(a, b))):

f

g

�� HH

x h

��HH
a b

f , 0

g , 1

�
��

H
HH

x , 1 h, 2
�� HH

a, 1 b, 2

Lewe drzewo to po prostu drzewo syntaktyczne termu f (g(x , h(a, b))). W
drzewie prawym zaznaczono pozycje poszczególnych argumentów.
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Uni�kacja Przykªady

Zbiory niezgodno±ci

f , 0

g , 1

��
�

HH
H

x , 1 h, 2
�� HH

a, 1 c , 2

f , 0

g , 1

��
�

HH
H

x , 1 h, 2
�� HH

a, 1 b, 2

Zbiór niezgodno±ci: {c , b}.

Zwró¢my uwag¦, »e do c prowadzi w powy»szych drzewach taka sama
droga, jak do b, a mianowicie droga: (f , 0), (g , 1), (h, 2).
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Uni�kacja Przykªady

Zbiory niezgodno±ci

f , 0

g , 1

�
��

H
HH

x , 1 h1, 2
�� HH

a, 1 b, 2

f , 0

g , 1

�
��

H
HH

x , 1 h2, 2
�� HH

a, 1 b, 2

Zbiór niezgodno±ci: {h1(a, b), h2(a, b)}.

Zwró¢my uwag¦, »e do h1(a, b) prowadzi w powy»szych drzewach taka
sama droga, jak do h2(a, b), a mianowicie droga: (f , 0), (g , 1).
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Uni�kacja Przykªady

Uni�kacja: poj¦cia pomocnicze

Je±li S jest sko«czonym zbiorem wyra»e« takim, »e jednym z jego zbiorów
niezgodno±ci jest {x , t} (gdzie x jest zmienn¡, a t termem nie
zawieraj¡cym zmiennej x), to mówimy, »e S{x 7→ t} jest otrzymany z S
przez eliminacj¦ zmiennej wzgl¦dem {x 7→ t}. Dowodzi si¦, »e:

Je±li σ jest uni�katorem dla S , a D jest jednym ze zbiorów
niezgodno±ci dla S , to:

σ jest uni�katorem dla D,

ka»dy element D jest termem,

jednym z elementów D jest zmienna, która nie wyst¦puje w drugim

elemencie D.

Niech σ b¦dzie uni�katorem dla zbioru S zawieraj¡cego co najmniej
dwa elementy i niech {x , t} b¦dzie zbiorem niezgodno±ci takim, »e
x 6= xσ. Je±li τ = σ − {x 7→ xσ}, to σ = {x 7→ t}τ .
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Uni�kacja Przykªady

Uni�kacja: poj¦cia pomocnicze

Niech S b¦dzie dowolnym sko«czonym zbiorem wyra»e« (termów lub
formuª) bez kwanty�katorów i niech VS b¦dzie zbiorem wszystkich
zmiennych wyst¦puj¡cych w S . Dowodzi si¦, »e:

Je±li S jest uzgadnialny, to uzgadnialny jest te» ka»dy zbiór otrzymany
z S przez eliminacj¦ zmiennych.

Przez eliminacj¦ zmiennych mo»na z S otrzyma¢ jedynie sko«czenie
wiele zbiorów.

Je±li S ′ otrzymano z S przez eliminacj¦ zmiennych wzgl¦dem {x 7→ t},
to moc zbioru S ′ jest mniejsza ni» moc S oraz VS ′ = VS − {x}.
Przechodnie domkni¦cie relacji zachodz¡cej mi¦dzy zbiorami S ′ i S
wtedy i tylko wtedy, gdy S ′ jest otrzymany (w jednym kroku) z S przez
eliminacj¦ zmiennej, jest ufundowane, tj. nie istniej¡ niesko«czone
ci¡gi zbiorów otrzymywanych przez kolejne eliminacje zmiennych.
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Uni�kacja Przykªady

De�nicja obliczonego uni�katora ma posta¢ indukcyjn¡ (wzgl¦dem mocy
dziedziny uni�katora):

1 ∅ jest (jedynym) obliczonym uni�katorem dla dowolnego
jednoelementowego zbioru wyra»e« bez kwanty�katorów.

2 Je±li podstawienie σ takie, »e moc dm(σ) równa jest n jest obliczonym
uni�katorem dla sko«czonego zbioru S ′ oraz S ′ mo»na otrzyma¢ z S
przez eliminacje zmiennej wzgl¦dem {x 7→ t}, to podstawienie
σ ∪ {x 7→ tσ} = {x 7→ t}σ o mocy dziedziny równej n + 1 jest
obliczonym uni�katorem dla S .

Mo»na udowodni¢ (zob. np. Letz 1999, strona 162), »e:

1 Je±li zbiór S jest uzgadnialny, to σ jest minimalnym uni�katorem dla S

wtedy i tylko wtedy, gdy σ jest obliczonym uni�katorem dla S .
2 Je±li zbiór S jest uzgadnialny, to obliczony uni�kator dla S jest

najbardziej ogólnym uni�katorem dla S .
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Uni�kacja Przykªady

Uni�kacja: poj¦cia pomocnicze

Dla sformuªowania algorytmu uni�kacji u»yteczne b¦dzie nast¦puj¡ce
poj¦cie. Niech S b¦dzie sko«czonym niepustym zbiorem wyra»e«.
Traktujemy S jako zbiór uporz¡dkowany liniowo. Znajdujemy pierwsz¡ (z
lewej) pozycj¦, na której nie wszystkie elementy S maj¡ ten sam symbol.
Zbiór podwyra»e« ka»dego wyra»enia E ∈ S , które zaczynaj¡ si¦ od tej
pozycji jest oznaczamy przez D(S).

W Przykªadzie 4 powy»ej rozwa»ali±my zbiory:
S1 = {f (x , g(x)), f (h(y), g(h(z)))} oraz
S2 = {f (h(x), g(x)), f (g(x), h(x))}. Mamy tutaj: D(S1) = {x , h(y)} oraz
D(S2) = {h(x), g(x)}.
Dla S1{x 7→ h(y)} mamy:
D(S1{x 7→ h(y)}) = D({f (h(y), g(h(y))), f (h(y), g(h(z)))}) = {y , z}.
Zauwa»my, »e dowolny uni�kator zbioru wyra»e« S musi uzgadnia¢ zbiór
D(S).
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Algorytm uni�kacji Algorytm

Struktura algorytmu uni�kacji

Poj¦cie uni�kacji odnale¹¢ mo»na ju» w pracach Herbranda. Podaje on
równie» nieformalny opis algorytmu uni�kacji, cho¢ bez dowodu jego
poprawno±ci. Sam termin uni�kacja po raz pierwszy zostaª u»yty przez J.A.
Robinsona, który wykorzystywaª poj¦cie uni�kacji w badaniach reguªy
rezolucji oraz pokazaª, »e uzgadnialny zbiór termów ma mgu i podaª
algorytm znajdowania tego mgu.

W wielu podr¦cznikach przedstawiany jest nast¦puj¡cy algorytm uni�kacji
A. Niech dany b¦dzie zbiór literaªów S j¦zyka pierwszego rz¦du. Próba
jego uni�kacji polega na znalezieniu ci¡gu podstawie«, których zªo»enie jest
mgu dla S lub orzeczeniu, »e S nie jest uzgadnialny, w przypadku gdy taki
ci¡g nie istnieje.
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Algorytm uni�kacji Algorytm

Struktura algorytmu uni�kacji

Krok 0. Niech S0 = S oraz σ0 = ε.

Krok k + 1. Je±li zbiór Sk ma tylko jeden element, to algorytm ko«czy
prac¦: zªo»enie σ0σ1 . . . σk jest mgu dla S .

W przeciwnym przypadku sprawdzamy czy istnieje zmienna x oraz term t

nie zawieraj¡cy zmiennej x takie, »e x ∈ D(Sk) oraz t ∈ D(Sk):

Je±li nie, to algorytm ko«czy prac¦: S nie posiada mgu.

Je±li tak, to niech x oraz t b¦d¡ najmniejsz¡ tak¡ par¡ termów (w
ustalonym porz¡dku termów). Niech σk+1 = {x 7→ t} oraz
Sk+1 = Skσk+1 i przechodzimy do kroku k + 2.
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Algorytm uni�kacji Przykªad

Przykªad 7:

Niech:
S = {P(f (y , g(z)), h(b)),P(f (h(w), g(a)), u),P(f (h(b), g(z)), y)}.
Krok 0. S = Sε = S0σ0.
Krok 1. S0 nie jest zbiorem jednoelementowym. Mamy:
D(S0) = {y , h(w), h(b)}. W zale»no±ci od okre±lenia uporz¡dkowania
termów, s¡ dwie mo»liwo±ci dla σ1:

σ1 = {y 7→ h(w)},
σ1 = {y 7→ b}.

Przypu±¢my, »e wybierzemy pierwsz¡ mo»liwo±¢. Je±li σ1 = {y 7→ h(w)},
to: S1 = S0σ1 =
{P(f (h(w), g(z)), h(b)),P(f (h(w), g(a)), u),P(f (h(b), g(z)), h(w))}
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Algorytm uni�kacji Przykªad

Przykªad 7

Krok 2. Mamy: D(S1) = {w , b}, wi¦c niech σ2 = {w 7→ b}. Wtedy:
S2 = S1σ2 =
{P(f (h(b), g(z)), h(b)),P(f (h(b), g(a)), u),P(f (h(b), g(z)), h(b))}
Krok 3. Mamy D(S2) = {z , a}, a wi¦c σ3 = {z 7→ a}. Wtedy:
S3 = S2σ3 =
{P(f (h(b), g(a)), h(b)),P(f (h(b), g(a)), u),P(f (h(b), g(a)), h(b))}
Krok 4. Mamy D(S3) = {u, h(b)}. Wtedy σ4 = {u 7→ h(b)} i
otrzymujemy: S4 = S3σ4 =
{P(f (h(b), g(a)), h(b)),P(f (h(b), g(a)), h(b)),P(f (h(b), g(a)), h(b))}
Krok 5. S4 jest zbiorem jednoelementowym, a mgu dla S4 jest:
σ1σ2σ3σ4 = {y 7→ h(w)}{w 7→ b}{z 7→ a}{u 7→ h(b)} =

= {y 7→ h(b)}{w 7→ b}{z 7→ a}{u 7→ h(b)}.
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Algorytm uni�kacji Przykªad

Poprawno±¢ algorytmu

Mo»na udowodni¢, »e opisany wy»ej algorytm A jest poprawny:

Twierdzenie. Dla dowolnego zbioru S algorytm A ko«czy prac¦ w pewnym
kroku k + 1 podaj¡c prawidªow¡ odpowied¹, tj.:

albo S nie jest uzgadnialny, albo

ψ = σ0σ1 . . . σk jest mgu dla S .

Opracowano caªy szereg bardziej subtelnych algorytmów (zob. pozycje
podane w bibliogra�i).
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Rezolucja w logice pierwszego rz¦du Reguªa rezolucji

Przypominamy:

1 Literaª pozytywny: formuªa atomowa.
2 Literaª negatywny: negacja formuªy atomowej.
3 Literaªy komplementarne: para wzajem sprzecznych literaªów.
4 Klauzula: (uogólniona) alternatywa literaªów.
5 Klauzula pusta: pusta alternatywa, oznaczana np. �.
6 Klauzula Hornowska: klauzula zawieraj¡ca co najwy»ej jeden literaª

pozytywny.
7 Klauzula programowa: klauzula z dokªadnie jednym literaªem

pozytywnym.
8 Reguªa: klauzula programowa zawieraj¡ca jakie± literaªy negatywne.
9 Fakt: klauzula programowa bez literaªów negatywnych.
10 Klauzula celowa: klauzula bez literaªów pozytywnych.
11 Program: zbiór klauzul programowych (reguª lub faktów).
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Rezolucja w logice pierwszego rz¦du Reguªa rezolucji

Reguªa rezolucji

Klauzule (w j¦zyku pierwszego rz¦du) reprezentuj¡ formuªy w
skolemowej postaci normalnej (zob. wykªad dotycz¡cy postaci
normalnych i pre�ksowych).

Tak wi¦c, np. klauzula {¬P(x),Q(x)} reprezentuje formuª¦
∀x∀y (¬P(x) ∨ Q(x)) lub, co na jedno wychodzi, formuª¦
∀x∀y (P(x)→ Q(x)).

Podamy reguª¦ rezolucji dla j¦zyka logiki pierwszego rz¦du.

Zakªadamy, »e w j¦zyku tym wyst¦puj¡ staªe indywidualne, predykaty
oraz symbole funkcyjne.

Nie uwzgl¦dniamy predykatu identyczno±ci (wymaga on specjalnego
potraktowania).
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Rezolucja w logice pierwszego rz¦du Reguªa rezolucji

Reguªa rezolucji

Niech C1 i C2 b¦d¡ dwiema klauzulami, które nie maj¡ »adnych wspólnych
zmiennych i s¡ postaci:

1 D1 ∪ {P(t11 , . . . , t
k
1 ), . . . ,P(t1n , . . . , t

k
n )} oraz

2 D2 ∪ {¬P(s11 , . . . , s
k
1 ), . . . ,¬P(s1m, . . . , s

k
m)}, odpowiednio.

Je±li σ jest najbardziej ogólnym uni�katorem dla

{P(t11 , . . . , t
k
1 ), . . . ,P(t1n , . . . , t

k
n ),P(s11 , . . . , s

k
1 ), . . . ,P(s1m, . . . , s

k
m)},

to D1σ ∪ D2σ jest rezolwent¡ dla C1 i C2.
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Rezolucja w logice pierwszego rz¦du Reguªa rezolucji

Reguªa rezolucji

Dowodem rezolucyjnym klauzuli C ze zbioru formuª S nazywamy ka»dy
sko«czony ci¡g klauzul C1, . . . ,Cn taki, »e:

1 C jest identyczna z Cn

2 ka»da klauzula Ci (1 6 i 6 n) jest albo elementem zbioru S albo
rezolwent¡ pewnych klauzul Cj oraz Ck dla j , k < i .

Je±li istnieje dowód rezolucyjny C z S , to mówimy, »e C jest
rezolucyjnie dowodliwa z S i oznaczamy ten fakt przez S `R C .

Ka»dy dowód rezolucyjny klauzuli pustej � ze zbioru S nazywamy
rezolucyjn¡ refutacj¡ S . Je»eli istnieje rezolucyjna refutacja S , to
mówimy, »e S jest rezolucyjnie odrzucalny i oznaczamy ten fakt przez
S `R �.
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Rezolucja w logice pierwszego rz¦du Reguªa rezolucji

Reguªa rezolucji

Rezolucyjnym drzewem dowodowym klauzuli C ze zbioru S nazywamy
ka»de drzewo dwójkowe T o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

1 korzeniem T jest C
2 li±¢mi T s¡ pewne elementy zbioru S

3 pozostaªe (oprócz korzenia i li±ci) wierzchoªki T s¡ klauzulami
4 bezpo±rednimi nast¦pnikami wierzchoªka D nie b¦d¡cego li±ciem s¡

klauzule D1 oraz D2, których rezolwent¡ jest D.

Niech res(S) b¦dzie zbiorem zawieraj¡cy wszystkie elementy S oraz
rezolwenty wszystkich par elementów S .

Dla n > 1, niech resn+1 = res(resn(S)). Wreszcie, niech R(S) b¦dzie
sum¡ wszystkich zbiorów res(S).

Zbiór R(S) nazywamy domkni¦ciem rezolucyjnym zbioru S .
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Rezolucja w logice pierwszego rz¦du Przykªady

Przykªad 8

Rezolwent¡ klauzul:

C1 = {Q(x),¬R(y),P(x , y),P(f (z), f (z))}
C2 = {¬N(u),¬R(w),¬P(f (a), f (a)),¬P(f (w), f (w))}

jest klauzula: C3 = {Q(f (a)),¬R(f (a)),¬N(u),¬R(a)}. Albowiem:

C1 = {Q(x),¬R(y)} ∪ {P(x , y),P(f (z), f (z))}
C2 = {¬N(u),¬R(w)} ∪ {¬P(f (a), f (a)),¬P(f (w), f (w))}
zastosowanie najbardziej ogólnego uni�katora
σ = {x 7→ f (a), y 7→ f (a), z 7→ a,w 7→ a} dla uzgodnienia zbioru
literaªów {P(x , y),P(f (z), f (z)),P(f (a), f (a)),P(f (w), f (w))} daje:
{Q(x),¬R(y)}σ = {Q(f (a)),¬R(f (a))}
{¬N(u),¬R(w)}σ = {¬N(u),¬R(a)}.
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Rezolucja w logice pierwszego rz¦du Przykªady

Przykªad 9

Poka»emy, »e warunki przechodnio±ci i symetrii, tj. warunki:

∀x∀y∀z((P(x , y) ∧ P(y , z))→ P(x , z))

∀x∀y(P(x , y)→ P(y , x))

implikuj¡ nast¦puj¡cy warunek (euklidesowo±ci):

∀x∀y∀z((P(x , y) ∧ P(z , y))→ P(x , z)).

Powy»sze warunki maj¡ nast¦puj¡ce reprezentacje w postaci klauzul (po
rozdzieleniu zmiennych w przesªankach):

1 C1 = {¬P(x , y),¬P(y , z),P(x , z)}
2 C2 = {¬P(u, v),P(v , u)}
3 C3 = {¬P(x , y),¬P(z , y),P(x , z)}.
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Rezolucja w logice pierwszego rz¦du Przykªady

Przykªad 9

Dowód rezolucyjny C3 z C1 oraz C2 jest nast¦puj¡cym ci¡giem klauzul
D1, . . .D7:

1 D1 = C1 = {¬P(x , y),¬P(y , z),P(x , z)}
2 D2 = C2{u 7→ x , v 7→ z} = {¬P(u, v),P(v , u)}{u 7→ x , v 7→ z} =
{¬P(x , z),P(z , x)}

3 D3 = {¬P(x , y),¬P(y , z),P(z , x)} rezolwenta D1 oraz D2

4 D4 = C2{u 7→ z , v 7→ x} = {¬P(u, v),P(v , u)}{u 7→ z , v 7→ x} =
{¬P(z , x),P(x , z)}

5 D5 = {¬P(x , y),¬P(y , z),P(x , z)} rezolwenta D3 i D4

6 D6 = C2{u 7→ z , v 7→ y} = {¬P(u, v),P(v , u)}{u 7→ z , v 7→ y} =
{¬P(z , y),P(y , z)}

7 D7 = {¬P(x , y),¬P(z , y),P(x , z)} = C3 rezolwenta D5 i D6.
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Rezolucja w logice pierwszego rz¦du Przykªady

Przykªad 9: rezolucyjne drzewo dowodowe
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Fakty metalogiczne

Trafno±¢ i peªno±¢ metody rezolucji

Twierdzenie Herbranda. Zbiór S klauzul (j¦zyka pierwszego rz¦du)
jest niespeªnialny wtedy i tylko wtedy, gdy niespeªnialny jest pewien
sko«czony zbiór klauzul, b¦d¡cych bazowymi instancjami (klauzulami
ustalonymi) klauzul z S .

Twierdzenie Herbranda pozwala zatem redukowa¢ problem
speªnialno±ci w logice pierwszego rz¦du do problemu speªnialno±ci w
rachunku zda«.

Twierdzenie o trafno±ci rezolucji w logice pierwszego rz¦du. Dla
dowolnego zbioru formuª S , je±li � ∈ R(S), to S nie jest speªnialny.

Twierdzenie o peªno±ci rezolucji w logice pierwszego rz¦du.
Niech A b¦dzie dowolnym zdaniem j¦zyka logiki pierwszego rz¦du w
skolemowej postaci normalnej. Je±li A jest niespeªnialne, to � ∈ R(A).
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Tablice analityczne ze zmiennymi wolnymi Reguªy

Po»ytki z uni�kacji

Z procedury uni�kacji korzystamy m.in. w metodzie tablic analitycznych ze
zmiennymi wolnymi.

Je±li T jest tablic¡ analityczn¡, a σ podstawieniem wolnym dla
wszystkich formuª w T , to mówimy, »e σ jest wolne dla T .

Reguªa podstawie«. Je±li T jest tablic¡ analityczn¡, a σ jest wolne
dla T , to Tσ te» jest tablic¡ analityczn¡ (tu Tσ = {Φσ : Φ ∈ T}).

Reguªa dla γ-formuª: γ
γ(x) dla zmiennej wolnej x (która nie

wyst¦puje jako zwi¡zana w tablicy).

Reguªa dla δ-formuª: δ
δ(f (x1,...,xn))

, gdzie f jest nowym symbolem
funkcyjnym, za± x1, . . . , xn s¡ wszystkimi zmiennymi wolnymi na
rozwa»anej gaª¦zi.
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Tablice analityczne ze zmiennymi wolnymi Przykªad: Fitting 1990, 153

∃z∀x R(x , z , f (x , z))→ ∃z∀x∃y R(x , z , y) jest tez¡ tablicow¡:

1. ¬(∃z∀x R(x , z , f (x , z))→ ∃z∀x∃y R(x , z , y))
2. ∃z∀x R(x , z , f (x , z)) 1 : α
3. ¬∃z∀x∃y R(x , z , y)) 1 : α
4. ∀x R(x , a, f (x , a)) 2 : δ, a
5. ¬∀x∃y R(x , x1, y)) 3 : γ, x1
6. ¬∃y R(g(x1), x1, y)) 5 : δ, g
7. R(x2, a, f (x2, a)) 4 : γ, x2
8. ¬R(g(x1), x1, x3)) 6 : γ, x3

Podstawienie σ = {x1 7→ a, x2 7→ g(a), x3 7→ f (g(a), a)} przeksztaªca
formuªy 7 i 8 w par¦ zda« wzajem sprzecznych, co pozwala zamkn¡¢ gaª¡¹
(a wi¦c i caª¡ tablic¦).
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