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Starsi obywatele dobrze rozumieja pojecie porzadku liniowego: tak wtasnie
uporzadkowana powinna by¢ kolejka ludzi oczekujacych przed sklepem. Z kolei
pojecie uporzadkowania hierarchicznego (porzqdku czesciowego) jest chyba znane
wszystkim: taki typ porzadku obserwujemy w drzewach genealogicznych lub w
hierarchii wojskowej czy tez koScielnej. Naturalne jest pojecie dobrego uporzqd-
kowania: takiego, w ktérym kazdy niepusty podzbiér rozwazanego uniwersum ma
element najmniejszy. Dos¢ dobrze radzimy sobie z tzw. naturalnym porzadkiem w
zbiorach liczbowych. Potrafimy tez uchwycié réznice migdzy porzadkami dyskret-
nymi (jak < w zbiorze wszystkich liczb catkowitych) oraz gestymi (jak < w zbio-
rze wszystkich liczb wymiernych). Nieco trudniej jest przecigtnemu obywatelowi
odréznié porzadki geste od ciqgtych (jak < w zbiorze wszystkich liczb rzeczywi-
stych).

1 Funkcja Cantora

Czy potrafisz udowodnié, ze wszystkich utamkéw jest tyle samo, co wszystkich
liczb naturalnych? Inaczej méwiac: czy potrafisz okresli¢ bijekcje migdzy tymi
dwoma zbiorami?

2 Drzewo Calkina-Wilfa

Zbudujemy nastgpujace drzewo utamkow:

1. Korzeniem drzewa jest utamek %

2. Kazdy wierzchotek drzewa ma dwdéch bezposrednich potomkdéw.



3. Jedli 7 jest wierzchotkiem w drzewie, to jego bezpoSrednimi potomkami sg
wierzchotki: aLer (lewy) oraz aT“’ (prawy).

To drzewo nazywamy drzewem Calkina-Wilfa. Czy potrafisz udowodnié, ze
kazda dodatnia liczba wymierna wystapi w tym drzewie doktadnie raz, przy tym
zapisana w postaci nieskracalnego utamka?

3 Drzewo Sterna-Brocota

Czy zdarzylo ci si¢ w zamierzchtej niewinnej mtodosci wykonac ,,gtupie” doda-
wanie: % ® % = ZT*;? Jesli tak, jesli zostata$ za to (stusznie!) skarcona, to teraz
bedziesz miata okazje ujrzed, ze ta ,,glupia” operacja prowadzi do ciekawych wy-
nikéw.

Opiszemy mianowicie konstrukcj¢ drzewa Sterna-Brocota, podang niezaleznie
przez Moritza Stern (1858) oraz Achillesa Brocota (1861). Bedzie ona podobna do
rozwazanej wyzej konstrukcji drzewa Calkina-Wilfa.

Czesto podaje si¢ nastgpujacy nieformalny opis tworzenia tego drzewa, wyko-
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rzystujacy dwa elementy pomocnicze o postaci 7 oraz ;:

1. Korzeniem drzewa jest utamek %

2. Kazdy wierzchotek drzewa ma dwdch bezposrednich potomkow.

1

z : 0
3. Rozpoczynamy od elementéw pomocniczych 7 oraz 3,

powiednio, z lewej i prawej strony.

umieszczonych, od-

4. Korzen % otrzymujemy z elementéw pomocniczych, dodajac je w sensie

operacji @: % = % &) % = %.

5. Podobnie, dla kazdego poziomu drzewa zawierajacego utamki § oraz 5 wila-
czamy utamek Z%r; do poziomu bezposrednio nizszego, pomigdzy utamki 7

c
oraz d:

6. W przypadku najbardziej lewych oraz najbardziej prawych wierzchotkéw
drzewa korzystamy z obiektéw pomocniczych % oraz %, odpowiednio, wy-
konujac na nich oraz owych najbardziej skrajnych wierzchotkach operacje
.

Przedstaw graficznie opisang wyzej nieformalnie konstrukcje i zbadaj jej ma-
tematyczne wlasnosci.



4 Hotel Hilberta

To jedna z najczgSciej omawianych zagadek, gdy opowiada si¢ w sposéb popu-
larny o zbiorach nieskoiczonych. Wyobrazamy sobie hotel, ktéry ma nieskoficzona
liczbg pokoi, powiedzmy, ponumerowanych kolejnymi dodatnimi liczbami catko-
witymi. Wszystkie pokoje w hotelu sa zajete — w kazdym mieszka jeden gos¢.
Rozwazymy teraz kilka przypadkéw, w ktérych chytry wtasciciel hotelu bgdzie
chciat zakwaterowaé pewna liczbe nowych gosci, jednak bez pozbywania si¢ ko-
gokolwiek juz mieszkajacego w hotelu:

1. Jeden dodatkowy gos¢.

2. Milion dodatkowych gosci.

3. Nieskoniczenie wielu (tylu, ile jest liczb naturalnych) dodatkowych gosci.
4. Kilka nieskoniczonych (jak wyzej) grup dodatkowych gosci.

5. Nieskonczenie wiele (jak wyzej) nieskoficzonych (jak wyzej) grup dodatko-
wych gosci.

6. Tylu nowych gosci, ile jest wszystkich liczb rzeczywistych.

W ktérych z tych przypadkéw wiasciciel hotelu moze umies$ci¢ w nim podang
liczbg nowych gosci bez pozbywania si¢ gosci juz zamieszkujacych hotel?
5 Pelne drzewo dwojkowe

Nieskoficzone drzewo dwodjkowe to drzewo o postaci rozpoczynajacej si¢ nastepu-
jaco:
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Kazdy z kolejnych wierzchotkéw ma dwéch bezposrednich potomkow. Wierz-
chotki (oprécz korzenia) kodujemy zerem lub jedynka. Gafeziq nazwiemy kazdy
nieskoriczony ciag ztozony z zer i jedynek. Pokaz, ze nie jest mozliwe ponumero-
wanie w spos6b jednoznaczny (liczbami naturalnymi: 0, 1, 2, 3, 4, 5,...) wszyst-
kich gatezi.

6 Paradoks Condorceta

Przypusémy, ze dziewczeta X, Y, Z cheg ustalié, ktory z facetéw A, B, C jest
najbardziej przystojny. Niech preferencje poszczegélnych dziewczat wygladaja na-
stepujaco (piszemy P > () w znaczeniu: wybdr P jest preferowany wzgledem
wyboru @; preferencje kazdego dziewczgcia sa przechodnie):

X: A>B>C
Y: B>C>A
Z. C>A>B.

Czy mozliwe jest liniowe uporzadkowanie kandydatéw zgodne z preferencjami
wigkszosci dziewczat?

7 Trzech medrcow

Krél miat trzech medrcéw: Wysokiego, Sredniego i Niskiego. Aby sprawdzi¢ czy
rzeczywiscie zastuguja na miano medrcéw poddat ich probie.

— Oto mam pigé szlafmyc: 2 czarne i 3 biate, kazdemu z was naloz¢ jedna z
nich i kazdy ma odgadnaé jaki kolor ma szlafmyca na jego glowie.

Krél ustawit medrcéw w kolejnosci: Niski, Sredni, Wysoki, w ten sposéb, aby
Wysoki widziat dwéch pozostatych, a Sredni tylko Niskiego.

— Zgadujcie! — rozkazat krol.

1. Wysoki odpowiedzial: nie wiem.
2. Sredni odpowiedziat: nie wiem.

3. Niski zastanowit si¢ chwilg i odpowiedziat. Co odpowiedziat?



8 Para wujow

Blogostawiony Alkuin z Yorku jest autorem ciekawych zagadek. Jedna z bardziej
znanych jest zapewne ta o przewozeniu wilka, kozy i kapusty t6dka na drugi brzeg
rzeki, przy czym na 16dk¢ zabra¢ mozna za kazdym razem tylko jedno z tej tréjki
(oraz, oczywiScie, przewoznika). Chodzi oczywiscie o to, aby nie pozostawiaé na
tym samym brzegu wilka i kozy, ani kozy i kapusty.

Inna zagadka Alkuina dotyczyta okreslenia zwiazkéw pokrewieristwa zacho-
dzacych wtedy, gdy wdowa z c6rka spotyka (niespokrewnionego z nig) wdowca z
synem i zawarte zostaja zwiazki: wdowiec zeni si¢ z corka, a syn zeni si¢ z wdowa.

Pewna modyfikacja tej ostatniej zagadki jest problem nastgpujacy. Czy moz-
liwe jest (bez zwiazkéw kazirodczych), aby Stanistaw byt wujem Kazimierza, a
Kazimierz wujem Stanistawa? Przypomnijmy, ze by¢ wujem oznacza by¢ bratem
matki lub mgzem siostry matki.

9 Lisizajac

Rozwazmy jednowymiarowg gre rozgrywana na planszy o pozycjach ponumero-
wanych od lewej do prawej liczbami od 1 do 30. Zeton reprezentujacy lisa umiesz-
czony jest na poczatku gry na pozycji 1, a zeton reprezentujacy zajaca na pewnej
pozycji s, gdzie s > 1. Reguly gry sa nastgpujace:

1. Gracze wykonuja ruchy na przemian.

2. Lis moze w kazdym swoim ruchu przesuna¢ si¢ o jedna pozycje¢ w lewo lub
W prawo.

3. Zajac w kazdym ruchu przeskakuje dwie pozycje w lewo lub w prawo, ladu-
jac na trzecie;j.

. Zajac nie moze wyladowaé na pozycji zajmowanej przez lisa.
. Zaden z graczy nie moze wyskoczy¢ poza plansze.

. Jedli zajac nie ma mozliwosci ruchu, to przegrywa.

N O B

. Celem lisa jest schwytanie zajaca: nastgpuje to wtedy, gdy obaj znajduja si¢
na bezposrednio sasiednich pozycjach i lis ma ruch.

8. Celem zajaca jest uniknigcie schwytania przez lisa.

Znajdz wszystkie wartosci s (poczatkowej pozycji zajaca), dla ktérych lis wy-
grywa gre.



10 Problem Jozefa Flawiusza

Ustawiamy n os6b na okregu, numerujac je liczbami od 1 do n (dla ustalenia
uwagi, w porzadku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara). Zaczynajac liczy¢ od
osoby 1, eliminujemy co druga z tych oséb (okrutny sposéb eliminacji pozosta-
wiamy do wyboru czytelnikowi), dopdki nie pozostanie tylko jedna osoba. Znalez¢é
pozycje, ktéra trzeba zajaé przed rozpoczeciem eliminacji, aby jej uniknac.

Rozwiazania zagadek podane zostang na wyktadzie.

Jerzy Pogonowski
Zaktad Logiki i Kognitywistyki UAM
pogon@amu.edu.pl



