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1 Wstep

Niniejszy tekst to notatki do pigciu wyktadéw dla Studium Doktoranckiego Wy-
dziatu Neofilologii UAM. Wyktady maja na celu ukazanie — w wielkim skrécie —
wybranych pojec i twierdzen wspétczesnej logiki. Omawiane tematy to kolejno:

1. Klasyczna logika pierwszego rzedu
2. Wybrane logiki nieklasyczne

3. Metalogika

4. Semiotyka logiczna

5. Ogélna metodologia nauk.

Forma wyktadéw podyktowana jest tym, ze audytorium stanowia filolodzy.
Skupiamy si¢ zatem na wprowadzeniu wybranych waznych poje¢ logicznych oraz
informacjach o niektérych twierdzeniach, pomijajac szczegéty dowodéw formal-
nych.

Logika jest fenomenem kulturowym specyficznym dla cywilizacji Zachodu —
w zadnym innym krggu kulturowym rozwazania logiczne nie przybraty tak rozwi-
nigtej postaci jak wtasnie na Zachodzie. W najszerszym rozumieniu tego terminu,
logika (logica magna) obejmuje trzy dzialy:



1. logike formalna (obecnie: matematyczna),
2. semiotyke logiczna,
3. og6lna metodologi¢ nauk.

Pomijamy w naszym przedstawieniu aspekty historyczne, skupiajac sig¢, zgod-
nie z tytutem wyktad6w, na ustaleniach wspétczesnych.

Logika wyrasta z analizy rozumowan przeprowadzanych w jezykach etnicz-
nych (niektérzy wola mowié: w jezyku naturalnym, badz w jezyku potocznym).
Przeksztalca si¢ péZniej w analize jezyka nauki. Logika formalna, w jej obecnej
szacie matematycznej, moze by¢ traktowana jako galaz matematyki. W istocie,
jest dos¢ Scisle powiazana z réznymi dyscyplinami matematycznymi. Analiza jg-
zyka nauki oraz rozumowan w naukach przeprowadzanych stanowi trzon ogolnej
metodologii nauk. Wspéiczesna semiotyka logiczna wykorzystuje natomiast Srodki
pojeciowe oraz metody badawcze logiki formalnej w analizie jezykow etnicznych.

Logika matematyczna to stosunkowo mtoda dyscyplina — jej poczatki siggaja
potowy XIX wieku, ustalenie pewnych paradygmatéw to pierwsza potowa wieku
XX, a bardzo intensywny rozwdj i dywersyfikacja badan to druga potowa poprzed-
niego stulecia. W catym wieku XX logika matematyczna byla inspirowana pro-
blemami samej matematyki, po czg$ci rowniez zagadnieniami wyrostymi z analiz
filozoficznych oraz jezykoznawczych.

Czy mamy do czynienia z jedna logika, czy tez z wieloScia logik? Nalezy od-
rézniaé termin logika oznaczajacy dyscypling naukowa od terminu logika, rozu-
mianego jako system logiczny. W tym drugim rozumieniu jest wiele logik. Czasami
podaje si¢ lapidarne okreSlenia w rodzaju:

1. Logika to usystematyzowany zespot niezawodnych regut wnioskowania.
2. Logika to jezyk wraz z okreslonq w nim operacjq konsekwencji.

3. Logika to tréjka uporzqdkowana (L,C\S), gdzie L jest jezykiem, C' okre-
slong w nim operacjq konsekwencji, a S semantykq jezyka L.

Jak zobaczymy, operacja konsekwencji to funkcja, ktéra kazdemu zbiorowi
przestanek przyporzadkowuje zbior wszystkich wnioskow z tych przestanek. In-
teresujemy si¢ przede wszystkim operacjami konsekwencji wyznaczonymi przez
niezawodne reguty wnioskowania (ewentualnie takze przyjmowane aksjomaty). Re-
guta wnioskowania jest kazdy zbiér par uporzadkowanych, ztozonych ze zbioru
formut (przestanek) oraz formuty (wniosku). W praktyce przyjmujemy ponadto, ze
rozwazane reguly zbudowane sg wedle pewnych ustalonych schematéw, odnosza-
cych sig do ksztaltu (sktadniowego) przestanek oraz wniosku. Wreszcie, niezawod-
no$¢ reguty oznacza, ze zachowuje ona wybrane wartosci logiczne. W popularnym



sformutowaniu, wnioskujac wedle niezawodnej reguty wnioskowania od prawdzi-
wych przestanek nie dojdziemy do falszywego wniosku. NajczgSciej rozwazamy
dwie wartos$ci logiczne, ktérymi moga by¢ dowolne dwa rézne przedmioty, ozna-
czane np. 0 oraz 1 i nazywane — jesli kto$ lubi nazywa¢ — odpowiednio: fatszem
oraz prawdaq.

Formalny charakter logiki polega m.in. na tym, ze abstrahuje si¢ od tresci
wyrazen. Wyrazenia jezykow systeméw logicznych zbudowane sa wylacznie ze
zmiennych (réznych typow) oraz statych logicznych (pomijajac nieistotne symbole
pomocnicze). Zmienne sa wartosciowane; dla przyktadu:

1. zmienne zdaniowe za wartosci przyjmowac moga 01 1;

2. zmienne nazwowe za wartosci przyjmowaé moga denotacje nazw ogodlnych,
czyli zbiory elementéw (z ustalonego uniwersum);

3. zmienne indywidualne za warto$ci przyjmowac¢ moga elementy (ustalonego
uniwersum).

Mozliwe jest podanie definicji stalych logicznych, ale najczgSciej okresla sig je
po prostu poprzez wyliczenie, dla kazdego rozwazanego systemu logicznego. Do
statych logicznych zaliczamy m.in.:

1. funktory prawdziwosciowe (cztery jednoargumentowe oraz szesnascie dwu-
argumentowych ekstensjonalnych funktoréw zdaniotwoérczych od argumen-
tow zdaniowych);

2. kwantyfikatory (og6lny, szczegbétowy, tzw. kwantyfikatory uogélnione);

3. wybrane funktory réznych kategorii syntaktycznych — np. funktory modalne,
epistemiczne, inne funktory intensjonalne;

4. czasem réwniez predykat identycznosci.

Opis sktadniowy jezykoéw systemow logicznych polega na podaniu indukcyj-
nych definicji zbioréw wyrazen ustalonych kategorii syntaktycznych (termow, for-
mut). Zasada jest zawsze taka sama: ustalamy najpierw zbior wyrazen prostych
danej kategorii, a potem reguly otrzymywania wyrazen zfoZonych z wyrazen prost-
szych. W ten sposob okresla si¢ kazdy zbidr wyrazen (ustalonej kategorii) jako
najmniejszy zbior zawierajacy wyrazenia proste oraz domknigty na owe reguly
tworzenia wyrazen zlozonych. Wyrazenia jezykow systeméw logicznych sa jed-
noznaczne sktadniowo.

Gdy dany jest juz zbidér F' formut jezyka L, to przez (finitystyczna) operacje
konsekwencji w tym jezyku rozumiemy dowolna funkcje C' : (F') — p(F), ktéra
spetnia nastgpujace warunki, dla dowolnych X C ForazY C F"



1. X C C(X) (zwrotnos¢)
2. jesli X CY,to C(X) C C(Y) (monotonicznosc)
3. C(C(X)) € C(X) (idempotencja)

4. C(X) jest sumg wszystkich C'(Z), gdzie Z przebiega wszystkie skoficzone
podzbiory X (finitarnosc).

Kazda operacja konsekwencji jest pewnym operatorem domknigcia. Punkty
state operacji konsekwencji C' nazywaja si¢ jej systemami dedukcyjnymi (teoriami).
Powyzsza definicja pochodzi od Alfreda Tarskiego. Wspédtczesnie rozwaza si¢ —
gtéwnie w celach aplikacyjnych (informatyka, filozofia, lingwistyka) — takze inne
rodzaje operacji konsekwencji (w szczegdlnosci, tzw. konsekwencje niemonoto-
niczne). Definicja Tarskiego pozwala uwzglednié zaréwno konsekwencje polega-
jace na uznawaniu zdan, jak tez na ich odrzucaniu.

W praktyce rozwazamy zwykle operacje konsekwencji wyznaczone przez po-
dany wyraZnie zestaw regut wnioskowania (ewentualnie réwniez aksjomaty — cho¢
aksjomaty zawsze traktowa¢ mozemy jako bezprzestankowe reguly wnioskowa-
nia). Niech zatem, dla ustalonych L (jezyk) oraz F' (zbiér wszystkich formut),
R bedzie zbiorem (finitarnych) regul wnioskowania, czyli zbiorem relacji » C
©rin(F) x F, gdzie gy (F) oznacza zbiér wszystkich skoriczonych podzbiorow
zbioru F'. Poprzedniki kazdej relacji r nazywamy przestankami reguty r, a jej na-
stepniki — wnioskami reguty r. Zaklada si¢ przy tym ponadto, ze dla kazdej takiej
relacji r liczebno$¢ jej zbioréw przestanek jest ustalona. Reguly wnioskowania
moga mie¢ zatem jedna, dwie, trzy, itd. przestanki. Zwykle regulty wnioskowania
zapisujemy w postaci schematycznej: jesli przestankami reguty r sa oy, ..., an, a
jej wnioskiem /3, to schematycznym zapisem r jest:

A,y ...,0p

B

Elementy reguly r nazywa si¢ czasem jej sekwentami.
Moéwimy, ze formuta B jest wyprowadzalna ze zbioru formut X za pomocq
regut ze zbioru R, gdy istnieje skoriczony ciag formut (a1, aa, . . ., ay,) taki, ze:

1. (3 jestidentyczna z oy,

2. dladowolnej ¢ < n, albo q; jest elementem zbioru X, albo istnieja wskazniki
11, ..., < 1 oraz istnieje reguta r nalezaca do R takie, ze para ztozona ze
zbioru przestanek {«;,, ..., a;, } oraz wniosku «; nalezy do r.



Jesli formuta 3 jest wyprowadzalna ze zbioru formut X za pomoca regut ze
zbioru R, to piszemy € Cr(X). Kazdy ciag (a1, ao, ..., ay) spetniajacy po-
dane wyzej warunki nazywamy dowodem formuty 3 ze zbioru (zatozen) X (przy
uzyciu regut wnioskowania ze zbioru R). Zbior Cr(X) to zatem zbiér wszyst-
kich formut posiadajacych dowdd ze zbioru zatozen znajdujacych si¢ w X. Mozna
sprawdzi¢, ze tak okreSlona operacja Cr : p(F) — @(F') jest operacja konse-
kwencji w sensie Tarskiego. Podobnie zdefiniowa¢ mozna operacje C'r 4 Wypro-
wadzalnosci formut ze wzgledu na zbidr regut wnioskowania R oraz zbidr aksjo-
matow A C I

Croa(X) = Cr(AUX).

Zbiér Cr(0) (lub, odpowiednio, zbiér C'r 4(()) nazywany jest zbiorem rez operacji
konsekwencji C'r (odpowiednio, operacji Cr _4). Dla pewnych celéw wygodne jest
réwniez rozwazanie wyprowadzalnosci w stopniu k, ktérego (indukcyjna) definicja
jest nastepujaca:

L C%X)=X
2. ORFHX) = CEI(X)u{B e F: (3re R)(3Y C CL(X)) (Y,8) €7}

3. O (X) = ng Ch(X).

Definicja ta formalizuje pojecie posiadania dowodu o dtugosci co najwyzej k i
jest szczeg6lnie uzyteczna w metodzie dowodow zatozeniowych.

Wszystkie operacje konsekwencji dla ustalonego jezyka L i zbioru wszyst-
kich jego formut F' tworza pewng strukture porzadkowa (tzw. krate). Ow porzadek
jest okreslony nastepujaco: C7; < Co doktadnie wtedy, gdy C1(X) C Cy(X) dla
wszystkich X C F'. Jesli C1 =X Cs, to méwimy, ze Cy jest nadkonsekwencjq C
(oraz ze C'1 jest podkonsekwencjq C2).

Gdy rozwazamy system logiczny z operacja konsekwencji Cr (lub Cg 4), to
reguty nalezace do R nazywamy regutami pierwotnymi. Warto wspomnieé o in-
nych jeszcze rodzajach regut zwiazanych z dowolna operacja konsekwencji Cr
(Iub Cg, 4, odpowiednio):

1. Regula r jest dopuszczalna ze wzgledu na Cr (lub Cr 4, odpowiednio),
gdy — méwiac intuicyjnie — dotaczenie jej do zbioru regul pierwotnych nie
zmienia zbioru tez. Gdy r jest dopuszczalna ze wzgledu na Cg,_4, to piszemy
r € Perm(R, A). Formalnie: »r € Perm(R, A) doktadnie wtedy, gdy dla
wszystkich Y C F oraz § € F,jesli (Y,() € rorazY C Cgr(A), to
B € Cr(A). Reguta dopuszczalna w jakim$ systemie logicznym to zatem
taka regula, ze wzgledu na ktéra zbidr tez tego systemu jest domkniety.



2. Regula r jest wyprowadzalna ze wzgledu na Cr (lub Cr 4), gdy — méwiac
intuicyjnie — dotaczenie do aksjomatéw A przestanek Y z pary (Y, 3) naleza-
cej do r powoduje wyprowadzalno$¢ formuty 5. Gdy r jest wyprowadzalna
ze wzgledu na Cp 4, to piszemy 7 € Der(R, A). Formalnie: r € Der(R, A)
doktadnie wtedy, gdy dla wszystkich Y C F oraz § € F, jesli (Y,f) € r,
to 5 € Cr(XUY).

Zamiast mowié: r jest dopuszczalna ze wzgledu na (R, A), méwmy: r jest
(R, A)-dopuszczalna (i podobnie dla wyprowadzalnosci). Kazda reguta (R, A)-
wyprowadzalna jest (R, A)-dopuszczalna, lecz nie na odwrét. Reguta jest (R, A)-
wyprowadzalna doktadnie wtedy, gdy jest dopuszczalna ze wzgledu na dowolne
rozszerzenie zbioru regul R oraz zbioru aksjomatéw A. Stuchacze zapewne ze-
tkneli si¢ z pojeciem regut wyprowadzalnych podczas elementarnego kursu kla-
sycznego rachunku zdan, bazujacego na metodzie dowodoéw zatozeniowych.

Wreszcie, wazne jest takze pojecie reguty strukturalnej. W dydaktyce logiki
uzywa si¢ wlasciwie wylacznie takich regut wnioskowania. Jednak dla — chocby
intuicyjnego — okre§lenia wlasnosci strukturalnosci potrzebne sa pewne dodatkowe
pojecia. Niech e : At — F bedzie dowolna funkcja przyporzadkowujaca kazdej
formule prostej (w przypadku rachunkéw zdaniowych: kazdej zmiennej zdanio-
wej) jaka$ formute ze zbioru F'. Wtedy e mozna jednoznacznie rozszerzy¢ w na-
turalny sposéb do homomorfizmu A€ : F' — F. Méwimy, ze regula r jest struk-
turalna, gdy dla wszystkich X C F, 5 € F oraze : At — F:jesli (X,5) € r,
to (h¢[X], h¢(B)) € r, gdzie h°[X] oznacza obraz X wzgledem h°. Intuicyjnie
moéwiac, reguta strukturalna zawiera wszystkie pary: (zbidér przestanek, wniosek),
bedace podstawieniami jakiejkolwiek pary nalezacej do tej reguly.

Na zakoficzenie tego wstgpu rozwazmy prosty przyktad — znany by¢ moze stu-
chaczom implikacyjno-negacyjny klasyczny rachunek zdan, w jednej z wersji ak-
sjomatycznych i w nieco innej notacji niz zwykle rozwazana. Alfabet jezyka Lo
zawiera wyltacznie:

1. wszystkie elementy nieskoriczonego zbioru Ay = {01, Oy, O3, ...} (zmien-
ne zdaniowe);

2. dwa symbole: § oraz % (odpowiednio: symbol implikacji oraz symbol nega-
cji).

Zbioér Foy wszystkich formut jezyka Lo definiujemy przez indukcje:

1. AQQ C Foy

2. Jeslia, B € Fo,to§ap € Fo



3. Jedlia € Fo, to ko € Fo

4. Kazdy element w Fo jest badZ elementem Ao, badZ powstaje z elementéw
Fo przez zastosowanie reguly (2) lub reguty (3).

Formuta jezyka Lo jest np. ciag: §§01 028k Ok ©;. Jej budowe sktadniowa
mozna reprezentowaé poprzez drzewa sktadniowe, np. tak:

Q2 Oy

Na lisciach tego drzewa umieszczono elementy zbioru Ao, w jego pozostatych
wierzchotkach symbole § lub v, w korzeniu funktor gtéwny rozwazanej formuty.
Inny sposéb drzewowej reprezentacji struktury sktadniowej tej samej formuty,

czyli §§01 028 % Ok Oy
§801 028 % Dok O

§@1©2 §*@2*@1
S TN
P91 D2 %0y %O,

| |
02 O1

Wierzchotki tego drzewa oznakowano wszystkimi podformutami rozwazanej
formuty.

Aksjomatami naszego systemu sa wszystkie formuty o postaci (tu «, 3, sa
elementami Fo):

1. §8af888v8ay
2. §8kaaa
3. Sas¥kapf.

Reguta odcinania ogona' to zbi6r wszystkich par postaci ({§a3, a}, B), gdzie
a, B € Fo. Dowodem formuly « ze zbioru wyrazen X nazywamy kazdy skon-
czony ciag aq, g, . . ., oy taki, Ze a jest identyczne z av,, a kazdy element oy, tego

!To tylko nazwa wprowadzona dla zabawy. Naprawde uzywa si¢ nazwy reguta odrywania.



ciagu jest badZ aksjomatem Lo, badZ elementem X, badZ drugim elementem pary
w regule odcinania ogona, gdzie pierwszy element tej pary sklada si¢ z formut
wystepujacych w tym ciagu wczedniej niz ag. Dla dowolnego X C Fo niech:

Co(X) ={a € Fy : istnieje dowod o z X }.

Wtedy Co jest operacja konsekwencji w sensie Tarskiego. Tezg systemu (Lo, Co)
jest kazda formuta « taka, ze istnieje dowdd « z aksjomatéw (Lo, Co).

Formuty jezyka Lo zapisywane byty w notacji polskiej (prefiksowej): symbol
funktora przed symbolami jego argumentéw. W notacji infiksowej symbol funktora
dwuargumentowego wystgpuje migdzy symbolami swoich argumentéw (podobnie
jak czynimy to np. w zapisach arytmetycznych). Notacja infiksowa wymaga doda-
nia do alfabetu symboli pomocniczych: nawiasu lewego ( oraz nawiasu prawego ).
W notacji infiksowej formuta §§0108% Oy O przyjmuje nastgpujaca postac:
(©1802)8((HD2)§(H 1)), a podane wyzej aksjomaty maja postac:

1. (a88)8((887)8(a8y))
2. ((ka)sa)sa
3. a§((ka)§s).

Semantyka jezyka Lo opisana jest w sposob nastgpujacy. Niech dane beda do-
wolne dwa rézne przedmioty: 0 oraz 1. Wartosciowaniem (zmiennych zdaniowych)
nazywamy dowolny nieskoficzony (przeliczalny) ciag tych przedmiotéw. Warto-
Sciowania to zatem ciagi o postaci w = (wy, wy, . . .), gdzie kazdy element w; jest
réwny 0 badz 1. Wartos¢é val(a, w) formuty a przy wartosciowaniu w definiujemy
indukcyjnie:

1. val(QV;,w) = wg;

2. jesli val(a, w) = 0, to val (ka,w) =1,

ajesli val(a, w) = 1, to val(ka,w) = 0;

3. val(§aB,w) = 0 tylko wtedy, gdy val(o,w) = 1 oraz val(f,w) = 0;
natomiast w pozostatych (trzech) przypadkach val(§a3, w) = 1.

Formuta o jest prawem (tautologiq) tego systemu logicznego, gdy val (o, w) =
1 dla wszystkich warto§ciowan w. Formuta 8 wynika logicznie ze zbioru formut
X, gdy: dla wszystkich wartosciowan w, jesli val(a,w) = 1 dla kazdej a € X,
to val(f,w) = 1. Rozwazany system ma wlasnos¢ rozstrzygalnosci: istnieja algo-
rytmy, pozwalajace rozstrzygnaé o dowolnej formule, czy jest ona prawem, czy tez
nie jest. Podstawowy zwiazek migdzy sktadnia a semantyka wyraza twierdzenie o
petnosci: dla dowolnego X C Foy oraz o € Fo zachodzi réwnowazno$¢é



a € Co(X) (czyli @ ma dowdd z X) wtedy i tylko wtedy, gdy o wynika
logicznie z X.

Gdy w tej réwnowaznosSci za X weZmiemy pusty zbidr formut, to otrzymu-
jemy:

« jest teza (rozwazanego systemu) doktadnie wtedy, gdy « jest tautologia (tego
systemu).

2 Klasyczna logika pierwszego rzedu FOL

Klasyczna logika pierwszego rzedu (FOL — first order logic) to wspoéiczesny ele-
mentarz logiczny. Jego poczatki siegaja drugiej potowy XIX wieku, a inspiracje do
jego rozwoju byty natury zaréwno matematycznej, jak i filozoficznej oraz lingwi-
stycznej. Ponizej wyslowimy niektére najwazniejsze definicje oraz przytoczymy
(bez dowodéw) pewne podstawowe twierdzenia dotyczace FOL. Notatka niniejsza
nie jest, rzecz jasna, zadnym podrecznikiem FOL; liste wybranych podrgcznikéw
podano na konicu tekstu.

2.1 Skladnia

Niech I, J, K beda dowolnymi zbiorami. Rozpatrzmy alfabet 3 = 3 U¥o U 33U
>4 U X5 U X, gdzie:

¥ =A{wo,z1,22,...} —  zmienne indywiduowe,
Yo ={P" }icr (n; €N) —  predykaty,

Y3 = {ffj Yies (nj € N)  —  symbole funkcyjne,
Y4 = {ak}rer —  state indywiduowe,
Y5 ={N,V,—,~, =V, 3} — stale logiczne,
S=1{,,(,)} —  symbole pomocnicze.

Stosujemy nastgpujaca terminologig:

1. P/ nazywamy n;-argumentowym predykatem,

2. f]m nazywamy n;-argumentowym symbolem funkcyjnym,



3. symbol V nazywamy kwantyfikatorem generalnym,
4. symbol J nazywamy kwantyfikatorem egzystencjalnym,

5. symbole: A (koniunkcja), V (alternatywa), — (implikacja), — (negacja) i =
(rownowaznosc) to znane stuchaczom funktory prawdziwosciowe,

6. symbole pomocnicze to: przecinek oraz lewy i prawy nawias.

Zbiér ¢ = ¥ U X3 U X4 nazwiemy sygnaturq. W dalszym ciggu mowié
bedziemy o pewnej ustalonej sygnaturze o. Zwykle rozwaza si¢ przypadek, gdy
I = J = K = N (= zbidr wszystkich liczb naturalnych).

Wyrazeniem jezyka FOL nazywamy kazdy skorficzony ciag symboli alfabetu
tego jezyka. Interesuja nas jednak nie dowolne ciagi symboli jezyka FOL, lecz
jedynie niektére, o budowie sktadniowej dopuszczajacej sensowne interpretacje, a
mianowicie termy oraz formuty.

Definicja termu jezyka FOL jest indukcyjna:

1. wszystkie zmienne indywiduowe x,, oraz wszystkie stale indywiduowe ay
sg termami;

2. jesli ty,...,t,, sa dowolnymi termami, to wyrazenie f;lj (t1,. .. tn,;) jest
termem;

3. nie ma innych terméw (jezyka FOL) précz zmiennych indywiduowych, sta-
tych indywiduowych oraz tych terméw, ktére mozna skonstruowaé wedle
reguty 2.

Termy, w ktérych nie wystgpuja zadne zmienne nazywamy termami bazowymi.

Formutq atomowq jezyka FOL nazywamy kazde wyrazenie tego jezyka o po-
staci P;"(t1,...,ty,), gdzie t1,. .., t,, sa dowolnymi termami. Definicja formuty
jezyka FOL jest indukcyjna:

1. kazda formuta atomowa jest formuta;

2. jesli « jest dowolna formuta, to wyrazenia —(«), Vx,, («), 3z, («) sa for-
mutami;

3. jesli a i B sa dowolnymi formutami, to wyrazenia (a) A (8), («) V (B),
() = (B8), (o) = (B) sa formutami;

4. nie ma innych formut (jezyka FOL) procz tych, ktére mozna utworzy¢ wedle
regut 1-3.
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W praktyce stosujemy zwykle pewne konwencje, ktére pozwalaja pomijaé nie-
ktére nawiasy, zwigkszajac czytelnos¢ — zwtaszcza dtugich — formut.

Wyrazenie o w dowolnej formule o postaci Vx,, («) lub o postaci Iz, ()
nazywamy zasiggiem odpowiedniego kwantyfikatora.

Zmienna z,, wystepujaca na danym miejscu w formule « jest na tym miejscu
zwiqzana, jezeli jest ona podpisana pod ktérym$ z kwantyfikatoréw lub tez znaj-
duje si¢ w zasiggu jakiegos kwantyfikatora, pod ktérym podpisana jest rowniez
zmienna x,. Jezeli zmienna z,,, wystgpujaca na danym miejscu w formule o, nie
jest na tym miejscu zwigzana, to moéwimy, ze jest ona na tym miejscu wolna w .
Moéwimy, ze ,, jest zmienng wolng w o wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej na
jednym miejscu zmienna ta jest wolna w a.

Moéwimy, ze term t jest podstawialny za zmienna x; do formuly o wtedy i
tylko wtedy, gdy zmienna x; nie znajduje si¢ W « jako zmienna wolna w zasiggu
zadnego kwantyfikatora wigzacego ktdéra§ ze zmiennych wystgpujacych w ¢. Jesli
term ¢ jest podstawialny za x; do «, to zadna zmienna wystgpujaca w ¢ nie stanie
si¢ zwigzana po podstawieniu ¢ za wszystkie wolne wystapienia x; w formule «.
W szczegblnosci, zmienna x; jest podstawialna za zmienna x; W «, jezeli po pod-
stawieniu x; w miejscach wolnych wystapiefi x; w «, zmienna x; nie stanie si¢ na
tych miejscach zwigzana w . Tak wigc, zmienna x; jest podstawialna za zmienng
x; do formuty o wtedy i tylko wtedy, gdy zmienna x; nie znajduje si¢ w a jako
zmienna wolna w zasiggu zadnego kwantyfikatora wiazacego zmienng x;.

Formuly nie zawierajace zadnych zmiennych wolnych nazywamy zdaniami
(jezyka FOL).

Definicja operacji S(t, x, A) podstawiania termu t za zmienng x; (W dowolnym
termie A lub formule A jezyka FOL) ma posta¢ indukcyjng (ponizej ¢ jest termem,
x; jest zmienna, a; jest stafa, o i 3 sa formutami, a reszta oznaczen jest oczywista):

1. S(t,x;,x;) jest termem x, gdy 7 # j

2. S(t,x;,x;) jest termem ¢, gdy i = j
t,x;, a;) jest termem a;

t7$i7 f]nj (t17 cee 7tn‘j))jeSt termem f]nj (S(t7xi7tl)7 ) S(t7 xi7tnj))
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9. S(t,x;,3z; («)) jest formuty 3z; S(t, x;, a), gdy i # j
10. S(t,x;,3z; (o)) jest formuta Jz; (o), gdy i = j
11. S(t,z;, A B) jest formuta S(¢, z;, o) A S(t, x4, )

(t,
(t,
(
12. S(t,x;, a0V B) jest formuta S (¢, x;, ) V S(t, x;, )
13. S(t,x;, a0 — () jest formuty S(t, z;, ) — S(t, x;, )
S(t,

14. S(t,xz;, o = ) jest formuta S(t, z;, o) = S(t, x4, B).

2.2 Semantyka

W odréznieniu od semantyki klasycznego rachunku zdar, ktérego semantyka jest
stosunkowo uboga (dwa przedmioty i dwadzieScia funkcji prawdziwosciowych),
semantyka FOL jest znacznie bogatsza. Rozwaza si¢ w niej catkiem dowolne uni-
wersa (zbiory) catkiem dowolnych przedmiotéw, ktére moga by¢ wzajem powia-
zane catkiem dowolnymi relacjami.

Nazwiemy interpretacjq jezyka o sygnaturze o dowolny uktad (M, o, A), gdzie
M jest niepustym zbiorem, a A funkcja (funkcjq denotacji) o dziedzinie o, ktéra
przyporzadkowuje:

1. kazdej stalej indywiduowej a element
A(ar) € M;
2. kazdemu predykatowi P;" relacje n;-argumentowsa
AP € M
3. kazdemu symbolowi funkcyjnemu f]@j funkcje nj-argumentowa
A(f;7) : M — M.

Wtedy strukturami relacyjnymi sygnatury o sa dowolne uktady (M, Alo]),
gdzie A jest funkcja denotacji, a Ao] oznacza ciag (indeksowany elementami
zbioru [ U J U K) wszystkich wartosci funkcji o. Jesli 0 = (M, A[o]) jest struk-
turg relacyjna, to M nazywamy uniwersum 9.

Dla 9t = (M, Alo]) jest czasem wygodnie uzywaé nastgpujacych oznaczen:

1. |9 dla oznaczenia uniwersum struktury 9%, czyli dla oznaczenia zbioru M;
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2. A™ dla oznaczenia funkcji denotacji struktury Ot

Wartosciowaniem zmiennych w uniwersum M nazywamy dowolny nieskon-
czony przeliczalny ciag w = (wy,) elementéw zbioru M. Gdy

w = (wn) - (w()a w1,y ..., Wi—1, Wy, wi-‘rlu .. )
jest wartoSciowaniem w M oraz m € M, to przez w;" oznaczamy wartosciowanie:
(wo, Wiy ooy Wi—1, My Wi41, - - )

Jesli ¢ jest termem sygnatury o, a (M, Alo]) struktura relacyjng sygnatury o
oraz w = (w;) jest warto§ciowaniem zmiennych w M, to wartos¢ termu t w struk-
turze (M, \[o]) przy wartosciowaniu w, oznaczana przez AXt(t) okreslona jest
indukcyjnie:

1. gdy t jest zmienng z;, to AT (t) = wy;

2. gdy t jest stata ay, to AT(t) = A(a);

3. gdy t jest termem ztozonym postaci f;” (t1, ... tn,), gdzie t1,... ty; sa

termami, to AN (t) = A(f]7) (AN (t), .- -, A?,(tnj)).

Mozna pokazaé, ze wartos$¢ termu przy danym wartoSciowaniu zmiennych za-
lezy jedynie od wartosci nadanych przy tym warto§ciowaniu zmiennym wystgpu-
jacym w rozwazanym termie.

Niech 9t = (M, A[o]) bedzie struktura relacyjna sygnatury o, w wartosciowa-
niem w M, a o formuta sygnatury o. Definicja relacji MM |=,, « spetniania formuty
o w strukturze N przez wartosciowanie w ma nastgpujaca postac indukcyjna:

L. M=y P (t1,. .., ty,) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi

A(sz)(AgT(tl)v R A?ﬁ(tm))a

2. My a A B wtedy i tylko wtedy, gdy O =, « oraz M =y, S;
3. M =y a VB wtedy i tylko wtedy, gdy I =y, o lub M =y, 5;

4. M =, a — B wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi 9 =, « lub zachodzi
Mm ':w B

5. M =, a = [ wtedy i tylko wtedy, gdy badz 9 =, o oraz M =, [, badz
nie zachodzi M |=,, « ani nie zachodzi M |=,, 5;
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6. M =, —a wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi MM =, «;
7. M £y Vr; a wtedy i tylko wtedy, gdy 90t ):w;n « dla kazdego m € M;
8. M =y Jz; o wedy i tylko weedy, gdy M =y o dla pewnego m € M.

Jesli M |, « dla kazdego wartoSciowania w, to méwimy, ze formuta « jest
prawdziwa w 9 i piszemy wtedy 9 = «a. Piszemy DM}~a, gdy nie zachodzi
M = a. Mowimy, ze formuta « jest fatszywa w O, gdy nie jest ona prawdziwa w
.

Prawem (lautologiq) FOL (sygnatury o) nazywamy kazda formulg (sygnatury
0), ktéra jest prawdziwa we wszystkich strukturach relacyjnych (sygnatury o).

Jesli M = « dla wszystkich « ze zbioru X, to méwimy, ze 9 jest modelem X
i piszemy O = X. Méwimy, ze o wynika logicznie z X wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy model zbioru X jest tez modelem {a}. Piszemy wtedy X =y, a. Ogélniej,
moéwimy, ze ze zbioru X wynika logicznie (na gruncie FOL) zbiér Y wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy model zbioru X jest tez modelem zbioru Y. Piszemy wtedy
X Eto Y. Jesli nie zachodzi X =y Y, to piszemy X ¥y Y. Podobnie, jesli
nie zachodzi X =y, «, to piszemy X ¥ ¢, cv.

Mozna pokazaé, ze:

1. warto$¢ termu w ustalonej interpretacji zalezy tylko od warto§ciowan zmien-
nych wolnych tego termu;

2. spelnianie formuty w ustalonej interpretacji zalezy jedynie od wartoScio-
wan zmiennych wolnych tej formuty (w szczegdlnosci zatem zdania — for-
muly bez zmiennych wolnych — albo spetnione sa w danej interpretacji przez
wszystkie warto$ciowania, albo nie sa spetnione przez zadne wartoSciowa-
nie).

Definicje powyzszych poje¢ semantycznych pochodza od Alfreda Tarskiego.
Sa formalizacja klasycznego pojecia prawdy, wywodzacego si¢ od Arystotelesa.
Rozwaza sig réwniez inne propozycje definiowania prawdziwosci (koherencyjna,
pragmatyczna), ale dominujace jest przedstawione wyzej ujecie.

Warto moze przypomnieé, ze Tarski pokazat réwniez, iz nie jest mozliwe poda-
nie trafnej merytorycznie oraz poprawnej formalnie definicji pojecia prawdy dla je-
zykow etnicznych (jezyka naturalnego, potocznego). Kazdy jezyk etniczny zawiera
swoj wlasny metajezyk. Jest to konsekwencja uniwersalnosci jezykéw etnicznych:
w kazdym z nich mozna méwié¢ o nich samych (w kazdym takim jezyku mozna
méwié o jego wyrazeniach). Ma to jednak réwniez i t¢ konsekwencje, ze w jezyku
etnicznym sformutowaé mozna antynomie ktamcy, co — jak wiasnie wykazat Tar-
ski — blokuje mozliwos$¢ podania dla takiego jezyka definicji prawdy spetniajace;j
wymogi merytorycznej trafnosci i formalnej poprawnosci.
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23

Operacje konsekwencji

Wspoétczesnie rozwaza si¢ wiele réznych operacji konsekwencji w jezyku FOL. Do
najbardziej popularnych naleza:

1.
2.

3.
4.

5

konsekwencje aksjomatyczne (w stylu Hilberta)

konsekwencje bazujace na dedukcji naturalnej (w stylu Gentzena lub Jas-
kowskiego)

konsekwencje bazujace na tablicach analitycznych (w stylu Smullyana)
konsekwencje bazujace na rezolucji (wraz z procedurami unifikacji)

. konsekwencje bazujace na rachunkach sekwentow Gentzena.

Wszystkie wymienione operacje konsekwencji sa rownowazne, w tym sensie,
Ze wyznaczone przez nie zbiory tez pokrywaja sig. W zaleznosci od celu, stosuje
si¢ w praktyce te lub inng operacj¢ konsekwencji. Niektére zalecaja si¢ szczegdlnie
ze wzgledoéw dydaktycznych (jak np. dedukcja naturalna), inne maja pozyteczne
zastosowania w automatycznym dowodzeniu twierdzen (jak np. rezolucja lub ta-
blice analityczne).

Dla przyktadu, podamy (bardzo tradycyjna) konsekwencj¢ aksjomatyczna dla
FOL. Niech a, 3 1 v bgda dowolnymi formutami jezyka FOL. Schematami aksjo-
matow dla FOL sa wszystkie formuty nastepujacej postaci:

o (Al (a—=pB) = ((6—=7) = (@=7))

e (A2) (a — (a—p)) = (a—P)

e (A3)a— (f— «)

o (A (aNp) =«

o (AS) (@A B) =
e (A6) (= ) = (=) = (@ = (BA7)))

e (A7) a— (aVp)

e (AB) B — (aVp)

e (A9) (a—B) = ((v—=B) = ((aVvy) = B))
e (A10) (a=p8) = (a— B)
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e Al) (a=p) = (B — )

e (A12) (a = ) = ((B = ) = (a=p))

o (A13) (=3 = ~a) = (a — B)

o (Al4)Vx, a — S(t, zy, ), oile t jest podstawialny za x,, w «

e (A15) S(t,zp, ) — Jz, , 0 ile ¢ jest podstawialny za x,, w «

e (A16) VY, (o = B) — (o = Vz, ), 0 ile x,, nie jest wolna w «

e (A17)Vx, (a = B) = (Fz,, a — ), o ile z, nie jest wolna w [3.

Mozna sprawdziC, ze wszystkie te schematy sa tautologiczne — sa prawami
FOL.

Podobnie jak aksjomaty, réwniez reguty wnioskowania dobiera¢ mozna na r6z-
norakie sposoby. W tym wyktadzie przyjmiemy, ze regutami pierwotnymi (aksjo-
matycznego ujecia) FOL sa:

Reguta odrywania:

(RO) w
s
Reguta generalizacji:
RG .
(RG) Va, a

Zauwazmy, ze szczegélnymi przypadkami schematéw (A14) oraz (A15) sa,
odpowiednio:

o (Al4)Vz, a — «

o (A15") o — dx,, .

Jest tak oczywiscie dlatego, ze dowolna zmienna x,, jest podstawialna sama za
siebie w dowolnej formule.
Moéwimy, ze:

e Formuta « jest fezq FOL wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skoiczony ciag
formut (81, ..., (), ktérego ostatnim elementem jest formuta « (tj. « jest
formuta f3,,), a kazdy z elementéw tego ciagu jest albo aksjomatem opartym
na ktéryms ze schematéw (A1)—(A17), albo powstaje ze wczesniejszych wy-
razow tego ciagu jako wniosek reguty odrywania badzZ reguly generalizacji.
Kazdy taki ciag (f1, . . ., 8,) nazywamy dowodem formuty .
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e Formuta « jest wyprowadzalna w FOL ze zbioru formut X wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje skoficzony ciag formut (f,. .., B,), ktérego ostatnim
elementem jest formuta « (tj. « jest formuta 3,,), a kazdy z elementéw tego
ciagu jest albo elementem zbioru X, albo aksjomatem opartym na ktéryms
ze schematéw (A1)—(A17), albo powstaje ze wczesniejszych wyrazéw tego
ciagu jako wniosek reguty odrywania badz reguty generalizacji. Jesli « jest
wyprowadzalna z X, to piszemy X Fr, «. W przeciwnym przypadku pi-
szemy X ¥ o .

e 7Zbiér formut Y jest wyprowadzalny ze zbioru formut X wtedy i tylko wtedy,
gdy X . « dlakazdej formuty o ze zbioru Y. Jesli Y jest wyprowadzalny
z X, to piszemy X ¢y Y. W przeciwnym przypadku piszemy X ¥ ¢y Y.

e Regula R jest wyprowadzalna (wtérna) w FOL, jesli X+, a dla kazdego
sekwentu (X, ) nalezacego do R.

Operacja C'y, konsekwencji aksjomatycznej w FOL jest zdefiniowana nastepu-
jaco dla dowolnego zbioru formut X jezyka FOL:

Cro(X) ={a: X by a}.

Tak zdefiniowana operacja C'y, spetnia warunki z definicji ogdlnej operacji kon-
sekwencji.
Nastepujace reguty sa wyprowadzalne w FOL:

e (R14)
Vo, o
S(t, xn,a)’
o ile term ¢ jest podstawialny za x, w a.
e (R15)
S(t, xn, @)
Jx, a

o ile term ¢ jest podstawialny za x, w a.

e (R16)
Va, (o — f)

a— VY, B

)

o ile z,, nie jest wolna w a.
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(R17)
Va, (o — f)

Jr,a— B

o ile x,, nie jest wolna w (5.

e Reguta opuszczania kwantyfikatora generalnego ROV:

a — Vx, B
a—fB

e Reguta opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego RO4:

dz, a —
a— B

e Reguta dotaczania kwantyfikatora generalnego RDV:

a8
a — vV, B’

o ile =, nie jest wolna w a.

e Reguta dotaczania kwantyfikatora egzystencjalnego RD3:

a8
Az, a — B’

o ile x,, nie jest wolna w f3.

Mozna pokazaé, ze formula « jest wyprowadzalna ze zbioru X wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje skoriczony ciag formut (51, .. ., 5,), ktérego ostatnim elemen-
tem jest formuta « (tj. « jest formula 5,,), a kazdy z elementéw tego ciagu jest
albo elementem zbioru X, albo teza FOL, albo powstaje ze wczesniejszych wy-
razéw tego ciagu jako wniosek reguty odrywania badZ reguly generalizacji badz
jakiejkolwiek reguty wyprowadzalnej w FOL.

Zauwazmy, ze z kazdej tezy klasycznego rachunku zdafi mozna otrzymac tezg
FOL, poprzez konsekwentne zastapienie zmiennych zdaniowych dowolnymi for-
mutami jezyka FOL. Czasami méwi si¢ krétko, choc nie catkiem precyzyjnie (gdyz
méwimy o tezach w réznych jezykach), ze kazda teza klasycznego rachunku zdan
jest takze teza FOL.

Nastgpujace formuty sa tezami FOL, dla dowolnych formut « oraz § (stosu-
jemy tu zwyczajowa konwencj¢ — piszemy np. x, y, z zamiast Ty, Ty, Tk, itp.
gdy nie prowadzi to do nieporozumiefi; zapis «(x/t) oznacza wynik podstawienia
termu ¢ za zmienng x w formule «):
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AN

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.
22.
23.

.V a— .

Vz a — a(x/t), oile term ¢ jest podstawialny za x w cv.
a — Jz a.

a(z/t) — Jx a, o ile term t jest podstawialny za z w av.
Ve a — Jx .

Vzr a = Vy a(x/y), o ile zmienna y nie jest wolna w « oraz y jest podsta-
wialna za zmienng x W «.

Jr o = Jy a(x/y), o ile zmienna y nie jest wolna w « oraz y jest podsta-
wialna za zmienng x W «.

. Vx a = a, o ile « nie zawiera x jako zmiennej wolne;j.

. dxr a = @, o ile « nie zawiera x jako zmiennej wolne;j.

VaVy a = VyVe a.

drdy o = dydz a.

JaVy a — Vy3dx a.

VzVy a — Vo a(x/y), o ile  jest podstawialna za y w av.
Jz a(x/y) — Iy «, o ile x jest podstawialna za y w a.
—Vr a = 3z -a.

—Jdr a = Vr a.

Vo o = -3z —a.

dr a = =Vx —a.

(Va (o — B) ANa) = B.

(Vz (a = B) Na(x/t)) — B(x/t), oile t jest podstawialny za x do v i do
B.

Ve (a — B) = (Vz o — fB).
Ve (o — ) = (Vz a — Yz §).
(Vx (o = B) Aa) = Tz S.
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31. dx

24. Vz (a = B) = (o — Fz B).

25. Yz (o« — B) = (Fr o — Jz B).

26. Vz (o — f) = (3 a — B), o ile z nie jest wolna w [3.
27. Vz (o« — B) = (o — Yz f3), o ile x nie jest wolna w .
28. 3z (a — B) = (Vx a — B), o/ile x nie jest wolna w 3.
29. 3z (o« — B) = (o — Tz B), o ile x nie jest wolna w a.
30. Vz (e A B) = (Vo a AVz B).

(

aVp) =3z aV Iz p).

32. (VxaVVe ) — (VxaVVep).

33. dz (a A ) = (Fx a Az B).

34. Vx (a A B) = (Vz o A ), o ile x nie jest wolna w (3.
35. Vz (e A B) = (e AVzx ), o ile z nie jest wolna w av.
36. Vz (aV ) = (Vx aV (), oile x nie jest wolna w 3.
37. Vz (aV B) = (aV Vz ), oile x nie jest wolna w c.
38. 3z (a A B) = (Fx a A B), o ile x nie jest wolna w 3.
39. 3z (a A B) = (e A Jz B), o ile z nie jest wolna w av.
40. 3z (aV B) = (3z a Vv B), o ile z nie jest wolna w [3.
41. Jz (aV p) = (aV Jz B), o ile z nie jest wolna w av.
42. Vx (a = B) = (Vx (o = B) AVx (8 — «)).

43. Yz (a = f) = (Vo a =Vz B).

4. Vr (a = p) —» (3x a = Jzx §).

Podamy, dla przyktadu, dowdd jednej z tez. Stosujemy przy tym zwykle uzy-
wana konwencj¢: kroki dowodowe sa numerowane z lewej strony, komentarze
wskazujace, jak powstaje dany krok dowodowy podane sa z prawej strony. Ko-
mentarz o postaci: (An) «/ oznacza, ze w schemacie aksjomatéw o numerze n
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piszemy formute S w miejsce wystepujacej w nim formuly a.. Warto moze pamig-
tac, ze kazdy dowdd ma takze strukture drzewa, w ktérego korzeniu znajduje si¢
dowodzona formuta, ktérego liscie sa aksjomatami, a pozostate wierzchotki odpo-
wiadaja krokom dowodowym.

DowOD TEZY 5.Vz o — dx a.

1. Vzia—« (A14%)

2. a— Iz« (A15%)

3. Mra—a)— (a—=3Ira)— (Vea—Iza)) Al)ra/Vza,
Bla, /3 a

4. (a—Jra)— (Vra— Iz a) RO: 3, 1

5. Vea— dr o RO: 4, 2.

Dowody w aksjomatycznym ujeciu FOL moga by¢ klopotliwe dla oséb bez
nalezytej wprawy (od jakich aksjomatéw zacza¢ dowdd?). Utatwieniem jest m.in.
mozliwos¢ korzystania z twierdzenia o dedukcji w wersji syntaktycznej (patrz ni-
7€j).

2.4 Kilka wlasnoSci

Mowimy, ze zbidr formul X jest (syntaktycznie) niesprzeczny wtedy i tylko wtedy,
gdy nie istnieje formuta « taka, ze X k¢, « oraz X 5, —a. W przeciwnym
przypadku méwimy, ze X jest (syntaktycznie) sprzeczny.

Inna wazna wlasnoScig metalogiczng jest zupetno$¢. Méwimy, ze zbiér formut
jezyka FOL (o sygnaturze o) jest zupetny (ze wzgledu na tg sygnaturg) wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego zdania e (w jezyku sygnatury o) badZ « jest elemen-
tem C'ypy(X), badZ - jest elementem C'ro;(X).

Punkty state operacji C'y,;, czyli takie zbiory X formut, dlaktérych Crq(X) =
X nazywamy teoriami lub systemami dedukcyjnymi.

Do najwazniejszych metatwierdzeri dotyczacych aksjomatycznego (w stylu Hil-
berta) ujecia FOL nalezq m.in.:

1. Lemat Lindenbauma. Jesli X jest zbiorem niesprzecznym, to istnieje nie-
sprzeczna i zupelna teoria Y taka, ze X C Y.

2. Twierdzenie o petnosci. Formula « jest wyprowadzalna ze zbioru formut X
wtedy i tylko wtedy, gdy o wynika logicznie z X. W szczegdlnosci, tezy
FOL pokrywaja si¢ z tautologiami FOL.

3. Twierdzenie o istnieniu modelu. Zbiér formut jest niesprzeczny wtedy i tylko
wtedy, gdy ma model.
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10.

11.

. Twierdzenie o zwartosci (w wersji semantycznej). Zbiér formut X ma mo-

del wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego skoficzony podzbiér ma model. Tak
wigc, X nie ma modelu doktadnie wtedy, gdy co najmniej jeden jego skon-
czony podzbidr nie ma modelu.

. Twierdzenie o niesprzecznosci. Zbior wszystkich tez FOL jest niesprzeczny.

. Twierdzenie Lowenheima-Skolema. Je§li X jest niesprzecznym zbiorem for-

mul, to X ma model przeliczalny (czyli o uniwersum réwnolicznym ze zbio-
rem wszystkich liczb naturalnych).

. Twierdzenie o dedukcji wprost (wersja syntaktyczna). Dla dowolnego zbioru

formut X oraz formut «v i S, przy zatozeniu, ze « jest zdaniem (formuta bez
zmiennych wolnych) jezyka FOL zachodzi nastgpujaca réwnowaznosc:

o X U{a} Fsu B wtedy i tylko wtedy, gdy X ko a0 — .

. Twierdzenie o dedukcji nie wprost (wersja syntaktyczna). Dla dowolnego

zbioru formut X oraz formutly a, przy zalozeniu, ze « jest zdaniem (formuta
bez zmiennych wolnych) jezyka FOL zachodza nastgpujace réwnowaznosci:

o (1) X Fyy —a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta 3 taka, ze
X U{a} Fra {8, -8}

o (2) X Fyy o wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta 3 taka, ze
X U{~a} o {8, -8}

. Twierdzenie o dedukcji wprost (wersja semantyczna). Dla dowolnego zbioru

formut X oraz formut « i 8 zachodzi nastgpujaca réwnowaznos¢:
X U{a} E=yq B wtedy i tylko wtedy, gdy X o oo — .

Twierdzenie o dedukcji nie wprost (wersja semantyczna). Dla dowolnego
zbioru formut X oraz formut « i 5 zachodza nastgpujace réwnowaznosci:

o (a) X U{a} [=fa {8, 0} wtedy i tylko wtedy, gdy X =y 0.
o (b) X U{—a} [=fa {8, 0} wtedy i tylko wtedy, gdy X =4 a.

Twierdzenie Churcha. Zbiér wszystkich praw FOL nie jest rozstrzygalny.

22



Podreczniki podaja dziesiatki dalszych twierdzen, ustalajacych wiasnosci FOL
— nie wymieniamy ich tutaj, gdyz w wielu przypadkach dla ich sformutowania po-
trzeba najpierw wprowadzi¢ szereg dodatkowych pojeé. Zainteresowani stuchacze
zechca zwrdécei¢ uwage np. na twierdzenia: Herbranda, Betha, Craiga, twierdzenie o
prefiksowych postaciach normalnych, twierdzenie o neutralnosci logiki wobec sta-
tych indywiduowych, predykatéw oraz symboli funkcyjnych — kazde z nich wyraza
fundamentalne wtasnosci FOL.

Niektdre zestawy powyzszych wtasnosci charakteryzuja jednoznacznie logike
FOL, w tym sensie, ze jest ona maksymalng logika o tychze wlasnosciach. Dla
przyktadu, I twierdzenie Lindstroma ustala, ze kazda logika, ktéra ma wiasnosé
zwartoSci 1 w ktérej zachodzi twierdzenie Lowenheima-Skolema jest rownowazna
z FOL. Trzeba oczywiscie nadaé tu precyzyjny sens takim terminom jak réwno-
waznos¢ logik (i kilku innym). Powiemy o tym wigcej na trzecim wykladzie.

2.5 Teorie elementarne

W jezyku FOL formulowa¢ mozna tzw. teorie elementarne. Gdy wyréznimy pe-
wien zbidr statych pozalogicznych (predykatéw, symboli funkcyjnych, statych in-
dywidualnych) S oraz zbiér Ax zdan, zwanych aksjomatami rozwazanej teorii ele-
mentarnej 7, to sama formalna definicja 7" jest nastgpujaca.

Teoriq elementarng w jezyku FOL o sygnaturze S oraz zbiorze aksjomatow Az
nazywamy zbidr wszystkich formut wyprowadzalnych na gruncie FOL ze zbioru
aksjomatow Azx. Tak wigc, T jest teorig elementarng, gdy

T={a:Azxtjsy a}.

Jesli T jest teorig elementarna, to C'¢, (1)) = T, co wynika wprost z powyz-
szej definicji. Przypomnijmy, ze w przypadku dowolnego operatora konsekwencji
C, teoriami (tego operatora) nazywamy jego punkty stale, tj. takie zbiory X, dla
ktorych X = C'(X).

Dla przyktadu, waznymi teoriami elementarnymi s3:

1. teoria mnogosSci Zermelo-Fraenkla (z aksjomatem wyboru) ZFC
2. arytmetyka Peana PA

3. teoria algebr Boole’a

teoria grup

teoria gestych liniowych porzadkéw bez elementu pierwszego i ostatniego

A

geometria elementarna.
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2.5.1 Teoria mnogosSci Zermelo-Fraenkla

Jest to teoria w jezyku FOL z identycznoScia. Jedyna stata pozalogiczna tej teorii
jest dwuargumentowy predykat €. Formule x € y czytamy: z jest elementem .
AKSJOMATY TEORII MNOGOSCI ZF.

Aksjomat ekstensjonalnosci:

VaVy (Vz (z €x=z€y) > x=y)

Ten aksjomat stwierdza, ze kazdy zbidr jest jednoznacznie wyznaczony po-
przez swoje elementy.

Aksjomat pary:

VaVy3zVu (u € z=u=xVu=y)

To aksjomat gwarantujacy istnienie pary nieuporzadkowane;.
Aksjomat sumy:

VedyVz (z €ey=TFu(z €uNu € x))

Aksjomat ten gwarantuje istnienie sumy dowolnej rodziny zbioréw.
Aksjomat zbioru potegowego:

VedyVz (z €y =Vu(u € z > u € x))

Na mocy tego aksjomatu, dla dowolnego zbioru istnieje zbiér ztozony doktad-
nie ze wszystkich jego podzbioréw.

Schemat wyrdzniania:

Vo Ves .. Vo,VyFu (u € z=u € y A p(u,x1,72,...,7,))
gdzie ¢ jest formutg jezyka teorii mnogoSci ZF taka, ze z nie jest zmienng wolng
W, zas X1, X2, . .., Ty Sa zmiennymi wolnymi formuty ¢ innymi niz w.

Schemat wyrézniania pozwala z elementéw danego wprzody zbioru utworzyé
jego podzbiodr, ztozony z tych elementéw, ktére maja jakas wtasnos¢, wyrazalng w
jezyku (pierwszego rzedu) teorii mnogosci.

Mamy tu do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale wtasnie ze schematem
nieskoniczenie wielu aksjomatéw.

Aksjomat nieskoriczonosci:

Ty yeaxn-Tz(zey)AVy(yex—=>Vz(Vu (u€z=u=y)—
z € 7))

Ten aksjomat stwierdza istnienie (co najmniej jednego) zbioru nieskoriczonego.
Uwaga: to jedyny aksjomat egzystencjalny w tej teorii mnogosci.

Schemat zastgpowania:

Vu(VaVyVz (x € u A p(z,y) A p(z,2) = y = 2z) - JuwVo (v € w =
dz (z € u N p(z,v))))

Schemat ten gwarantuje, intuicyjnie méwiac, ze obraz dowolnego zbioru wzgle-
dem jakiejkolwiek funkcji (opisywalnej formula jezyka teorii mnogosci) takze jest
zbiorem.
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Tu réwniez mamy do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale ze schematem
nieskoniczenie wielu aksjomatéw.
Aksjomat ufundowania:

Ve(Fu (v € x) - Jy(ly ez AVz (2 €y = -z € 1))

Aksjomat ufundowania wyklucza istnienie nieskoficzonych &-zstepujacych cia-
g6w zbiordéw, tj. takich ciagéw (z1, z2, 3, T4, . . .), Z€:

X9 € X1, T3 € T9, T4 € T3,...

Gdy do tego systemu dotaczy¢ Aksjomat wyboru:

Ve(Vy (yex =3Iz (z€y) AVyVu (yexzAuecxr —»y=uV - (ve
yANveu))) - JwMVMy(yer —3Iz(zeyhzew AV (veEyAv ew —
v =2)))))
to otrzymamy system teorii mnogosci nazywany ZFC.

Uwaga. Do aksjomatyki teorii ZF naleza takze aksjomaty dla identycznosci:

o Vz (z=ux)

VaVy (x =y — y = x)

VeVyVz (x =y Ay =2z — x = 2)

VaVyVz (x =y Az €z =y € 2))

VeVyVz (x =y ANz €x — z € y)).

Uwaga. Uzywane tu (np. w schematach wyrézniania i zastgpowania) terminy: nie-
skoriczony 1 przeliczalny naleza do metajezyka.

Fundamentalne znaczenie teorii mnogosci dla wspéiczesnej matematyki po-
lega m.in. na tym, ze wszystkie konstrukcje matematyczne wyrazié mozna za po-
mocg pojecia zbioru oraz relacji nalezenia elementu do zbioru.

% 3k 3k

Oczywistym wymogiem, ktéremu sprosta¢ powinna teoria jest jej niesprzecz-
nos¢. Teorie sprzeczne nie sa interesujace (z formalnego punktu widzenia), gdyz
wszystko (kazda formuta jezyka FOL) daje si¢ w nich udowodni¢. Na mocy twier-
dzenia o petnosci, teoria jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy ma model.
Jednak czysto syntaktyczne dowody niesprzecznosci teorii sa, w ogdélnosci, trudne
do uzyskania. Stosuje si¢ w nich np. takie techniki, jak: metoda interpretacji syn-
taktycznej, metoda relatywizacji kwantyfikatoréw. Odnotujmy kilka faktéw doty-
czacych niesprzecznosci:
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1. Zbiér X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér Cq;(X) jest nie-
sprzeczny.

2. Podzbidr zbioru niesprzecznego jest niesprzeczny. Nadzbidr zbioru sprzecz-
nego jest sprzeczny.

3. Zbidér X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuta « taka,
ze o nie jest elementem zbioru Cro(X).

4. Zbior X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego skonczony
podzbidr jest niesprzeczny. W konsekwencji, zbiér X jest sprzeczny wtedy i
tylko wtedy, gdy co najmniej jeden jego skoniczony podzbidr jest sprzeczny.
[To takze jedna z postaci twierdzenia o zwartoSci.]

5. Jezeli (X1, Xa, X3, ...) jest nieskoficzonym ciagiem niesprzecznych zbio-
réw formut oraz
XiCcXoCX3C...,

to zbior J X; jest niesprzeczny.
i
6. Jesli « jest zdaniem (nie zawiera zmiennych wolnych) oraz —« nie nalezy
do zbioru Cfq(X), to zbiér X U {a} jest niesprzeczny.

Gdy X jest zbiorem aksjomatéw jakiejS teorii 7' (w jezyku o okreSlonej sygna-
turze), a a zdaniem (tego jezyka) takim, ze ani «, ani -« nie nalezy do Cq (X )s
to méwimy, ze « jest zdaniem nierozstrzygalnym na gruncie aksjomatéw X (lub:
w teorii T'). Jedli teoria jest zupelna, to nie istnieja w niej zdania nierozstrzygalne.
Oznacza to, ze w teorii zupelnej kazdy problem sformutowany w jej jezyku znaj-
duje rozstrzygnigcie na gruncie tej teorii.

Wigkszos$¢ waznych, interesujacych teorii matematycznych to teorie, ktére nie
sg zupetne. Nalezy przy tym pamigtaé, ze nie zawsze zupetnos¢ jest pozadang wia-
snoscia teorii: dla przyktadu teoria algebr Boole’a (niezupetna) zostata zbudowana
z myS$la o wielu bardzo réznych interpretacjach. Zupetnos¢ jest natomiast wtasno-
Scia pozadana, gdy budujemy teori¢ z mysla o jakiejs jednej, ustalonej interpretacji
(jak np. w przypadku arytmetyki Peana). Jednak wtasnie w przypadku arytmetyki
Peana (oraz, ogdlniej, w przypadku wszelkich teorii zawierajacych stosowna czgs$é
tej arytmetyki) mamy do czynienia z brakiem zupetnosci.

Teoria zupelna jest natomiast wymieniona powyzej elementarna teoria linio-
wego gestego porzadku bez elementu pierwszego i ostatniego. Fakt ten moze zo-
staé udowodniony przy pomocy techniki zwanej eliminacjq kwantyfikatorow. Oto
kilka faktéw dotyczacych pojecia zupetnosci (pomijamy wszedzie okreSlenie: ,,ze
wzgledu na dany jezyk”):
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1. Zbiér X jest zupetny wtedy i tylko wtedy, gdy C'o(X) jest zupetny.

2. Zbiér X jest zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej formuly « nie
nalezacej do C'y, (X)) zbiér X U {a} jest sprzeczny.

2.6 Pozytki z FOL

Wymogiem, ktéry stawia si¢ wspolczesnym teoriom matematycznym jest przed-
stawienie ich w postaci aksjomatycznej. Kazda teoria matematyczna ma pewien
zestaw poje pierwotnych, charakteryzowanych przez aksjomaty. Pamigtamy, ze
teorie, ktére formutujemy w jezyku FOL nazywamy elementarnymi. Tak si¢ akurat
obecnie sktada, ze bodaj wszystkie rozwazania matematyczne mozna w ostatecz-
nym rozrachunku sprowadzi¢ do teorii mnogosci. Najczgsciej uzywana jest teoria
mnogosci Zermelo-Fraenkla (z aksjomatem wyboru), ktéra jest teorig elementarna.
Tak wiec, pierwszy pozytek z FOL jest wyraZznie widoczny: mozna w jej jezyku
sformutowac teori¢ mnogosci, ktéra z kolei stanowi podstawe dla prawie wszyst-
kich rozwazaih matematycznych.

Dalej, FOL ma wiele wtasnosci, ktére uwazamy za ,,porzadne” wilasnosci lo-
giczne, jest bardzo zgrabnym systemem logicznym pod wzgledem dedukcyjnym.
Stanowi to powazny argument na rzecz tzw. tezy pierwszego rzedu, ktéra gtosi, iz
to wtasnie FOL jest wtasciwq logika — the logic. Istnieja tez argumenty przeciw tej
tezie — o niektérych ograniczeniach FOL piszemy nize;.

FOL jest powszechnie uzywanym standardem, jesli chodzi o logiczne rekon-
strukcje teorii naukowych, w tym takze teorii lingwistycznych, ktérymi moze naj-
bardziej zainteresowani sa stuchacze tego cyklu wyktadéw. Ponadto — a jest to bar-
dzo wazki argument — we wszelkich rozwazaniach metateoretycznych, a wigc gdy
méwimy o teoriach, uzywamy przy tym FOL, raczej niz jakiej$ logiki nieklasycz-
nej. Tak wigc, FOL kréluje w rozwazaniach prowadzonych w ogélnej metodologii
nauk, ktoérej po§wigcony bedzie ostatni z wyktadéw tego kursu.

2.7 Ograniczenia FOL

Jednym z waznych ograniczenn FOL jest nikczemnie mata — jak na potrzeby np.
matematyki — ,,moc wyrazania” jej jezyka. W samym jezyku FOL (nie méwimy tu
o jezykach teorii formutowanych w jezyku FOL) nie mozna wyrazi¢ wielu pojec,
ktére sa podstawowe dla uprawiania matematyki. Dla przyktadu:

1. Pojecie nieskoriczonosci. Przypominamy, ze zbidr jest nieskoriczony (w sen-
sie Dedekinda), gdy jest réwnoliczny z jakim§ swoim podzbiorem wtasci-
wym. W przeciwnym razie jest skoriczony. Pojecia nieskoficzonosci (a wigc
takze pojecia skoriczono$ci) nie mozna zatem wyrazi¢ w jezyku FOL, gdyz
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w jezyku tym mozemy kwantyfikowaé jedynie zmienne indywiduowe, a nie
symbole funkcyjne (ani tez predykaty).

2. Pojecie ciqgtosci. Kazdy zbiér liczb rzeczywistych, ktéry ma ograniczenie
gbérne, ma tez kres gorny (czyli najmniejsze ograniczenie gérne). Rowniez
tego faktu nie mozna wyrazi¢ w jezyku FOL, gdyz mowa w nim o dowol-
nych zbiorach, a w jezyku FOL mozemy kwantyfikowa¢ jedynie zmienne
indywiduowe.

Matematycy badaja struktury ,,z doktadnosScia do izomorfizmu”. Bez przyta-
czania precyzyjnych definicji mozna powiedzieé, ze istotna jest tu wewnetrzna bu-
dowa rozwazanych struktur, cala sie¢ powigzan miedzy elementami uniwersum.
Tak wigc, dla matematyka nieodréznialne (izomorficzne) sa struktury o ,,takiej sa-
mej” wewnetrznej budowie, niezaleznie od natury elementéw uniwersum. Struk-
tury izomorficzne musza mie¢ réwnoliczne uniwersa.

Jesli wszystkie modele danej teorii sa izomorficzne, to méwimy, ze teoria jest
kategoryczna. Ta wlasnos¢ jest jednak zbyt rygorystyczna — nie ma interesujacych
teorii (w jezyku FOL), ktére bylyby kategoryczne. Nieco ciekawsza jest wtasnos¢
zZwigzana z moca uniwersum rozwazanej teorii. MOwimy mianowicie, ze teoria T’
jest kategoryczna w mocy k, gdzie k jest (nieskoniczona) liczbg kardynalna, gdy
wszystkie modele teorii 7', ktérych uniwersa maja moc x sa izomorficzne. Katego-
ryczno$¢ w ustalonej mocy oznacza zatem, ze wszystkie modele tej mocy branej
pod uwagg teorii sg strukturalnie nieodréznialne, sg ,,tak samo zbudowane”.

Przyktadem teorii kategorycznej w mocy Ny jest podana powyzej elementarna
teoria liniowego gestego porzadku bez elementu pierwszego i ostatniego. Nie jest
natomiast kategoryczna w mocy N arytmetyka Peana. A zatem aksjomaty tej aryt-
metyki nie charakteryzuja doktadnie jednej (z doktadnoscia do izomorfizmu) struk-
tury.

Poréwnuje si¢ jednak réwniez modele pod wzgledem semantycznym, ze wzgle-
du na to, co prawdziwie mozna o nich powiedzie¢ w jezyku ustalonej teorii. Tak
wiec, modele elementarnie rownowazne danej teorii to te, w ktérych prawdziwe sa
doktadnie te same zdania (jezyka owej teorii). Teoria 1" jest zupetna, jesli wszyst-
kie jej modele sa elementarnie rownowazne, czyli nieodréznialne pod wzgledem
semantycznym. Ta definicja zupetnosci zgodna jest z podang poprzednio. Jesli dwa
modele sa izomorficzne, to sa tez elementarnie rOwnowazne, ale nie na odwrot.

Poniewaz wigkszo§¢ waznych, interesujacych teorii matematycznych nie jest
zupelna, wigc nie posiadaja one tez jakiego§ wyrdznionego jednego ,,z doktadno-
Scig do elementarnej réwnowaznoSci” modelu. Dla przyktadu, arytmetyka Peana
ma kontinuum przeliczalnych, wzajemnie elementarnie nieréwnowaznych modeli.

Z pewnego twierdzenia udowodnionego przez Alfreda Tarskiego (tzw. gérnego
twierdzenia Lowenheima-Skolema) wynika, ze jesli teoria w jezyku FOL jest nie-
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sprzeczna (i nie ma modeli skoficzonych), to ma modele dowolnych mocy. Widaé
zatem, ze jezyk FOL nie nadaje si¢ do odrozniania modeli teorii niesprzecznych,
ktére interesuje matematykow, czyli do odrézniania ,,z doktadnos$cia do izomorfi-
zmu”.

W wielu zastosowaniach filozoficznych — np. w analizie przekonari i wiedzy,
podstawowych dla epistemologii — musimy wyj$¢ poza logike klasyczna. Takie
funktory jak np.: jest konieczne, jest mozliwe, jest nakazane, jest dozwolone, wie-
rze, Ze, wiem, Ze oraz wiele innych sa wszystkie intensjonalne — ustalenie prawdzi-
wosci zdan zawierajacych te wyrazenia wymaga uwzglednienia czego$ wigcej niz
tylko wartoSci logiczne zdan opatrzonych tymi funktorami. Powiemy o tym wigcej
na nastgpnym wyktadzie.

Wreszcie, FOL ma takze ograniczenia, jesli chodzi o jej aplikacje lingwistyczne.
Niewatpliwie, jaka$ czg¢§¢ rozumowan przeprowadzanych w jezykach etnicznych
daje si¢ dobrze reprezentowa¢ w jezyku FOL. Z pewnoscia FOL bardziej precy-
zyjnie oddaje ,,strukturg logiczng” wielu konstrukcji w jezykach etnicznych niz
tradycyjna sylogistyka Arystotelesa. Niemniej jednak poglad, ze FOL w ostatecz-
nym rozrachunku wystarcza do reprezentacji owej struktury jezykéw etnicznych
wydaje si¢ watpliwy.

Czy ,,przeklady” z jezyka FOL na jezyki etniczne (oraz na odwrét) sa moz-
liwe? A jesli niemozliwe sa wierne, ,,globalne” przektady, to jaka cze$¢ jezyka
etnicznego ma swoj przeklad na jezyk FOL? Ponizej ograniczymy si¢ tylko do
bardzo ogdlnych uwag dotyczacych zalezno$ci migdzy jezykiem FOL a jezykami
etnicznymi. Beda to przy tym uwagi raczej dogmatyczne.

Jezyki etniczne sa uniwersalnymi systemami semiotycznymi. Wszystko, co
daje si¢ wyrazié, jest wyrazalne w jezykach etnicznych. Pomijajac niuanse gra-
matyczne oraz zasoby stownikowe (ktére zawsze mozna uzupetniac), wszystkie
jezyki etniczne sa zasadniczo réwnowazne, jesli chodzi o tresci w nich wyrazalne.

Jezyk klasycznego rachunku zdar jest tworem o wiele mtodszym niz poszcze-
gblne jezyki etniczne — liczy sobie zaledwie dwa i pét tysiaca lat. Z kolei, jezyk
FOL (klasycznego rachunku predykatdw, klasycznego rachunku kwantyfikatoréw)
liczy sobie niewiele wigcej niz sto lat. Inspiracje do zbudowania jezyka FOL byty
po czesci logiczne, po czgsSci matematyczne.

Czasami podkresla si¢ fakt, ze formalizacja klasycznego pojecia prawdy (po-
dana przez Tarskiego, w terminach relacji spetniania omowionej wyzej) nie jest
adekwatna np. dla zdan z r6znego rodzaju modalnoSciami (aletycznymi, deontycz-
nymi, epistemicznymi, itd.). Tak oczywiscie jest, nalezy jednak zwrécié uwage, ze
dla kazdej z odpowiednich logik nieklasycznych (np. modalnych) formutuje si¢ do-
brze okreslone pojecie spetniania i prawdy. Przy tym, w metajezyku opisu korzysta
si¢ z teorii mnogosci, a wigc takze z FOL. Podobne uwagi mozna sformutowac pod
adresem innych logik: np. wielowartoSciowych, temporalnych, itd.
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Zwraca si¢ rOwniez uwage, ze wiele fenomenéw jezykow etnicznych (np. oka-
zjonalno$¢, wyrazenia abstrakcyjne wymagajace kwantyfikacji wyzszych rzgdéw,
elipsa, metafory, idiomy, presupozycje, implikatury, performatywy, konstrukcje in-
tensjonalne w ogdlnosci, akty mowy, mowa zalezna, itd.) wymyka si¢ opisowi
z bezposrednim zastosowaniem semantyki FOL. Takze w tych przypadkach, sto-
sowne ujecia metalogiczne korzystaja jednak, w ostatecznym rozrachunku, z teorii
mnogosci oraz FOL.

Wreszcie, podkresla si¢ zasadnicza réznicg migdzy jezykami etnicznymi a jg-
zykami sztucznymi: w jezykach etnicznych nie wystepuja w sposéb wyrazny zmien-
ne (zdaniowe lub nazwowe). Ten fakt jednak nie przesadza, iz przektady z jezykéw
etnicznych na jezyki sztuczne (i na odwrdt), zachowujace wlasnoSci znaczeniowe,
sa niemozliwe. W istocie, istnieje wiele rozbudowanych systeméw formalnych, w
ktérych takie przektady si¢ proponuje.

Czyzby wigc, mimo wszystkich tych (i ewentualnie dalszych) zastrzezen, ist-
nienie globalnego ,przektadu” wszelkich wyrazefi dowolnego jezyka etnicznego
na jezyk FOL, z zachowaniem wszystkich wtasnosci semantycznych, bylo przesa-
dzone? Sadzimy, ze nie. Tylko wybrane rodzaje wyrazen (zdan) jezykow etnicz-
nych mozna ,,rozumnie” przektada¢ na jezyk FOL. Aby taki przeklad byt sen-
sowny, musza by¢ spelnione, m.in. nastgpujace warunki:

1. rozwazane wyrazenia muszg mie¢ porzadnie okreslone kategorie syntak-
tyczne (odpowiadajace predykatom, nazwom, funktorom réznych rodzajéw);

2. trzeba si¢ ograniczy¢ jedynie do funkcji informacyjnej (deskryptywnej) wy-
razen, pomijajac (pierwszorzgdowe w przypadku jezykow etnicznych) funk-
cje pragmatyczne, np. funkcje perswazyjna;

3. nalezy si¢ ograniczy¢ do wyrazen, a nie wypowiedzi, w przypadku tych dru-
gich istotng rolg odgrywaja ich konteksty, a to zmusza do wykroczenia poza
klasyczne (w terminach relacji spetniania dla FOL) rozumienie prawdziwo-
sci.

,»Przektady” w druga strong (tj. z jezyka FOL na jezyki etniczne) sa oczywiscie
o wiele latwiejsze. Jednak réwniez w tym przypadku napotykamy na pewne trud-
nosci (,,przektady” pewnych konstrukcji logicznych Zle ,,wspétzyja” gramatycznie,
jesli uzy¢ tej niejasnej metafory).

Tak wigc, dla przyktadu, nie sprawia najmniejszych trudnosci dokonanie ,,prze-
ktadu” z jezyka polskiego na jezyk FOL zdan ponizszej postaci, w ktdérych jest
jasne, co przetozy si¢ na predykat, co na nazwe, z jakimi rodzajami kwantyfikacji
mamy do czynienia, itd.:
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3.
4.

. Jan zdradzit Klaudig¢ z Cecylia.

. Z Kutna dokadkolwiek jest dalej niz z Paryza do najmniejszej wioski w Ja-

ponii.
Wszyscy mysla tylko o sobie, tylko ja mySle o mnie.

Kto $pi, nie grzeszy.

Podobnie, zaréwno jezykoznawca, jak i zwykly uzytkownik jezyka polskiego
tatwo znajdzie réznice znaczeniowe w podanych nizej parach wyrazen:

1. | Umart i dostat jakis order. Dostat jaki$ order i umart.

2. | Umarl bo dostat jaki$ order. Dostat jaki$ order bo umart.

3. | Umart wigc dostat jakis order. Dostat jaki$ order wigc umart.

4. | Umart chociaz dostat jakis$ order. Dostat jaki$ order chociaz umart.

5. | Umart gdy dostat jaki$ order. Dostat jaki$ order gdy umart.

6. | Umart mimo ze dostat jakis order. Dostat jaki§ order mimo ze umarl.

7. | Nie dos¢, ze umarl, to dostat jakis order. | Nie dos¢, ze dostat jaki$ order, to umart.

Drobnym problemem moze okaza¢ si¢ oddanie tych réznic znaczeniowych w
»przektadach” tych wyrazen na jezyk FOL — to, ze sg to wszystko koniunkcje zdan
w réznym szyku nie oddaje przeciez owych réznic znaczen.

Pozwdlmy sobie, dla relaksu, przywota¢ w tym miejscu garS¢ wyrazen o wy-
mowie (w naszym mniemaniu) zabawnej. Komizm jest tu wynikiem réznorakich
czynnikéw, np.: btedéw sktadniowych i semantycznych, elipsy, wieloznacznosci,
obecnosci réznego rodzaju implikatur, itd. Mozna, dla rozrywki, probowaé znalez¢é
»przektady” podanych wyrazen na jezyk FOL.

1.

Uwaga zotnierze! Zbiérka przed koSciotem — za koSciotem, po kosSciele —
przed koSciotem.

. Nad rzeka dziewczg doito krowe, a w wodzie odbijato si¢ odwrotnie.
. Jan zakopat skarb razem z tesciowa.
. Mimo staran lekarzy pacjent wyzdrowiat.

. Po wielu staraniach lekarzy pacjent zmarl.

Popieramy program partii (tu wPiSz nazwe partii), oparty na przeSwiadcze-
niu o wtasnej stusznosci.

. Przez uderzenia pedzlem malarz uzyskuje smutek na twarzy modelki.
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8. Catymi dniami pit po nocach.

9. Nie ulegaj przesadom, bo to przynosi pecha.
10. Bedzie tak dobrze, ze gorzej juz nie bedzie.
11. Wszyscy nie zaptacili.

12. Doprowadzimy do tego, ze kazdy w tym kraju bedzie robil to, na co ma
ochote. A jesli nie, to go do tego zmusimy.

13. Potrafie si¢ oprze¢ wszystkiemu, z wyjatkiem pokusy.

14. Panie doktorze, cierpig na chroniczne niezdecydowanie, ale pewna tego nie
Jjestem.

15. Co ma zrobi¢ ateistka, poproszona o odméwienie modlitwy? Odmoéwic i nie

odmoéwié, czy tez nie odmowic i odméwié?

Inna — powazna — sprawg jest to, czy same jezyki etniczne wyposazone sg w
jakie§ wtasne, wewngtrzne mechanizmy inferencyjne. Czy istnieje co§ takiego jak
logika jezykow etnicznych (logika jezyka naturalnego)? Z odpowiedzig na to pyta-
nie zmierzymy si¢ na czwartym z tej serii wykladéw.
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