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Plan na dzis:
o Kraty: definicja
o Kraty: przykfady
o lIdeaty, filtry, tancuchy, atomy,.. .
@ Kraty zupetne, algebraiczne, modularne, dystrybutywne

Nastepny wyktad:
o Algebry Boole'a: definicja i przyktady
o Twierdzenie Stone'a o reprezentacji algebr Boole'a
o Algebry Heytinga: definicja i przyktady
@ Algebry Boole'a z dodatkowymi operacjami
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e Definicja porzadkowa. Zbiér czesciowo uporzadkowany (L, <)
nazywamy krata, gdy dla kazdych a, b € L istnieja: kres dolny,
oznaczany przez inf{a, b}) oraz kres gérny, oznaczany przez
sup{a, b}). Czesto uzywane oznaczenia dla inf{a, b}: a A b (albo
anb); dla sup{a, b}: aV b (albo aU b).

e Definicja algebraiczna. Krata nazywamy algebre (L, A, V), spetniajaca
nastepujace warunki:

(L1) anb=bAa (L") avb=bVa

(L2) ana=a (L2") ava=a

(L3) an(bnc)=(anb)Ac (L3) av(bvec)=(aVvb)Vc
(L4) an(avb)=a (L4Y av(anb)=a

A. Jesli (L, <) jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym, w ktérym istnieja

kres dolny x A y oraz gérny x V y, to A i V spetniaja warunki (L1)—(L4").

B. Jesli (L, A, V) spetnia warunki (L1)—(L4"), to relacja < okreslona

waruniem a < b wtedy i tylko wtedy, gdy a A b = a jest czeSciowym

porzadkiem w L, w ktérym a A b jest kresem dolnym ai b, a aV b jest

kresem gérnym a i b, a ponadto a < b wtedy i tylko wtedy, gdy aV b = b.
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Dowéd A — B. Niech (L, <) bedzie krata w sensie definicji porzadkowe;.
Pokazemy, ze kresy A i V spetniaja warunki (L1)—(L4").

e Warunki (L1), (L2), (L1), (L2") s3 oczywiste.

@ tacznos¢ A. Niechd =aA(bAc). Witedy d < aid<bAc, adalej
d<bid<c Skorod<aid<b tod<aAb, aponiewaz d < c,
wiec d < (aA b) A c. Niech e = (aA b) A c. Wtedy kolejno: e < c,
e<aAb e<ae<be<(bAc)e<an(bAc).

@ Podobnie dowodzimy tacznosci V.

@ Na mocy definicji kresu dolnego: jesli a < b, to aA b = a, a jesli
aAb=a, toa< b Tak wiec, a < b wtedy i tylko wtedy, gdy
a/A b= a. Podobnie, a < b wtedy i tylko wtedy, gdy aVV b= b, na
mocy definicji kresu gérnego.

e Warunki (L4) i (L4’) s3 zatem spetnione, poniewaz aAb< a< aV b.
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Dowéd B — A. Niech (L, A, V) bedzie krata w sensie definicji
algebraicznej. Pokazemy, ze (L, <) jest krata w sensie definicji
porzadkowej, gdzie a < b wtedy i tylko wtedy, gdy a A b = a.

@ Relacja < jest zwrotna na mocy (L2). Jeslia< bib<c,toaAb=a
ibAc=b. Mamy: a=aAb=aAN(bAc)=(aAb)Ac=aAc,
czyli a < ¢, a wiec < jest przechodnia. Jeslia< bi b < a, to
aANb=aibAa=b, azatem < jest antysymetryczna.

o Pokazemy, ze a A b = inf{a, b}. Mamy:
(anb)hNa=an(bha)=aA(aAb)=(aNa)Ab=aAb, czyli
aAb< a Podobnie,aAb<b. JeSlix<<aix<bh toxNa=xi
xAb=x. Azatemx=xAb=(xANa)Ab=xA(aAb), co
oznacza, ze x < (aA b).

o Pokazemy, ze aVV b = sup{a, b}. Poniewaz a=a A (aV b), wiec
a< aV b (podobnie, b<aVvh) Jeslia<yib<y, toaANy=ai
bAy =b. Mamy wtedy: aVy =(aAy)Vy=yV(yAa)=y
(podobnie, bV y = y). Dalej: (avVb)Ay=(aVvb)A(aVy)=
(avb)A(aVv(bVy))=(avb)A((aVb)Vy)=aVb,czyliavb<y.
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@ Rodzina wszystkich podzbioréw dowolnego zbioru, czesciowo
uporzadkowana przez relacje inkluzji jest kratg. Kresem dolnym jest
iloczyn, a kresem gérnym suma zbioréw.

@ Rodzina wszystkich skonczonych podzbioréw zbioru N, czesciowo
uporzadkowana przez relacje inkluzji jest krata.

@ Zbioér wszystkich dodatnich liczb naturalnych czesciowo
uporzadkowany przez relacje podzielnosci (bez reszty) jest krata.
Najwiekszy wspdlny dzielnik jest tu kresem dolnym, a najmniejsza
wspélna wielokrotnos¢ kresem gérnym.

@ Dowolny zbiér liniowo uporzadkowany jest krata.

e Rodzina Eq(X) wszystkich relacji réwnowaznosci na zbiorze X jest
kratg. Kresem dolnym jest iloczyn relacji, kresem gérnym relacji
0,9 € Eq(X) jest 0U(Boyp)U(Bopof)U(fopobforp)U....

@ Rodzina Con(A) wszystkich kongruencji algebry A jest krata (patrz
poprzedni wyktad).
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Krata Ns. Te krate nazywamy tez pentagonem:

1

Mamy tutaj:
xAN(yVz)=xAN1=x
(xAy)V(xANz)=0Vz=1z
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Krata M5. Te krate nazywamy tez diamentem:

1

Mamy tutaj:
xAN(yVz)=xAN1=x
(xAy)V(xAnz)=0v0=0
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Diagramy Hassego dla struktur, ktére nie sa kratami. Zauwazmy, ze nie s3
kratami nastepujace struktury:

e
a
f d
b c
a c
b e

Po lewej: a i ¢ nie maja kresu gérnego; po prawej: b i ¢ nie maja kresu
dolnego.
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Krata podzbioréw zbioru tréjelementowego. Zauwazmy, ze diagramy
Hassego moga z pozoru by¢ rézne, cho¢ wyznaczaja te samg strukture:

{a, b, c}

{a, b, c}

JIN e
{a,b} {a,c} {bc} > {b,c

| X X {a}
a}  {p} {c}

N/

{c}

=
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Zauwazmy, ze podzbiér kraty sam moze by¢ krata, ale nie by¢ podkrata
rozwazanej kraty. Oto przyktad takiej sytuacji:

e

;
N
N

Tutaj {a, b, c, d} jest podkrata catej kraty, ale {a, b, c, e}, cho¢ sam jest
krata, nie jest podkraty catej kraty.
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@ Twierdzenie. Dowolny homomorfizm f krat Ly i Ly jest
przeksztatceniem monotonicznym, czyli dla wszystkich x,y € L;: jesli
x <y, to f(x) < f(y).

e Dowdd. Niech x < y. Wtedy x Vy =y, a zatem f(x V y) = f(y).
Skoro f jest homomorfizmem, to f(x) V f(y) = f(y), a to oznacza, ze

f(x) < f(y).

O
@ Implikacja odwrotna nie zachodzi, co pokazuje nastepujacy
kontrprzyktad:
a b%s
/ C
b y
d z
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e Twierdzenie. Surjekcja f : L1 — Ly jest izomorfizmem krat wtedy i
tylko wtedy, gdy dla wszystkich a, b € L1: (%) a < b wtedy i tylko
wtedy, gdy 7(a) < f(b).

e Dowdd. Zatézmy, ze f jest izomorfizmem. Wystarczy pokazaé, ze
jesli f(a) < f(b), to a < b. Niech f(a) < f(b). Wtedy
f(a) Vv f(b) = f(b), a zatem f(aV b) = f(b). Poniewaz f jest
bijekcja, wiec aV b = b, a to oznacza, ze a < b.

e Zatézmy, ze zachodzi warunek (). Pokazemy najpierw, ze f jest
injekcja.

o Niech f(a) = f(b). Wtedy f(a) < f(b) i f(b) < f(a). Na mocy (x)
mamy wiec: a < bi b< a, czyli a= b, a zatem £ jest injekcja.
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o Pokazemy, ze f jest izomorfizmem.

@ Niech a, b € L. Poniewaz f jest surjekcja, wiec istnieje ¢ € Ly taki,
ze f(a) A f(b) = f(c). Stad f(c) < f(a) i f(c) < f(b), a zatem
c<aic<b czylic<anh.

o Poniewaz aAb<aiaAb< b, wiec f(anb)<f(a)i
f(anb) < f(b). A zatem f(aAb) < f(a)Af(b) = f(c). Na mocy
(*) mamy wiec: aAb < c. Tofaczniez c < aAbdajeaAb=c.

o Pokazalismy wiec, ze f(a) A f(b) = f(a A b). Podobnie pokazujemy,
ze f(a) V f(b) = f(aV b), co facznie dowodzi, ze f jest izomorfizmem.

O
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Szczegdlne podzbiory i elementy krat Przedziaty, tafcuchy, antytafncuchy

o Jedli (L, <) jest krata, to [a,b] = {x € L: a < x < b} nazywamy
przedziatem o koncach a i b.

o Jesli [a, b] = {a, b}, to méwimy, ze a bezposrednio poprzedza b i
piszemy wtedy a < b. Piszemy a < b, jesli a < b lub a = b.

o tancuchem jest kazdy liniowo uporzadkowany podzbiér kraty.

@ Antytancuchem jest kazdy podzbiér kraty ztozony wytacznie z
elementéw nieporéwnywalnych wzgledem porzadku kraty.

o Element najmniejszy kraty nazywamy jej zerem (0, o ile istnieje).
Element najwiekszy kraty nazywamy jej jedynka (1, o ile istnieje).

e Krata jest ograniczona z géry (z dotu) jesli istnieje jej jedynka (zero).
Krata jest ograniczona, jesli jest ograniczona z géry i z dotu. W
kratach ograniczonych aAl=aiaVv0 = a. W kratach ograniczonych
mozemy okresli¢ pojecie uzupetnienia elementu kraty. Element b
nazywamy uzupetnieniem elementu a, jesliaAb=0iaVv b=1.

e Krata dualng do kraty (L, <) nazywamy krate (L, >).
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Szczegdlne podzbiory i elementy krat Przedziaty, tafcuchy, antytafncuchy

@ Moéwimy, ze krata ma skonczong dtugos¢, jesli istnieje liczba naturalna
n taka, ze kazdy tancuch w kracie ma dtugos¢ niewieksza od n.

e Moéwimy, ze krata ma wiasnos¢ minimalnosci (maksymalnosci), jesli
dowolny jej niepusty podzbiér ma element minimalny (maksymalny).

e Krata ma wtasnos¢ DCC, jesli dla dowolnego ciagu jej elementéw
X1 = X2 = x3 > ... istnigje liczba naturalna n taka, ze x, = x, dla
wszystkich m > n. Wtasnos¢ DCC jest réwnowazna witasnosci
minimalnosci.

@ Krata ma wiasnos¢ ACC, jesli dla dowolnego ciagu jej elementéw
x1 < x2 < x3 < ... istnigje liczba naturalna n taka, ze x, = x,, dla
wszystkich m > n. Wtasnos¢ ACC jest réwnowazna wiasnosci
maksymalnosci.
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Szczegdlne podzbiory i elementy krat Przedziaty, tafcuchy, antytafncuchy

o Przez J(L) oznaczamy zbiér wszystkich elementéw kraty L, ktére s3
V-nierozkfadalne: x € J(L) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
a,be L, jeslix =aVv b, to x =alub x = b. Jesli krata ma wihasnos¢
DCC, to dowolny jej element jest suma skonczonej liczby elementéw
V-nierozktadalnych.

@ Przez M(L) oznaczamy zbiér wszystkich elementéw kraty L, ktére sa
A-nierozktadalne: x € M(L) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
a,bel, jeslix=aAb, tox=alubx=5b. Jesli krata ma wtasnos¢
ACC, to dowolny jej element jest iloczynem skonczonej liczby
elementéw A-nierozkfadalnych.

@ Podzbiér A kraty L nazywamy wypuktym, jesli a, b€ A, a<c < b
implikuje, ze ¢ € A. Kazdy przedziat kraty jest zbiorem wypuktym (i
jednoczesnie jest podkrata kraty L).
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Szczegdlne podzbiory i elementy krat Atomy

Elementy minimalne w (L — {0}; <) nazywamy atomami.
Elementy maksymalne w (L — {1}; <) nazywamy koatomami.

Krata jest atomowa, jesli kazdy jej niezerowy element jest niemniejszy
od pewnego atomu.

Krata jest bezatomowa, jesli nie ma atomoéw.

Kazda krata skonczona jest atomowa.

Dla dowolnego zbioru X krata (p(X),N,U) jest atomowa.

Niech elementami L beda sumy skonczonej liczby przedziatéw
potdomknietych (tj. (—oo, a), [b, ¢), [d, +00), (—00, +00)) zbioru liczb
rzeczywistych. Wtedy (L, N, U) jest bezatomowa.

Niech X bedzie zbiorem nieskoficzonym i niech ~C p(X) x o(X)
bedzie relacja taka, ze A ~ B zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy A+ B
jest zbiorem skonczonym. Wtedy ~ jest kongruencja kraty
(p(X),N,U). Krata ilorazowa (p(X)/~,N/~,U/.) jest bezatomowa.
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Szczegdlne podzbiory i elementy krat Ideaty

o Niepusty podzbidr A kraty (L; <) nazywamy ideafem, gdy:
Q jesli x,ye A\,toxVyeAN
Q jeslixe Norazy < x,toy € A.

o Ideat nazywamy wtasciwym, jesli A # L. ldeat whasciwy /A nazywamy
ideatem pierwszym, jesli a A b € A implikuje, ze a € A lub b € A.
Jesli krata L ma zero, to kazdy jej ideat zawiera zero.

o Najmniejszy ideat, zawierajacy zbiér X C L nazywamy ideatem
generowanym przez X. Jesli X = {a}, to ideat ten nazywamy ideatem
gtéwnym (generowanym przez a) i oznaczamy go przez (a].

o Kazdy ideat w L jest podkrata kraty L. Zbiér wszystkich ideatéw kraty
L jest krata: kresem dolnym dwéch ideatéw jest ich iloczyn
teoriomnogosciowy, a kresem gérnym ideat generowany przez ich
teoriomnogosciowa sume. Przeksztatcenie f(a) = (a] jest zanurzeniem
kraty L w krate jej ideatéw.

@ |deatem maksymalnym nazywamy kazdy ideat wtasciwy, ktéry nie
zawiera sie w zadnym ideale ré6znym od niego. W kracie skonczone;j
ideatami maksymalnymi s3 ideaty gtéwne generowane przez koatomy.
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Szczegdlne podzbiory i elementy krat Filtry

@ Niepusty podzbiér V kraty (L; <) nazywamy filtrem, gdy:
Q jeslix,yeV, toxAyeV
Q jeslixeVorazx<y, toyeV.

o Filtr w L jest wtasciwy, jesli jest rozny od L. Kazdy filtr w L jest
podkratg kraty L. Jesli krata (L, <) ma jedynke 1, to zbiér {1} jest jej
filtrem, nazywanym filtrem jednostkowym.

@ Dla dowolnego x € L zbiér {y € L : x < y} jest filtrem, nazywanym
filtrem gftéwnym generowanym przez x. Filtr, ktéry nie jest gtéwny,
nazywamy niegtownym. Filtr gtéwny, generowany przez {a}
oznaczamy |[a).

@ Zbior wszystkich filtréw kraty L jest krata: kresem dolnym dwéch
filtréw jest tu ich iloczyn teoriomnogosciowy, a kresem gérnym filtr
generowany przez ich teoriomnogosciowa sume. Przeksztatcenie
f(a) = [a) jest zanurzeniem kraty L w krate jej filtréw.

o Filtrem maksymalnym (ultrafiltrem) nazywamy kazdy filtr wtasciwy,
ktéry nie jest zawarty w zadnym réznym od niego filtrze. W kracie
skonczonej filtrami maksymalnymi sa filtry gtéwne generowane przez

atomy kraty.
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Rodzaje krat Kraty zupetne

o Krata jest zupefna, jesli kazdy jej podzbiér ma kres dolny oraz kres
gorny. Kres dolny zbioru A oznaczamy zwykle przez A A, a kres gérny
przez \/ A. Kazda krata zupetna L ma element najwiekszy 1 =\/ L
oraz element najmniejszy 0 = A L.

@ Krata (p(X); N, U) wszystkich podzbioréw zbioru X jest zupetna.
Kresem dolnym rodziny podzbioréw jest ich iloczyn, a kresem gérnym
ich suma.

Krata (N4, NWD, NWW) nie jest zupetna.

Jesli A jest dowolng algebra, to zaréwno rodzina wszystkich jej
podalgebr, jak i rodzina wszystkich jej kongruencji jest krata zupetna.
@ Jesli L jest krata ograniczona, to kraty jej ideatéw i filtréw sa zupetne.

o
o
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Rodzaje krat Kraty zupetne

@ Operatorem domkniecia na zbiorze A nazywamy funkcje,
C:p(A) — p(A) taka, ze:
Q X C C(X)
Q C(C(X)) = C(X)
@ jesli X C Y, to C(X) C C(Y).

o Jesli C jest operatorem domkniecia na A, to kazdy zbiér X C A taki,
ze X = C(X) nazywamy zbiorem C-domknietym. Rodzina wszystkich
zbioréw C-domknietych jest zamknieta na iloczyny dowolnych swoich
podrodzin. Ponadto, rodzina ta jest kratg zupetna. Kresem dolnym
zbioru jej elementéw jest ich iloczyn, a kresem gérnym C-domkniecie
ich sumy.

e Twierdzenie (o reprezentacji krat zupetnych). Dla dowolnej kraty
zupetnej (L, <) istnieje operator domkniecia C na zbiorze L taki, ze
(L, <) jest izomorficzna z krata wszystkich zbioréw C-domknietych.

@ Dowdd. Dla X C L niech C(X) = (\/ X]. Pokazemy, ze C jest
operatorem domkniecia.
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Rodzaje krat Kraty zupetne

e Zwrotnosé. Jesli a € X, to a <\ X, a wigc a € C(X).

e Idempotencja. Mamy \/ X <\/ C(X). Jesliae C(X), toa<\/ X, a
zatem \/ C(X) < \/ X. Mamy wiec \/ X =/ C(X), a stad
(VX] = (V C(X)].

@ Monotonicznosé. Jesli X C Y, to \/ X C\/ Y, co implikuje, ze
(VXTI < (VX]

o Izomorfizm. Niech F = {C(X): X C L}. Wtedy (F,C) jest krata
zupetna. Niech f : L — F bedzie funkcja taka, ze f(a) = (a] (czyli
f(a) = C({a})). Wtedy f jest homomorfizmem. Poniewaz

= {(a] : a € L}, wiec f jest surjekcja. Jesli f(a) = f(b), t
(a] = (b], a zatem a = b, czyli f jest injekcja. Pokazallsmy wiec, ze
(L, <) = (F, Q).
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Rodzaje krat Kraty algebraiczne

@ Niech L bedzie krata zupetna. Element a € L nazywamy zwartym, jesli
dla kazdego podzbioru X C L: jezelia<\/ X, toc <\ Y, dla
pewnego skonczonego Y C X.

e Moéwimy, ze krata (L, <) jest algebraiczna, jesli L jest krata zupetng i
dowolny jej element jest suma elementéw zwartych kraty L.

© Kazda krata skoficzona jest algebraiczna.

© Krata wszystkich podzbioréw dowolnego zbioru jest krata algebraiczna.
Elementami zwartymi tej kraty sa skonczone podzbiory zbioru X.

© Jesli operator domkniecia C na zbiorze X spetnia warunek:
C(X)=U{C(Y): Y C X A|Y| <Np}, to krata wszystkich
podzbioréw C-domknietych jest algebraiczna.

@ Kraty podalgebr i kongruencji dowolnej algebry s3 algebraiczne.

Element a kraty zupetnej L nazywamy zupetnie A-nierozktadalnym
(odpowiednio, zupetnie V-nierozktadalnym), jesli dla dowolnego X C L:
jezelia= A X, to a € X (odpowiednio, jezeli a =\/ X, to a € X).
Kazdy element kraty algebraicznej mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu
elementéw zupetnie V-nierozktadalnych.
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Rodzaje krat Kraty modularne

e Moéwimy, ze krata (L, <) jest modularna, jesli dla wszystkich
a,b,celL: jezelic<a, toan(bVc)=(aAb)Vec.

Krata M3 (diament) jest modularna.

Krata N5 (pentagon) nie jest modularna.

Dowolny taficuch jest krata modularna.

Krata jest modularna wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera jako
podkraty kraty Ns.

Krata jest modularna wtedy i tylko wtedy, gdy
((anc)vb)Anc=(anc)V(bAc).

© 0000

Udowodnimy niektére z tych stwierdzen, ale najpierw udowodnimy:
Twierdzenie. W dowolnej kracie (L, A, V):
Q@ (anb)V(anc)<aAn(bVvc)orazaV(bAc)<(aVb)A(aVc)
@ Jeslic<a to(anb)Ve<an(bVe). Jeslia<
av(bnc)<(aVvb)Aec.
Q@ (anb)V(bAc)V(cha)<(aVb)A(bVc)A(cVa)

c, to
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Rodzaje krat Kraty modularne

@ Dowdd. 1) Poniewaz b < bV coraz jesliy < x,to aAy < aAx,
wiec aA b < aA(bVc). Podobnie, poniewaz ¢ < bV ¢ oraz jesli
y<x,toaAy<aAx, wiecaAc<aA(bVc). Azatem
(anb)Vv(anc)<aA(bVeo).

e Dalej, mamy aV (bAc)<aVborazaV(bAc)<aVc, azatem
av(bnc)<(avb)A(aVeo).

@ 2) Niech ¢ < a. Trzeba pokaza¢, ze aAb < aA(bVc) oraz

<aA(bVc). Skorob< bVc,toanb<aAn(bVc). Poniewaz

c<bVc, wiecaNc<aA(bVc). Skoro c < a toaAc=coraz
c<aNn(bVc). Azatem (aAb)Vec<(aAb)V(aAc). Podobnie
pokazujemy, ze jeslia< c,toaV (bAc)< (aVb)Ac.
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Rodzaje krat Kraty modularne

@ 3) Trzeba pokazag, ze:
(anb)Vv(bAc)V(cha)<aVb
(anb)V(bAc)V(cha)<bVc
(anb)Vv(bAc)V(cha)<cVa.

e Mamy:
aANb<b<aVb awieccaAb<g<aVvb
bAc<b<aVvVb awiecbAc<aVvb
aNc<a<aVb awieccha<aVvVb

e Azatem (aAb)V(bAc)V(cAa)<aVb. W podobny sposéb
pokazujemy, ze (aAb)V (bAc)V(cAa)< bV coraz
(anb)Vv(bAc)V(cha)<cVa.

Dwa nastepne twierdzenia charakteryzuja kraty modularne.
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Rodzaje krat Diamond isomorphism theorem

e Twierdzenie. Niech (L, A, V) bedzie krata modularng. Dla a,b € L
niech funkcje f, : [a,aV b] = [aA b,b] i gs:[aNb,b] = [a,aV b]
beda okreslone wzorami f,(x) = x A b, ga(x) = x V a. Wtedy f, oraz
g2 sa izomorfizmami wymienionych przedziatéw.

o Dowdd. Pokazemy, ze f, jest surjekcja. Niech t € [a A b, b]. Witedy
aANb<titVac]|aaVb.

@ Poniewaz t < b, a rozwazana krata jest modularna, wiec
folavt)y=(avVt)Ab=(aAb)Vi=rt.

@ Oznacza to, ze fy-obrazem przedziatu [a, a V b] jest caty przedziat
[aA b, b].
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Rodzaje krat Diamond isomorphism theorem

e Pokazemy, ze dla x,y € [a,aV b] mamy: fp(x) < fp(y) wtedy i tylko
wtedy, gdy x < y.

o Jesli fp(x) < fp(y), tox Ab < yAb, azatem aV(xAb)<aV(yAb).

@ Poniewaz a < x, a rozwazana krata jest modularna, wiec
aV (xAb)=xA(aVb)=x. Podobnie
avV(yAnb)=yA(aVb)=y. Mamy zatem x < y.

o Jesli x <y, to oczywiscie fp(x) < fp(y).

e Na mocy udowodnionego wczesniej twierdzenia (podajacego warunek
konieczny i wystarczajacy, aby surjekcja krat byta ich izomorfizmem),
fp jest izomorfizmem.

@ Podobnie dowodzimy, ze g, jest izomorfizmem.
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Rodzaje krat Diamond isomorphism theorem

aVvb

xVa

(xVa)Ab

anb

Twierdzenie nie zachodzi dla krat, ktére nie s3 modularne.
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Twierdzenie (Dedekind). Nastepujace warunki s3 réwnowazne:

Q (L,A,V) jest modularna (jezeli c < a,toaA(bVc)=(anb)Vc).
@ (L, A, V) spetnia warunek ((x Az) Vy)Az=(xAz)V(yAz).
@ (L, A, V) nie zawiera podkraty izomorficznej z Ns.

e Dowdd. 1) — 2) Niech x,y,z € L. Oznaczmy a=1z, b=y,
¢ = x A z. Wtedy ¢ < a. Na mocy warunku modularnosci,
aN(bVvc)=(aAb)Vc, coprzy przyjetych oznaczeniach jest tym
samym, co ((x Az)Vy)Az=(xAz)V(yAz).
@ 2) — 3). Niech krata N5 bedzie zadana przez warunki: 0 < x <z <1
i0 <y < 1. Zatézmy, ze (L, A, V) zawiera kopie tej kraty. Wtedy:
Q (xANZ)Vy)Az=(xVy)Nz=1ANz=12z
Q@ (xANz)V(yAz)=xV0=x.

Nie zachodzi zatem warunek 2).

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 4 2021 32 / 47



@ 3) — 1). Przypusémy, ze (L, A, V) nie jest modularna. Istnieja wtedy

a,b,c € L takie, ze c < aorazaA(bVc)>(aAb)Ve.
e Wtedy (L, A, V) zawiera nastepujaca podkrate:

bV c

aNn(bVc)

cV(anb)

anb

Trzeba pokaza¢, ze wszystkie te elementy s3 rézne i uporzadkowane w
podany sposéb.
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o Mamy: aAb< b< bVcoraz
aANb<cV(anb)<aA(bVc)<bVc. Nierbwnos¢ ostra zachodzi
na mocy przyjetego zatozenia.

e bV(cVv(anb)=(bVvc)V(anb)=bVc

e bA(an(bVc))=(anb)A(bVc)=aAb.

@ Ponadto, wszystkie powyzsze nieréwnosci sg ostre, gdyz w przeciwnym
przypadku mielibysmy ¢V (a A b) = a A (bV c¢), sprzecznie z
poczynionym zatozeniem.
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Rodzaje krat Kraty dystrybutywne

e Moéwimy, ze krata (L, <) jest dystrybutywna, jesli dla wszystkich
x,y,z € X:
A xN(yVz)=(xAy)V(xAz)
B.xV(yAz)=(xVy)A(xVz).
@ Warunki A i B s3 réwnowazne.
@ Krata wszystkich podzbioréw dowolnego zbioru X jest dystrybutywna.
© Krata M3 (diament) nie jest dystrybutywna.
@ Krata N5 (pentagon) nie jest dystrybutywna.
© Kazda krata dystrybutywna jest modularna.
Q@ Kazda krata, ktéra ma mniej niz 5 elementéw jest dystrybutywna.

e Twierdzenie (Birkhoff). Nastepujace warunki sa réwnowazne:

@ Krata (L, A, V) jest dystrybutywna.

@ W kracie (L, A, V) spetniony jest warunek:
(xAY)V(xXAZ2)V(yAz)=(xVy)A(xVz)A(yV z).

© (L, A, V) nie zawiera, jako podkraty, ani N5 ani Ms.

d
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Rodzaje krat Kraty dystrybutywne

e Twierdzenie. Niech (L, A, V) bedzie krata dystrybutywna z zerem 0 i
jedynka 1. Wtedy istnieje co najwyzej jedno uzupetnienie dowolnego
jej elementu.

@ Dowdd. Przypusémy, ze element a ma dwa rézne uzupetnienia a; i

a. Wtedy:

Q a =

Q 1/rna =

Q (ava)ha =

Q (ana)V(apAha) =

e 0\/(22/\81)2
Q a AN a.

o Tak wiec, a; < a». Zamieniajac w powyzszym rozumowaniu a; na as
oraz ap na ai otrzymamy ap < aj.
@ Ostatecznie wiec a; = ao.

O
W kratach M3 i Ns pewne elementy maja wiecej niz jedno uzupetnienie.
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Twierdzenie o reprezentacji krat dystrybutywnych [EEIRHIC2ZNIMNEVC W 1a¥IT A% 1Y

o Niech (L, A, V) bedzie krata, a J(L) zbiorem wszystkich elementéw
V-nierozktadalnych tej kraty: x € J(L) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnych a,b € L, jesli x =aV b, to x = a lub x = b.

o Jesli (P, <) jest zbiorem czeSciowo uporzadkowanym, to niech
HP)={ACP:VxVy (x e ANy < x—y € A)}. Wtedy
(H(P),N,U) jest krata dystrybutywna.

e Twierdzenie. Jesli (L, A, V) jest skonczona krata dystrybutywna, to
odwzorowanie f : L — (L) okreslone wzorem
f(a)={xeL:x<aAxeJ(L)} jest izomorfizmem krat (L, A,V) i
(H(J(L)),n, V).

o Dowdd. Pokazemy, ze:

@ 1 jest surjekcja.
@ f jest injekcja.
© f jest homomorfizmem.
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Twierdzenie o reprezentacji krat dystrybutywnych [EEIRHIC2ZNIMNEVC W 1a¥IT A% 1Y

@ 1) Niech A € H(J(L)) i niech a =\/ A. Pokazemy, ze A = f(a).

o Jeslix e A tox <aixeJ(L), azatem x € f(a).

e Jesli x € f(a), to x < a, a wiec x = x A a, a skoro a =\/ A, to
x=xA\A

e Poniewaz (L, A, V) jest krata skonczona, wiec x = \/{x Ay : y € A}.

@ Skoro x € J(L), to x = x Ay dla pewnego y € A.

@ Oznacza to, ze x < y, a poniewaz A€ H(J(L)) iy € A, to x € A.

o PokazaliSmy zatem, ze A = f(a).

@ 2) Niech f(a) = f(b). Wtedy \/ f(a) = \/ f(b), poniewaz (L, A, V)
jest kratg skonczona, wiec kazdy jej element jest supremum elementéw

V-nierozkfadalnych ponizej tego elementu, czyli \/ f(a) = a oraz
\ f(b) = b. A zatem a = b.
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Twierdzenie o reprezentacji krat dystrybutywnych [EEIRHIC2ZNIMNEVC W 1a¥IT A% 1Y

@ 3) Pokazemy, ze f(aV b) = f(a) U f(b).

@ Niech x € f(aV b). Wtedy x =x A (aV b) = (xAa)V(xADb).
Poniewaz x € J(L), wiec x = x A a lub x = x A b. To oznacza, ze
x € f(a) lub x € f(b). Mamy wiec f(aV b) C f(a) U f(b).

e Niech x € f(a) U f(b), czyli x € f(a) lub x € f(b). Wtedy x < a lub
x < b, azatem x < aV b, czyli x € f(aV b). Mamy wiec
f(a)Uf(b) C f(aVb).

e Pokazemy, ze f(a A b) = f(a) N f(b).

o Niech x € f(aA b). Wtedy x < aA b, czyli x < aix < b, a stad
x € f(a) i x € f(b), azatem x € f(a) N f(b). Mamy wiec
f(anb) C f(a)Nf(b).

@ Niech x € f(a) N f(b). Wtedy x € f(a) i x € f(b), czyli x < aii
x < b, astad x < aA b, co oznacza, ze x € f(a A b). Mamy wiec
f(a)nf(b) C f(aAb).

O
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Twierdzenie o reprezentacji krat dystrybutywnych Dowolne kraty dystrybutywne

e Lemat Kuratowskiego-Zorna. Niech X C p(A) bedzie niepusta
rodzing podzbioréw zbioru A. Jesli dla kazdego tancucha C w (X, C)
mamy | JC € X, to w rodzinie X istnieje element maksymalny
(wzgledem inkluzji). O

e Twierdzenie (Stone). Niech (L, A, V) bedzie krata dystrybutywna, J
ideatem, a D filtrem takimi, ze J N D = ). Wtedy istnieje ideat
pierwszy P taki, ze JC PiPND = .

@ Dowdd. Niech X bedzie zbiorem wszystkich ideatéw, zawierajacych J
i roztacznych z D. Wtedy X’ # (), bo J € X. Niech C = (C;);es bedzie
tancuchem w X’ i niech M = JC. Pokazemy, ze:

@ M jest ideatem.

Q@ JC M.

@ MnD=0.

Q P (element maksymalny w X') jest ideatem pierwszym.
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Twierdzenie o reprezentacji krat dystrybutywnych Dowolne kraty dystrybutywne

@ 1) Jeslia,be M,toac X, beYdlaX,YeC, przyczym X C Y
lub Y C X. Niech X C Y, wtedy a,b € Y. Poniewaz J jest ideatem,
wiecaVbe Y, azatemaVvbe M. Jesli b<a ae M, to jezeli
aeXel,tobe X C M. Zatem M jest ideatem.

@ 2) Inkluzja J C M jest oczywista.

@ 3) Przypus¢my, ze istnieje y € M N D. Wtedy y € C; dla pewnego
i€l askoroy € D, toy e CGND, co jest sprzeczne z zatozeniem. A
zatem M N D = {).

@ 4) Na mocy Lematu Kuratowskiego-Zorna, w X’ istnieje element
maksymalny P. Pokazemy, ze P jest ideatem pierwszym, czyli ze jesli
aAbe P, toac Plub be P. Dla dowodu nie wprost, przypusémy,
ze P nie jest ideatem pierwszym. Istnieja wtedy a ¢ P i b ¢ P takie,
zeaAbeP.
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Twierdzenie o reprezentacji krat dystrybutywnych Dowolne kraty dystrybutywne

@ Rozwazmy ideat PV (a] (czyli najmniejszy ideat generowany przez
P U (a]). Mamy PV (a]N D # 0, na mocy maksymalnosci P.

e Tak wiec, PV (alND # B i PV (b]N D # 0, czyli istnieja p,q € P
takie, ze pVa€ Doraz gV be D.

e Poniewaz D jest filtrem, wiec x = (pV a) A(qV b) € D.

@ Z warunku dystrybutywnosci wynika, ze:
x=((pva)rng)V((pva)Ab)=(pAq)V(aAnq)V(pAb)V(anb).

@ Poniewaz p,gq,aA b € P, wiec x € P.

@ To oznacza, ze x € PN D i otrzymujemy sprzecznos¢. Pokazalismy
zatem, ze P jest ideatem pierwszym.
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Twierdzenie o reprezentacji krat dystrybutywnych Dowolne kraty dystrybutywne

@ Whiosek. Jesli (L, A, V) jest krata dystrybutywna, J ideatem, a ¢ J,
to istnieje ideat pierwszy P taki, ze J C P oraz a ¢ P.

@ Dowdd. Niechae L—J, D={xeL:a<x} Wtedy JND =10,
bo jesli y € DN J, to a < y, a poniewaz J jest ideatem, wiec a € J,
co daje sprzecznose.

@ Na mocy poprzedniego twierdzenia istnieje ideat pierwszy P taki, ze
JCP, PND=0,a¢P.
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Twierdzenie o reprezentacji krat dystrybutywnych Dowolne kraty dystrybutywne

@ Whiosek. Jesli (L, A, V) jest krata dystrybutywna i a,b € L, a # b, to
istnieje ideat pierwszy, zawierajacy doktadnie jeden z elementéw a, b.

o Dowdd. Zatézmy, ze nie zachodzi a < b.
@ Niech D ={x € L:a< x}. Wtedy D jest filtrem, a€ Di b ¢ D.
@ Niech J = {x € L:x < b}. Wtedy J jest ideatem, be Jia¢ J.

@ Poniewaz D N J = (), wiec istnieje ideat pierwszy P taki, ze JC P i
PND=0.

@ Skoro JCPibeJ tobe P.
@ Skoro PND=0,aeD,toa¢P.

@ Podobne rozumowanie przeprowadzamy przy zatozeniu, ze nie
zachodzi b < a
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Twierdzenie o reprezentacji krat dystrybutywnych Dowolne kraty dystrybutywne

@ Pierscieniem zbioréw nazywamy dowolng rodzine zbioréw zamknieta ze
wzgledu na teoriomnogosciowe sumy i iloczyny. Kazdy pierscien
zbioréw jest oczywiscie kratg dystrybutywna.

e Dla dowolnej kraty (L, A, V) niech IP(L) oznacza zbiér wszystkich
ideatéw pierwszych tej kraty.

e Twierdzenie (o reprezentacji krat dystrybutywnych). Kazda krata
dystrybutywna jest izomorficzna z pierécieniem zbioréw.

e Dowdd. Niech (L, A, V) bedzie krata dystrybutywna i niech
f(a)={PelIP(L):a¢ P}dlaacL.

o Jesli a # b, to istnieje P € IP(L) taki, ze a € P oraz b ¢ P, co
oznacza, ze P € f(a) i P ¢ f(b). A zatem f jest injekcja. Trzeba
pokazaé¢, ze f jest homomorfizmem, czyli ze:

Q f(aVvb)=f(a)uUf(b)
Q f(anb)=f(a)nf(b).
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Twierdzenie o reprezentacji krat dystrybutywnych Dowolne kraty dystrybutywne

@ 1) Niech P € IP(L). Trzeba pokaza¢, ze aV b ¢ P wtedy i tylko
wtedy, gdy a ¢ P lub b ¢ P. To jest réwnoznaczne z pokazaniem, ze
aV b e P wtedy i tylko wtedy, gdy a€ Pi b€ P.

Jesliavbe P, toskoroa<<aVhb, b<aVb, aP jest ideatem, wiec
ac PorazbeP.

Jeslia e Poraz b e P, P jest ideatem, to aV b € P.

2) Niech P € IP(L). Trzeba pokaza¢, ze a A b ¢ P wtedy i tylko
wtedy, gdy a ¢ P i b ¢ P. To jest rbwnoznaczne z pokazaniem, ze
aAbe P wtedy i tylko wtedy, gdy a € P lub b € P.

JesliaAnbe P, toac Plub be P, gdyz P jest ideatem pierwszym.

Jesliac Plubbe P, anb<a aNb<b,aP jest ideatem, to
anbeP.

Pokazalismy zatem, ze (L, A, V) jest izomorficzna z podkrata kraty
(p(IP(L)),N, ). O
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Kongruencje w kratach

o Jesli relacja réwnowaznosci 6 na kracie L spetnia warunek: jesli afb,
to dla wszystkich c € L, aAcOb A coraz aV chbV c, to 0 jest
kongruencja kraty L.

@ Zbior wszystkich kongruencji kraty L jest krata. Kresem dolnym pary
kongruencji jest ich iloczyn teoriomnogosciowy, a kresem gérnym
najmniejsza kongruencja zawierajaca ich teoriomnogosciowa sume.

o Jesli kongruencje « i 8 s3 przemienne (czyli o = S o), to ich
kresem gérnym jest a0 3.

@ Jesli 0 jest kongruencja kraty L, to kazda jej klasa abstrakgji jest
wypukta podkrata kraty L.

@ Jedynymi kongruencjami w kracie M3 (diament) sa: identycznos¢ oraz
petna relacja réwnowaznosci na Mj.
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