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Wyobrazasz sobie Swiat bez komputeréw, internetu, telewizji? Oraz bez wsze-
lakich dalszych gadzetéw elektronicznych, ktérymi si¢ zabawiasz lub ktére stuza ci
do ochrony zdrowia, zapewnienia bezpieczefistwa, itd.? C6z, taki byf kiedys Swiat.
Natomiast obecna jego postac, naszpikowana elektronicznymi urzadzeniami prze-
twarzajacymi informacj¢ nigdy by nie powstala, gdyby matematycy nie zajeli si¢
tym, czym jest informacja, jak ja przetwarzaé, na czym polegaja obliczenia, itd.
Aby powstal pracujacy komputer, potrzebna byta wprzédy matematyczna wizja
tego, czym jest obliczanie. Czy potrafisz — chocby intuicyjnie — powiedzie¢, w pel-
nej ogdlnosci, co to znaczy, iz co§ mozna obliczy¢? Czy wszystko mozna obliczy¢,
czy tez istnieje Nieobliczalne? Z bolesnych do§wiadczen szkolnych wiesz, ze fa-
twiej jest dodawaé niz mnozy¢, tatwiej mnozy¢ niz dzieli¢. Céz miatoby znaczy¢,
ze cof jest trudno obliczalne? W tym dziale takze umieszczamy zagadki kombina-
toryczne.

1 Notacja strzatkowa Knutha

W szkole poznatas takie operacje arytmetyczne jak: dodawanie, mnozenie, odej-
mowanie, dzielenie, potggowanie, pierwiastkowanie oraz logarytmowanie. Frapo-
wato cig¢ by¢ moze pytanie, czy sa to juz wszystkie operacje na liczbach, ktére
rozwaza si¢ w matematyce. Moze zastanawiatas si¢ réwniez nad tym, jak szybko
zwigkszaja si¢ wartosci funkcji wykorzystujacych te operacje.

Mnozenie to iterowane dodawanie, a potggowanie to iterowane mnozenie. Czy
to juz kres mozliwo$ci otrzymania coraz to szybciej rosnacych funkcji? Przeko-
namy sig, ze tak nie jest. Pomocna bedzie przy tym sprytna notacja, wymys§lona
przez Knutha.



Piszac dalej a** mamy na mysli funkcje a(**) (a nie funkcje (a®)¢ — sprawdz,

. L. . . bcd b(cd) .
ze to rézne funkcje!). Podobnie, a” to al ), itd.
Zdefiniujemy teraz funkcje ®a przez warunki:

1. %=1

2. b+l — a(b“).

Wtedy, jak wida¢ z definicji:

Poréwnajmy:

e a-b=a+a+...+ a(awystgpuje brazy)
e a®=a-a-... a(awystepuje brazy)

e ba=a" (awystepuje b razy).

W literaturze wprowadza si¢ oznaczenia (notacja strzatkowa Knutha):
eatb=a-a-... a(awystgpuje brazy)

atb=at(at(...Ta)...)(awystepuje b razy)

a

azatema 1 b="a =a* (a wystepuje b razy)
attb=att (@ (...(a1Ta)...)) (a wystepuje b razy)
at™b=at""! (a1 .. (a1 1 a)...) (a wystepuje b razy).

Czy potrafisz obliczy¢ np.:
1. 2123
2.2133
3.3132



2 Nieskonczona wieza pierwiastkow

Pytanie egzaminacyjne w jednej ze szk6t amerykanskich w 1960 roku brzmiato:

jesli 2*° = 2, to ile wynosi £? Czy potrafisz odpowiedzie¢?

3 Funkcja Ackermanna

Dla dowolnych m > 0 oraz n > 0 niech:
1. Ack(0,n)=n-+1
2. Ack(m,0) = Ack(m —1,1)
3. Ack(m,n) = Ack(m — 1, Ack(m,n — 1)).
WprowadZmy tez oznaczenia:
1. Ap(n) = A(m,n)
2. A(n) = An(n) (czyli A(n) = Ack(n,n)).

Czy potrafisz obliczy¢ kilka pierwszych wartosci funkcji A?

4 MuszKieterzy na moscie

Czterech muszkieter6w chce przeprawic si¢ przez most noca. Maja tylko jedna
Swieczke. Choc¢ nie przystoi to dzielnym muszkieterom, to boja si¢ iS¢ bez niej.
Potrzebuja na przejScie mostu odpowiednio: Atos 1 minutg, Aramis 2 minuty,
D’ Artagnan 5 minut, a Portos 10 minut. Most jest w kiepskim stanie: jednoczesnie
moga przejs¢ po nim tylko dwie osoby, przy czym kiedy ida w parze, to szybszy
idzie z predkoScia wolniejszego. Jaki jest najkrétszy czas przeprawy (pamietaj, ze
Swieczka musi towarzyszy¢ kazdemu przejSciu mostu)?

5 Dzielenie wina

Dwdch studentéw wybrato si¢ do winiarni, aby uczci¢ zdany egzamin. Zamoéwili
po 4 litry wina kazdy. Podano im wino w jednym peinym dzbanie o pojemnosci
8 litréw. Poprosili o drugi dzban, aby kazdy mégt pi¢ ze swojego. Barman dat im
dwa puste dzbany: jeden o pojemnosci 3 litréw, a drugi o pojemnosci 5 litréw. W
jaki sposéb przy pomocy tych trzech dzbanéw studenci podzielili wino na dwie
rowne czesci?



6 Kulka biskupa

Biskup Oresme rozwigzal metoda geometryczna nastgpujacy problem. Predkos¢
kulki réwna jest jednostce w czasie pierwszej potowy odcinka czasu AB, dwém
jednostkom w czasie jednej czwartej tego odcinka, trzem jednostkom w czasie jed-
nej 6smej tego odcinka, itd. Obliczy¢ catkowita droge przebyta przez kulke.
Catkowita droga wyraza si¢ w tym przypadku suma szeregu nieskoriczonego:
1 1

1 1
= 14 - 2434+ nt...
S=5 1472453+ 5 n+

Czy potrafisz obliczy¢ tg sum¢ w sposob elementarny?

7 Wieze Hanoi

To klasyczna zagadka, ktéra ma dluga historig. Mamy trzy pionowe prety oraz
pewna liczbg dyskow réznej wielkosci, ktére mozna nawlekac na te prety. W po-
czatkowej sytuacji wszystkie dyski nawleczone sa na pierwszy z pretéw, w ko-
lejnosci od najwigkszego (na spodzie) do najmniejszego. Zadanie polega na prze-
niesieniu wszystkich dyskéw z tego preta na jeden z pozostaltych w taki sposéb,
iz:

1. za kazdym razem przenosimy tylko jeden dysk
2. dysk wigkszy nie moze zosta¢ potozony na dysku mniejszym

3. mozna oczywiscie wykorzystywaé kazdy z trzech pretéw.

Jak wykona¢ to zadanie w minimalnej liczbie krokdw?

8 Walec w kuli

W kulg o danym promieniu wpisaé walec o maksymalnej objetosci.

9 Kameleony

Na wyspie mieszkaja trzy typy kameleonéw: 10 jest brazowych, 14 szarych, a 15
czarnych. Gdy spotkaja si¢ dwa kameleony réznych koloréw, to oba zmieniaja
barwe na trzeci kolor. Czy jest mozliwe, aby wszystkie kameleony uzyskaty je-
den kolor?



10 Szklanki

Na stole stoi n szklanek, wszystkie denkami do géry. W jednym ruchu mozesz
odwré6ci¢ n — 1 z nich. Wyznacz wszystkie liczby n, dla ktérych mozliwe jest
uzyskanie stanu, w ktérym wszystkie szklanki beda staty otworami ku gérze.

Rozwiazania zagadek podane zostang na wyktadzie.
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