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OGOLNA CHARAKTERYSTYKA
OPERATORA ELIMINACJI

Niech S bedzie dowolnym niepustym zbiorem.
Funkcje E: 2° — 2° bedziemy nazywac
operatorem eliminacji, jesli dla dowolnych X,
Y € 2° spehlione sg warunki:

> E(X) c X,
» XcY = E(X) < E(Y),
» E(X) < E(E(X)).



f.atwo zauwazy¢, ze dla dowolnego operatora
eliminacji E oraz dowolnego zbioru X < S
zachodzg zaleznosci:

E(©) = O,
E(E(X)) = E(X).
Niech 7" bedzie dowolna rodzina podzbioréw

ustalonego niepustego zbioru S. Mozna
pokazac, ze zachodza nastepujgce zwigzki:

T # @ = N{EX): X e T} C E(S),
T =0 = N{EX):XeT}=S,



« E(NT) c N{EX): X e T}
Operator eliminacji ze swoimi wlasnosciami
przypomina inny operator znany z topologii —
operator wnetrza INT, ale jest od niego
stabszy. Warunki charakteryzujace operator
wnetrza topologicznego sa nastepujace:

. INT(X) c X,

1. INT(X YY) = INT(X) nINT(Y),

1. INT(X) < INT(INT(X)),

Iv. INT (S) =S.



Z warunku 1. wynika wlasno$s¢ monotoni-
cznosci dla operatora INT , ale nie na odwrét.
W literaturze naukowe] (P. Lukowski: A reductive
approach to Z-decidability, BSL 28/3, (1999)) mozna
spotkaC¢ takze zwigzek miedzy operatorem
konsekwencji  Tarskiego a  operatorem
eliminacji.  Przypomnijmy, ze  funkcje
Cn: 2°> — 2° bedziemy nazywaé operatorem
konsekwencji Tarskiego, jesli dla dowolnych
X, Y € 2> spelione sa warunki:



» X < Cn (X),
» XY = Cn(X) < Cn(Y),
» Cn(Cn (X)) < Cn(X).
P. Lukowski przyjmuje w swoich pracach

wzajemna definiowalnosc operatorow
eliminacji 1 konsekwencji w postaci:

d E(X) =S\ Cn(S\X)
lub tez dualnie
d Cn(X) =S\E(S\X).



Przyjmujac Jako wyjsciowe np. aksjomaty
operatora konsekwencji Tarskiego mozna
udowodni¢ wszystkie wlasnosci operatora
eliminacji 1 na odwroét. Pokazemy Jak z
definicji E(X) = S \ Cn(S \ X) na bazie
aksjomatow operatora konsekwencji Tarskiego
wynika wlasnos¢ E(X) < E(E(X)). Mamy
zatem:
1. a € E(X)

2. o ¢ E(E(X))



~NOo Ok ow

o g S\Cn (S\E(X))

oag S\Cn|[S\(S\Cn (S\X))]
oag S\Cn[Cn (S\X)]

ag S\Cn(S\X)

o ¢ E(X)

Sprzecznosc

Podobnie dowodzi sie pozostate dwie wiasnosci
operatora eliminacji. Dla réznych operatorow
konsekwencji mozna W sposé standardowy
wyprowadzi¢  rozne  wlasnosci  operatora
eliminacji, np. a—oaeCn(g) wtw a—agE(S), 0
ile E(S) < S.



KLASA WSZYSTKICH OPERATOROW ELIMINACJI
NAD DANYM UNIWERSUM

Klase wszystkich operatorow eliminacji na
Zbiorze niepustym S bedziemy oznaczaé
symbolem (2. Zat6zmy, ze mamy dana pewng
rodzine zbioréw ¥ < 2> Rozpatrzmy teraz
pewien operator E,, postaci:

DEF. 1. E,,(X)=U{Y:YC XiY e 9}

dla dowolnego X < S. Mozna tatwo pokazac,
ze tak zdefiniowany operator spehnia
aksjomaty operatora eliminacji, czyli E,, € €.



Do dalszych rozwazan przyjmujemy definicje
E-systemow (E-teoril) postaci:

DEF. 2. Th(E) = {Xe 2°: E(X) = X}.
Przyktadami E-teorii sg np. zbior & oraz E(X),
dla dowolnego X < S. Operator Th: 2 — 2°
jest iniekcja, tzn. spetniony jest warunek:

(E,E,e Q1E;#E,)= Th(E,) #Th(E),).
W dalszych rozwazaniach bedziemy zaktadac

pewne dodatkowe wiasnosci rodziny zbioréw
.



Rozpatrzmy teraz pewna klase rodzin zbiorow
domknietych ze wzgledu na sume¢ mnogoscio-
wa. Oznaczmy te¢ klase przez K. Mamy zatem:

DEF. 3. K={#C 2°: Vwcn U, € 9}
Zachodzg nastepujace zaleznosci:
LEMAT 1.

a) e K=Th(E,) =%,

b) Eec 2= Th(E) € K.



Dowod a). Niech %7 € K.

Zalézmy dodatkowo, ze X €Th (E,). Mamy wigc (na mocy
definicji 1i 2): E(X)= U{Y: Y = XiY e %} = X . Niech
dana bedzie pewna rodzina %, postaci {Y: Y < X 1Y € ¥}.
Poniewaz %, < % oraz U ¥, e %, wiec X € . Mamy zatem
inkluzje postaci: Th (E,) < .

Zalézmy teraz, ze X € ¥71 dodatkowo przyjmijmy, ze X € X.
Poniewaz x € U{Y: Y= XiY e 97}, stad x € E,, (X), zatem
X < Ex(X). Poniewaz E,, Jest operatorem eliminacji, wiec
zachodzi takze E(X) < X, czyli otrzymujemy zalezno$¢
postaci E (X) = X. Na mocy definicji 2 mamy wiec warunek
X € Th (E,;). Pokazalismy zatem inkluzje % < Th (E,), co
konczy dowod. [




W zbiorze 2 wszystkich operatorow eliminacji
wprowadzamy porzadek nastepujaco:
DEF. 4. E, <E, wtw Vxcs E,(X) < E,(X).

Na mocy definicji 4 oraz 2 mozna latwo
pokazac, ze zachodzi lemat:

LEMAT 2.
E,<E, wtw Th(E,) c Th(E),).

Zachodzl wazne twierdzenie charakteryzujace

strukturalnie klase uporzadkowanych operato-
réw ze zbioru (2 .



TWIERDZENIE 1.

Funkcja ¢ 2 — K okreslona wzorem
@ (E) = Th(E) ustala i1zomorfizm struktur (£, <

oraz (K, ©).

Dowodd. Z lematu 1b) oraz z okreslenia funkcji ¢
wynika, ze ¢(E)eK. Z poprzednich rozwazan
wynika, ze funkcja ¢ jest roznowartosciowa, a na
podstawie lematu 1a) jest takze ,,na”. Funkcja ¢
jest zatem bijekcja, ktora zachowuje porzadek, a
zatem ustala i1zomorfizm miedzy strukturami
(2 <) oraz (K, ©). [




Przypomnijmy, ze 1zomorfizmy
struktur relacyjnych zachowuja
wszystkie wlasnosci  algebraiczne
dziatan 1 relacji strukturalnych.
Dlatego struktury i1zomorficzne sa
z algebraicznego punktu widzenia
nierozroznialne 1 uznhajemy Je za
Identyczne.



KLASA OPERATOROW ELIMINACJI
ZUPEINIE MULTIPLIKATYWNYCH

Rozwazymy tuta] dwie podklasy operatorow
eliminacji ze zbioru (2 spehiajacych
dodatkowe zalozenia. Rozroznimy przypadki,
gdy (I) E(S) = S oraz (II) E(S) = S. Ponadto
natozymy na operator eliminacji dodatkowy
warunek postaci:

Vxcs [E(S) M N{EXX): X e T} c E(NT)].
Takze w klasie K rozroznimy pewne podklasy.



(). DER. 5. 2, ={E € Q:
Vices[E(S) " N{E(X): X e T} cE(NT)]
DEF. 6.
K, ={¥ e K [ o=V mcn NI €]}
LEMAT 3.

a) HeK, =E;,e X,

b) Ee€ Q2. =Th(E) € K..

Pomigdzy strukturami (€2, , <) oraz (K., ©)
zachodzl nastepujaca odpowiednios¢:



TWIERDZENIE 2.

Funkcja w: €, — K_ okreslona wzorem
»(E) = Th(E) ustala izomorfizm struktur
(€2, <) oraz (K., ©).

Dowod.

Jest analogiczny do dowodu twierdzenia 1.
f.atwo zauwazy¢, ze I1zomorfizm y jest po

prostu obcieciem Izomorfizmu ¢ (z twierdze-
nia 1) do zbioru €2,. [




(I). DEF. 7. 2,'={E € Q:
VicasN{EX): X eT}ycE(NT)}
DEF. 8.

K. ={# e K: Vo cn NH, €I}
LEMAT 4.

a) HeK. =>E;,e 0,

b) E€c 2= Th(E) e K"
Pomigdzy strukturami (£2.°, <) oraz (K.", ©)
zachodzl nastepujaca odpowiedniosc:



TWIERDZENIE 3.

Funkcja y: "> K. “okreslona wzorem
¥ (E) = Th(E) ustala i1zomorfizm struktur
(€27, L) oraz (K.", ©).

Dowod.

Jest analogiczny do dowodu twierdzenia 1.
f.atwo zauwazy¢, ze I1zomorfizm y jest po
prostu obcieciem Izomorfizmu y (z twierdze-
nia 2) do zbioru £2,". []




X =yl




QUASI-PORZADKI A& OPERATORY ELIMINACJI
ZUPELNIE MULTIPLIKATYWNE

DEF. 9. Relacje r € S x S nazywamy quasi-
porzadkiem witw gdy jest ona zwrotna I prze-
chodnia, tzn. spetnia warunki postaci:

o Vxes (X, X)er,
o Vxyzes [(X,¥)eri(y, 2)er]= (X, 2)er.
DEF. 10. Obrazem zbioru X w relacji r
nazywamy zbidr postaci:
r(X) = {yeS: Ixex (X, y)er}



LEMAT 5.
Dla dowolnych zbioréw X, Y € 2° mamy:
a) Xcr(X),
b) XY = r(X) < r(Y),
c) r(r(X)) < r(X),
d) x e r(X) = x € r(Y) dla pewnego skonczo-
nego podzbioru Y zbioru X.

Powyzsze warunki charakteryzuja algebra-
Iczny operator domknigcia na zbiorze S.



Niech Q oznacza zbior wszystkich quasi-
porzadkoéw okreslonych na zbiorze S. Dla
dowolnej relacji r ze zbioru Q definiujemy
operator E, postaci:

E.(X) =S\ r(S\X).
TWIERDZENIE 4.
. E e 0
i. E.(S)=S5,
. N{E(X): XeT}cE(NT),
dla dowolnego 7" < 2°.



f.atwo zauwazyé, ze zachodza oczywiste
wniosKI:
*reQ=E e,
w(r,reQin#rn)=E #E_.
Podamy teraz okreslenie relacji zrelatywizo-
wane] do dowolnego operatora eliminacji.
DEF. 11.

Eec =[xy erroy¢ES\X}]



LEMAT 6. Ee 2 =reQ.
Dowod:

Poniewaz 2z wilasnosci operatora E wynika, ze
E (S \{x}) =S \{x}, azatem x ¢ E (S \{x}), czyli
zgodnie z definicja relacji re mamy (x, x) € rg . Niech
teraz (X, y) e re oraz (y, z) € rg i (X, z) ¢ re. Mamy
wicc:y ¢ E(x)1z¢ E(y’) 1 z € E(x’), gdzie symbol
a’ oznacza dopetlienie zbioru {a} w zbiorze S.
Warunki te prowadza jednak do sprzecznosci na
mocy wlasnosci operatora E postaci:

E(z) =E(x'ny’nz) c E(x)NE()NE(2)




LEMAT7. Ee =E_=E

Dowdd.

Niech E € (2,°. Mamy woéwczas: y € E,_(X')
< Ve re(X) ©Viex (X, Y) g re o Vxex YEE (X7)
< yeN{E(’): x e X }. Niech 97,={x" x € X},
wtedy NIY,= X'. Uwzgledniajac teraz wcze-
$niejsze zaleznosci mamy: N{E(Y): Y € %} =
E(N%,), tzn. N{EX’): x €X } = EWX).
PokazaliSmy zatem, ze yeE, (X') & yeE(X).

L




LEMAT 8.1, 1, e Q= (r,c e E <E,).

Dowod. Niech ry, r, € Q. Zalézmy dodatkowo,
zerpcr, orazy € E, (X’). Na mocy def. E,
mamy, ze y¢ r,(X). Z zatozenia mamy zatem
ye r(X), astad 1 z def. Er mamy y € E, (X).
Pokazalismy wiec, ze E < E, . Niech teraz
E, < E | niech (X, y) € r,. Wynlka stad, ze
E(x) € E, (x), a zatem 1,((x}) < r,({x})
Poniewaz (X y) € ry, wiec Ye r({x}), a stad
y € r,({x}). Ostatecznie (x, y) € r,, czyli
rycr,. ]




TWIERDZENIE 5.

Funkcja p: Q—£2" okreslona wzorem p (r)=E,
ustala izomorfizm dualny struktur (Q, <) oraz
(7, <

Dowod. Funkcja p jest iniekcja — wynika to
ztego, ze (r, r, e Q 1 ry#r,) = E, #E
oraz jest surieckcja, bo z lematu 6 | jIematu
7 tatwo wynika zalezno$¢ postaci: VEe(£2,~
dreQ (E, = E).To, ze Jest to dualny izomor-
fizm, wynika z lematu 8. []
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