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Na dzisiejszym wykladzie (oraz trzech nastgpnych) zajmowaé bedziemy sig¢
funkcjami rzeczywistymi (jednej zmiennej), czyli funkcjami f : R — R. Rozwa-
zania te (a takze problematyka poprzedniego wykladu) naleza do dzialu matema-
tyki nazywanego analizq matematycznq. Poczatki analizy matematycznej znajdu-
jemy w pracach Fermata, Newtona, Leibniza, Eulera. W wieku XIX podstawy ana-
lizy zostaly opracowane (Lagrange, Cauchy, Dedekind, Weierstrass, i inni) w ta-
kiej postaci matematycznej, ktora jest wykorzystywana do dzisiaj. Rozwinigto tez
analize zespolong, w ktérej wyjSciowym ciatem liczbowym jest ciato liczb zespo-
lonych i ktéra zajmuje si¢ badaniem funkcji o argumentach oraz wartoSciach bgda-
cych liczbami zespolonymi — ta problematyka jest niezwykle istotna we wspéicze-
snych zastosowaniach matematyki, jej oméwienie pozostaje jednak poza ramami
niniejszego ustugowego kursu.

Ciato R liczb rzeczywistych uporzadkowane w sposéb zupelny (z metryka)
stanowi podstawg analizy rzeczywistej. Pamigtamy, ze w R istnieja struktury:

1. algebraiczna, wyznaczona przez operacje arytmetyczne na liczbach rzeczy-
wistych;

2. porzadkowa, wyznaczona przez ciagly porzadek liczb rzeczywistych;

3. topologiczna, wyznaczona przez metryke (funkcje odlegtosci), definiowana
w sposéb charakterystyczny dla przestrzeni euklidesowych.

Wszystkie te struktury zostang teraz wykorzystane w badaniu funkcji rzeczy-
wistych, a wigc np. w ustalaniu rodzajéw monotonicznosci, osiggania wartosci eks-
tremalnych (minimalnych lub maksymalnych), przebiegu zmiennoSci funkcji, itd.
Dzisiaj oméwimy dwa pojecia: granicy funkcji w punkcie oraz ciqgtosci funkcji w
punkcie. Stuchaczy zachgcamy do §ledzenia roli aksjomatu ciqgtosci w rozwaza-
nych konstrukcjach.



1 Funkcje jednej zmiennej rzeczywistej

Zaktadamy, ze stuchacze pamigtaja tre§¢ wyktadu trzeciego, w ktérym oméwiono
pojecie funkcji oraz pojecia z nim zwiazane, np.: dziedzina, przeciwdziedzina, ob-
razy 1 przeciwobrazy zbioru wzgledem funkcji, itp.

UWAGA. Bedziemy rozwazali funkcje f : X — Y, gdzie X oraz Y sa podzbiorami
zbioru R.

Niech f : X — Y. Moéwimy, ze f jest ograniczona, gdy jej przeciwdziedzina
(czyli zbidr jej wartosci) jest ograniczony w R. Oznacza to zatem, ze f jest ogra-
niczona, gdy istnieje liczba rzeczywista M taka, ze |f(x)| < M dla wszystkich
x € X. Funkcje, ktéra nie jest ograniczona, nazywamy nieograniczong. Warto
wyr6zni¢ dwa rodzaje ograniczenia funkcji:

1. f: X — Y jestograniczona z gory, gdy f[X] jest ograniczony z gory.
2. f: X =Y jest ograniczona z dotu, gdy f[X] jest ograniczony z dotu.

Wprowadzone pojecie powinno by¢ znane stuchaczom ze szkoty.
PRZYKLADY.

1. Funkcje f(x) = sinx oraz f(x) = cosx sa ograniczone.

2. Funkcja f(z) = % jest ograniczona z dotu, ale nie jest ograniczona z géry w
przedziale niewtasciwym (0, 00).

3. Zadna funkcja liniowa f(x) = a -z + b, gdzie a # 0 nie jest ograniczona
ani z dotu ani z géry.

Podobnie jak w przypadku ciagéw, rozwazamy rézne rodzaje monotonicznosci
funkcji. Niech f : X — R, gdzie X # () oraz X C R. Méwimy, ze:

1. f jest rosnqgca w X, gdy dla dowolnych z1,29 € X, jesli 1 < x9, to

f(z1) < f(x2);

2. f jest malejgca w X, gdy dla dowolnych z1,22 € X, jesli 1 < o, to
fl@1) > f(x2);

3. f jest niemalejqca w X, gdy dla dowolnych x1,z9 € X, jesli 1 < x9, to

f(z1) < f(z2);

4. f jest nierosnqgca w X, gdy dla dowolnych x1,20 € X, jeSli z1 < x9, to

f(z1) = f(z2);



Niech X bedzie przedziatem w R. Méwimy, ze funkcja f : X — R jest:

1. wypukta w X, gdy dla dowolnych z1,z5 € X oraz dowolnych a,b > 0
takich, ze a + b = 1 zachodzi nier6wnos¢:

fla-x1+b-23) <a- f(x)+b- fxe)

2. wklegsta w X, gdy dla dowolnych z;,2x2 € X oraz dowolnych a,b > 0
takich, ze a + b = 1 zachodzi nieréwnos¢:

fla -z +b-22) > a- f(z1) +b- f(x2)

Wszystkie powyzej wprowadzone pojecia maja proste interpretacje geome-
tryczne zwigzane z wykresami funkcji.
PRZYKEADY.

1. Funkcja f(x) = 22 jest wypukta w dowolnym przedziale zbioru R.
2. Funkcja f(z) = /z jest wklgsta w [0, 00).
3. Kazda funkcja liniowa jest jednoczes$nie wypukta i wklgsta.

Pewne funkcje nazywa si¢ elementarnymi. W tym wykladzie za takie funkcje
uznamy:

1. Funkcje state. Niech ) # X C Roraz f : X — R.Jesli f(z) = cdla
wszystkich ¢ € X, to f nazywamy funkcja stata.

2. Funkcje liniowe. Funkcje f(x) = a - x + b, gdzie a oraz b sg liczbami rze-
czywistymi.

3. Funkcje schodkowe. Niech f : [a,b] = Roraza =xz¢9 < z1 < ... < 2, =
b. Jesli f jest stala w kazdym z przedziatow (z;—1,2;) (1 < ¢ < n),to f
nazywamy funkcja schodkowa.

4. Funkcje tamane. Niech f : [a,b] - Roraza =29 < 21 < ... <z, = b.
Jesli f jest liniowa w kazdym z przedziatlow [z;—1,z;] (1 < ¢ < n), to f
nazywamy funkcja famana.

5. Funkcje wielomianowe. Wielomianem stopnia n nazywamy funkcje f : R —
R o postaci:

f(ac):ao-x”—i—al-3:”_1+.--+an—1'$+am

gdzien >0, ag, a1,...,a, € Roraz ag # 0.



6. Funkcje wymierne. Funkcja wymierng nazywamy funkcje f : X — R o
postaci:

(@) ap "+ a2V M+t an_1-x+an
T) = ,
bo-ax™+br-am 4+ . 4 bp_1-x+ by

gdziem,n > 0, ag, a1, ...,an,b0,b1,...,by € Rorazag # 0ibg # 0. W
tym przypadku X jest zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych, ktére nie sg
pierwiastkami wielomianu w mianowniku rozwazanej funkcji (o ile licznik i
mianownik nie maja wspdlnych pierwiastkow).

7. Funkcje potegowe. Dla dowolnej liczby catkowitej o funkcja f : R — R
okreslona wzorem f(x) = z® jest nazywana funkcja potggowa. Jak pamig-
tamy z poprzedniego wyktadu, mozna tez okresli¢ funkcje potegowa dla do-
wolnego wyktadnika rzeczywistego, przy czym wtedy jej dziedzina i prze-
ciwdziedzina jest przedziatem niewtasciwym [0, co). Dla kazdej liczby rze-
czywistej a # 0 funkcja odwrotng do funkcji potegowej f(z) = x jest
funkcja f~!(z) = za

8. Funkcje wyktadnicze. Dla a > 0 funkcja f : R — (0, 00) okreslona wzo-
rem f(x) = a” jest nazywana funkcja wyktadnicza. Stuchacze pamigtaja ze
szkoty, ze dla a > 1 funkcja wyktadnicza jest Sci§le rosnaca,adla0 < a < 1
jest Scisle malejaca. Szczegdlnie wazna dla dalszych rozwazar jest funkcja
wyktadnicza e®.

9. Funkcje logarytmiczne. Funkcje odwrotng do funkcji wyktadniczej f(x) =
a” nazywamy funkcja logarytmiczng. Stosujemy dla niej oznaczenie log, x
(gdzie liczbg a nazywamy podstawa logarytmu). Jej dziedzing jest zbior R .
Szczegdlnie wazna dla dalszych rozwazan jest funkcja logarytmiczna o pod-
stawie e: stosuje si¢ dla niej oznaczenie In x.

10. Funkcje trygonometryczne. Znane stuchaczom ze szkoty funkcje: sin x, cos x,
tgx, cot x. Zaktadamy, ze stuchacze pamigtaja, jakie sa dziedziny i przeciw-
dziedziny tych funkcji, wiedza, ze sa to funkcje okresowe, pamigtaja wy-
kresy tych funkcji.

Wykresy niektérych z wyzej wymienionych funkcji pokazano w wykladzie
trzecim. W sieci dostgpnych jest wiele programéw edukacyjnych z matematyki,

zawierajacych m.in. narzgdzia do rysowania wykreséw funkcji. Dla przyktadu:

1. https://www.geogebra.org/

2. https://www.medianauka.pl/portal:matematyka
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3. http://www.matemaks.pl/index.html
4. http://www.scilab.org/
5. http://fooplot.com/

6. https://rechneronline.de/function-graphs/

Niektore wtasnosci funkcji elementarnych beda istotne dla dalszych rozwa-
zan. Dla przyktadu, bedziemy wykorzystywali fakt, ze funkcja wykladnicza e”®
oraz funkcja logarytmiczna In x spelniaja nastgpujace nieréwnosci (ktére otrzy-
muja prosta interpretacj¢ graficzna i uzasadnione sa np. w podreczniku Musielak,
Musielak 2004, str. 134-135):

l.e*>214+xdlaxzeR

2. e <L dlaz<1

1—x

3. iz Shn(l+2) <zdar> -1
Czesto wykorzystuje si¢ rowniez (fatwe do uzasadnienia) nieréwnosci doty-
czace funkcji trygonometrycznych, np. dla miary tukowej kata |z| < 5:

|z| - cosz < [sinz| < |z|.

Wszystkie wyzej wymienione rodzaje funkcji elementarnych stuchacze znaja
z edukacji szkolnej. Zauwazmy, ze kazda z tych funkcji podana jest wyraznym
wzorem, ktéry okresla, jakie operacje wykonac trzeba na argumencie funkcji, aby
otrzymac jej warto$¢ dla tego argumentu. Pamigtamy, ze funkcje okres§laé mozna
réwniez np. przez warunki rekurencyjne. Okreslenie funkcji determinuje jej dzie-
dzing oraz przeciwdziedzing. Z samego okreSlenia funkcji nie jest jednak bezpo-
srednio widoczne, jaki jest przebieg zmiennosci funkcji, czyli np. jak ,,szybko ro-
$nie” (badZ: jak ,,szybko maleje”) owa funkcja, czy pewne jej wartosci sa w jakis
sposéb wyréznione wzgledem innych, itp. Badanie funkcji polega wiasnie m.in.
na odpowiedzi na tego typu pytania. Interesuje nas takze np. to, czy zbiezno$é
ciagu argumentéw funkcji pociaga za sobg zbiezno$¢ ciagu wartoSci funkcji dla
tych argumentéw. Ponadto, waznym zagadnieniem jest np. to, jak funkcja ,,zacho-
wuje si¢” przy rozwazeniu szczegdlnego rodzaju podzbioréw jej dziedziny (np.
przedziatéw domknigtych).

Omoéwimy za chwile pojecia: granicy (funkcji w punkcie) oraz ciggfosci (funk-
cji w punkcie) w przypadku funkcji jednej zmiennej rzeczywistej i o warto$ciach



rzeczywistych. Nalezy jednak podkresli¢, ze pojgcia te zdefiniowaé mozna, w cat-
kiem podobny sposéb, dla funkcji okreslonych w dowolnej przestrzeni euklideso-
wej, dowolnej przestrzeni metrycznej, a nawet w przypadku jeszcze ogdlniejszych
przestrzeni topologicznych. Jest tak poniewaz te wilasnie pojgcia — granicy oraz
ciqgtosci — to pojecia topologiczne, ktére charakteryzowane sa przez otoczenia,
bliskosé, itp.

2 Granica funkcji

Rozwazmy nastgpujacy problem poznawczy: czy jesli ciag argumentéw funkcji
f : R — R jest zbiezny do swojej granicy, to ciag odpowiadajacych im wartosci
funkcji jest zbiezny?

Inaczej sformutowac mozna ten problem nastgpujaco: czy dla argumentéw do-
statecznie bliskich wybranemu punktowi zop € R ciag wartosci funkcji f dla tych
argumentéw jest zbiezny do jakiejs$ liczby, czyli wartosSci te sa dostatecznie bliskie
tej liczbie?

Zauwazmy dwie rzeczy:

1. Rozwazany problem dotyczy wtasnoSci lokalnych: pytamy o ,,zachowanie
si¢” funkcji w pewnym otoczeniu interesujacego nas punktu.

2. Nie pytamy — na razie — o to, jaka jest warto$¢ funkcji dla argumentu, be-
dacego granica rozwazanego ciggu argumentéw. Funkcja moze nawet by¢
nieokre$lona dla tego punktu granicznego, interesuje nas jedynie, jak ,,za-
chowuja si¢” wartosci funkcji w otoczeniu tego punktu.

Jedna z mozliwosci formalnego wyrazenia powyzszych intuicji jest definicja
Cauchy’ego:
DEFINICJA GRANICY FUNKCJT W PUNKCIE (CAUCHY). Niech f : X — R, gdzie

X ={xeR:0<|zr—x0| <adlapewneja > 0}.

Moéwimy, ze liczba g jest granicq funkcji f w punkcie xg, gdy dla kazdego ¢ > 0
istnieje 6 > 0 taka, ze: jesli 0 < |z — xo| < 0, to |f(z) — g| < e. W takim
przypadku piszemy: lim f(x) = g. Czasem uzywa si¢ tez zapisu: f(z) — g dla
Tr — XQ. oo

Inna z mozliwoSci formalnego wyrazenia powyzszych intuicji jest definicja He-
inego:
DEFINICJA GRANICY FUNKCJI W PUNKCIE (HEINE). Liczbe g nazywamy gra-
nicq funkcji f w punkcie xo, gdy dla kazdego ciagu (x,,) takiego, ze =, # ¢ dla
wszystkich n > 1: jesli lim x,, = xg,to lim f(z,) =g.

n—oo n—oo
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Jak zobaczymy za chwilg, obie te propozycje sa réwnowazne, czyli udato si¢
scharakteryzowaé omawiane pojgcie na rézne sposoby, ukazujac niejako rézne jego
aspekty, otrzymujac jednak w wyniku to samo. Tego typu sytuacja zawsze cieszy
kognitywistg.

Poniewaz stuchacze deklarowali ostatnio gfod rachunkéw podamy przykta-
dowe obliczenia granic niektérych funkcji w wybranych punktach, wykorzystujac
zaréwno definicje Heinego, jak i definicjg¢ Cauchy’ego. Rozwazane w tym wykla-
dzie przyktady rachunkowe pochodza z podanych na koricu pozycji bibliograficz-
nych.

PRZYKLADY.
1. Obliczymy ili% sin . Pamigtamy nieréwnos¢ |sinz| < |z| dla |z| < 7.
Niech & > 0. Jesli przyjmiemy 0 = ¢, to dla |x| < d mamy |sinz| < § = e.
Tak wigc, lim sinx = 0.
z—0
2. Pokazemy, ze funkcja f(z) = z? ma w punkcie 9 = 0 granice réwna
0. Wezmy bowiem dowolny ciag liczb rzeczywistych (x,,) dazacy do zera,

czyli taki, ze nh_}rg() xn = 0. Mamy wtedy (na mocy wlasnosci granic ciagéw

rzeczywistych):

. TN S 2 _ 2 _
gl fn) = g, 7 = (g, 2" = 07 =0
3. Rozwazmy funkcje f(z) = /=, > 0. Pokazemy, ze linr:L Va = 2. Trzeba
T—r

zatem wykazac, ze dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla wszystkich
x # 4:jesli |z — 4] < 0, to |\/x — 2| < . Wykonajmy proste rachunki:

VE ol (o). VETY WA =2 a4
Va4 2 |vz + 2| Va4 2
Poniewaz x > 0, wiec \/51+2 < % Mamy zatem:

Vz —2| <

| =

-z — 4.
2

Niech § = 2 - . Wtedy, jesli |z — 4| < 6, to:

1 1
|f—2|<§-|x—4|<§-5: 2-e=¢e.

N |

Tak wigc, na mocy definicji Cauchy’ego: linr}1 Vo =2.
T—



4.

Pokazemy, ze funkcja f(z) = sin% (zdefiniowana dla x # 0) nie ma gra-
nicy w w punkcie zop = 0. Wystarczy w tym celu znalez¢ dwa ciagi (z,,)
oraz (yy), oba zbiezne do 0 takie, ze ciagi wartosci (f(zy)) oraz (f(yn))
. . L. . . . 1 o
sg zbiezne do réznych granic. Niech: z, = - oraz y, = T Wtedy
oczywiscie: lim x, = lim ¥, = 0. Mamy jednak:
n—oo n—oo

lim f(z,)= lim sin(n-7)= lim 0=0

n—oo n—oo

lim f(y,) = lim sin(z +2-n-m)= lim 1=1.
n—r00 2

1

Tak wigc, nie istnieje granica funkcji f(x) = sin - w w punkcie zg = 0.

Oto niektére wazne wilasno$ci granic funkcji (dowody tych faktéw znajda stu-
chacze np. w podreczniku Musielak, Musielak 2004, na stronach 141-149):
WYBRANE WEASNOSCL

1.

2.

Funkcja ma w danym punkcie co najwyzej jedna graniceg.

Jesli funkcja f ma w punkcie xg granicg, to f jest ograniczona w zbiorze
(zo — do,x0 + dp) — {0} dla pewnej liczby 9 > 0.

. Jesli funkcje f i g maja granice w punkcie x oraz istnieje liczba a > 0 taka,

ze f(x) < g(z) dla wszystkich x spetniajacych nieréwnosci 0 < |x — zg| <
a,to lim f(z) < lim g(x).
Tr—x0 Tr—x0

. Jedli funkcje f i g maja tg sama granice v w punkcie x( oraz istnieje liczba

a > 0 taka, ze f(x) < h(x) < g(z) dla wszystkich = spetiajacych nie-
réwnosci 0 < |x — x| < a, to réwniez funkcja h ma w punkcie z( granicg
7.

. Jedli funkcje f i g maja granice w punkcie xg, to funkcje f + g, f — g oraz

f - g takze maja granice w tym punkcie i zachodza réwnosci:

lim (f(2) +g(2)) = lim f(z)+ lim g(z)

T—T0 T—x0

lim (f(z) — g(x)) = lim f(z) — lim g(a)

T—rT0 T—rT0 Tr—T0

lim (f(z)-g(z)) = lim f(z)- lim g(x).

T—T0 T—x0 Tr—xT0



6. Jesli funkcja f ma w punkcie xg granicg g, to dla dowolnej liczby rzeczywi-
stej ¢, funkcja ¢ - f ma w punkcie x( granicg ¢ - g.

7. Jezeli lgn f(x) = 0 oraz istnieje liczba a > 0 taka, ze funkcja g jest
T—x0

ograniczona w zbiorze wszystkich x spetniajacych nieréwnosci 0 < |z —
xo| < a,to lim f(x)-g(x) =0.
T—TQ

8. Jesli funkcja f ma w punkcie z( granicg r6zna od zera, to funkcja % réwniez
ma w punkcie x( granicg i zachodzi réwnosc:
. 1 1
lim =

o f)  Tm f(2)

Tr—x0

9. Jesli funkcje f i g maja granice w punkcie zg oraz lim g(x) # 0, to funkcja
Tr—xQ
f

7 réwniez ma w punkcie ¢ granicg i zachodzi réwnos¢:
lim f(x
. T T—x0 f( )
lim = — .
50 g(e) I g(a)
Tr—x0

Udowodnimy teraz, ze obie podane na poczatku tego punktu definicje granicy

funkcji w punkcie (czyli definicje Cauchy’ego i Heinego) sa réwnowazne.
TWIERDZENIE. Zatéimy, Ze funkcja f jest okreslona dla wszystkich x takich, iz
0 < |z — zo| < a dla pewnej liczby a > 0. Istnienie granicy funkcji f w punkcie
xo w sensie definicji Cauchy’ego jest rownowazne istnieniu granicy funkcji f w
punkcie xog w sensie definicji Heinego.
DOWwOD. Trzeba pokazad, ze: 1) warunek istnienia granicy funkcji w punkcie xg w
sensie Cauchy’ego pociaga za sobg istnienie granicy funkcji w punkcie xo w sensie
Heinego oraz 2) warunek istnienia granicy funkcji w punkcie g w sensie Heinego
pociaga za sobg istnienie granicy funkcji w punkcie oy w sensie Cauchy’ego.

1. Zat6zmy, ze funkcja f ma granice w punkcie xy w sensie definicji Cau-
chy’ego: lim f(x) = g¢. Rozwazmy dowolny ciag (z,) zbiezny do xg
T—T0

taki, ze =, # xo. Na mocy zbieznosci ciagu (z,) mozemy zatozy¢, ze
0 < |z, — zo| < a dla pewnej liczby a > 0. Niech € > 0. Z zatozenia (de-
finicja Cauchy’ego) istnieje liczba § > 0 taka, ze: jesli 0 < |z, — zg| < 0,

to |f(z) — g|] < €oraz § < a. Poniewaz lim z, = x(, wiec istnieje
n—oo

liczba N taka, ze |z, — x| < 0 dla wszystkich n > N. Wynika z tego,
ze |f(xy) — g| < e dlawszystkichn > N, ato oznacza, ze lim f(x,) =g
n—o0

(definicja Heinego).



2. Druga czg$¢ dowodu przeprowadzimy metoda nie wprost. Zalézmy mia-
nowicie, ze (definicja Heinego): jesli nh_{go Tn = T Oraz x, # o, to
lim f(x,) = giprzypusémy, ze funkcja f nie ma granicy w punkcie xoy w
Tsle_rﬁoie definicji Cauchy’ego. Istnieje wigc € > 0 taka, ze dla kazdej liczby
d > 0 istnieje liczba x, ktdra spetnia warunki: 0 < |z, — 29| < J oraz

|f(zn) — g| > €. Pokazemy, ze istnieje ciag (z,) taki, ze lim z, = x oraz
n—oo

Zn # X0, ale nie zachodzi lim f(x,) = g¢:
n—oo

(a) Dla § = 1 istnieje liczba x; taka, ze:
0 <|z1—zo| <loraz|f(z1) —g| > e.

(b) Dlaé = % istnieje liczba x- taka, ze:
0 < |22 — mo| < 3 oraz | f(z2) — g| > €, przy czym mozna zatozyé, ze
xZ9 7& X1.

(c) Postgpujac w ten sposéb dalej, otrzymujemy ciag réznowartoSciowy
(zn) taki, ze 0 < |z, — 20| < % oraz |f(z) — g| > € dla wszystkich
n =1

(d) To oznacza jednak, ze lim =z, = x¢ oraz z,, # xg, ale nie zachodzi
n—oo

lim f(x,) = g, co jest sprzeczne z zatozeniem (definicja Heinego).
n—oo
(e) Przypuszczenie dowodu nie wprost musimy zatem odrzuci¢, co ozna-
cza, ze funkcja f ma w punkcie x( granicg g w sensie Cauchy’ego.

Jak widzieliSmy w niektérych z rozwazanych wyzej przyktadéw, niektére funk-
cje nie maja granicy w pewnych punktach. Moze tak by¢ z r6znych powod6éw. Pew-
nych wyjasnien w tej sprawie dostarcza okreslenie tzw. granic jednostronnych oraz
granic niewtasciwych funkcji.

1. Niech f bedzie okreSlona w pewnym przedziale (xg, xo + a), gdzie a > 0.
Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie xqy granice prawostronng réwng g, gdy
dla kazdego £ > 0 istnieje liczba § > 0 taka, ze: jesli 0 < x — 29 < J, to
|f(z) — g| < e. Stosujemy wtedy zapis: lim f(z) = g.

14)13

2. Niech f bedzie okreslona w pewnym przedziale (xo — a, x¢), gdzie a > 0.
Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie xg granice lewostronng rownq g, gdy
dla kazdego ¢ > 0 istnieje liczba § > 0 taka, ze: jesli 0 < xg — x < 4, to
|f(z) — g| < e. Stosujemy wtedy zapis: lim f(z) = g.

.’I)—>.’EO

10



3. Niech f bedzie okreslona dla x takich, ze 0 < |z — zg| < a, gdzie a > 0.
Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie xg granice niewtasciwg +oo, gdy dla
kazdej liczby M > 0 istnieje liczba 6 > 0 taka, iz: jesli 0 < |z — xo| < 4,
to f(xz) > M. Piszemy wtedy: 27li_}nmlO f(x) = +oo.

4. Niech f bedzie okreslona dla z takich, ze 0 < |z — x¢| < a, gdzie a > 0.
Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie xg granice niewtasciwg —oo, gdy dla
kazdej liczby M > 0 istnieje liczba § > 0 taka, iz: jesli 0 < |z — xg| < 6,
to f(z) < —M. Piszemy wtedy: xligclo f(z) = —cc.

5. Niech f bedzie okreslona dla x € [a, 00) dla pewnego a > 0. Méwimy, ze
liczba g jest granicq funkcji f przy x dazacym do oo, gdy dla kazdego € > 0
istnieje liczba M > a taka, ze: jesli x > M, to |f(x) — g| < e. Piszemy
wtedy: xlglolo flx)=g.

6. Niech f bedzie okreslona dla x € (—oo, a] dla pewnego a > 0. Méwimy,
ze liczba g jest granicq funkcji f przy x dazqcym do —oo, gdy dla kazdego
e > 0 istnieje liczba M > 0 taka, ze: jesli x < —M, to |f(z) — g] < e.
Piszemy wtedy: xli)moo f(z)=g.

7. Moéwimy, ze funkcja f ma granice +o0o przy x daiqcym do +oo, gdy f jest
okre$lona w pewnym przedziale [a, +00) oraz gdy dla kazdej liczby M > 0
istnieje liczba A > a taka, ze: jesli x > A, to f(z) > M. Podobnie dla
pozostatych przypadkéw granic niewlasciwych funkcji przy x dazacym do
400 lub —o0.

Powyzsze definicje podane zostaty w stylizacji Cauchy’ego. Jak stuchacze za-
pewne domyslaja si¢, mozna tez okresli¢ powyzsze pojecia w stylizacji Heinego.
Zachgcamy do samodzielnego zmierzenia si¢ z tym wyzwaniem.

PRZYKLADY.

1. Niech funkcja f bedzie okreslona warunkami:

(@ f(r)=xdlaz <0
() f(z) =22+ 1dlaz > 0.

Zbadamy, czy funkcja ta ma granicg w punkcie zg = 0. Zachgcamy stucha-
czy do naszkicowania wykresu tej funkcji.
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Granica lewostronna funkcji w o = 0. Dla dowolnego ciagu (z,,) takiego,
ze x, < 0 dla wszystkich n oraz lim x, = ¢ = 0 mamy:
n—oo

lim f(z,)= lim z, =0.
n—oo n—oo
Tak wigc, mamy:
lim f(z)=0.
z—0~
Granica prawostronna funkcji w xo = 0. Dla dowolnego ciagu (x,,) takiego,
ze xy, > 0 dla wszystkich n oraz lim x,, = rg = 0 mamy:
n— o0

. o 2 _ 2 -
nh_{glof(xn) = nh_)rr;o(:vn +1)=0"+1=1.
Tak wigc, mamy:

lim f(z) =1.

z—0t

Widzimy, ze granica lewostronna funkcji w punkcie ¢y = 0 jest rézna od
granicy prawostronnej funkcji w tym punkcie, a wigc granica funkcji nie
istnieje w punkcie zo = 0.

. Pokazemy, ze funkcja f(x) = %2 ma w punkcie xg = 0 granice niewlasciwa
+00. Pokazemy zatem, ze dla kazdej liczby M > 0 istnieje liczba 6 > 0
taka, iz: jesli |[x — 0| < 4, to % > M. Niech M > 0. Liczba § > 0 ma by¢
taka, ze |z| < 9, czyli %| > %, a w konsekwencji %2 > 5%. Jesli przyjmiemy

L = M, czylid = -, to § > 0 oraz zachodzi - > M. To oznacza, ze
5 y Va3 z

lim & = co.
z—0 7T

. Pokazemy jeszcze raz, ze funkcja f(z) = ?12 ma w punkcie x¢g = 0 granicg
niewlasciwa +oo, tym razem korzystajac ze stylizacji Heinego. Niech (z;,)

bedzie dowolnym ciagiem o wyrazach r6znych od 0 takim, ze lim =z, = 0.

n—o0
Poniewaz mamy wtedy (z,,)? # 0 dla wszystkich n oraz lim 22 = 0, wiec:
n—oo
. . 1
lim f(z,)= lim — = oo,

otrzymujemy ostatecznie, ze lim — = co.
z—0 7T

. Funkcje trygonometryczne nie posiadaja granic dla ich argumentéw daza-
cych do 400 lub —oo.
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Zaktadamy, ze na konwersatorium stuchacze bgda mieli mozliwos¢é policzenia
dalszych przyktadéw, wraz z poznaniem pewnych typowych procedur, wykorzy-
stywanych przy obliczaniu granic.

Niektére wlasnosci wprowadzonych przed chwilg poje¢ zawiera ponizsze ich
wyliczenie (dowody znajda stuchacze np. w podreczniku Musielak, Musielak 2004,
strony 150-152):

WYBRANE WEASNOSCI.

1. Funkcja monotoniczna w pewnym otoczeniu punktu xy ma w tym punkcie
zaréwno granicg¢ prawostronna, jak i lewostronna.

2. Zalézmy, ze funkcja f jest okreslona dla wszystkich x takich, ze 0 < |z —
xo| < a, gdzie a > 0. Funkcja f ma granice g w punkcie g wtedy i tylko
wtedy, gdy f ma w x¢ zar6wno granicg prawostronna, jak i lewostronng i
obie te granice sa réwne g.

3. Jesli funkcja f jest monotoniczna w przedziale otwartym (a, b), to istnieje co
najwyzej przeliczalnie wiele punktéw w (a, b), w ktérych f nie ma granicy.

4. Zatézmy, ze funkcja f jest okreslona w przedziale niewtasciwym [a, 00),
gdzie a € R. Jesli f jest monotoniczna i ograniczona, to posiada skoriczong
granice przy argumencie dazacym do oo.

UWAGA. Ewentualnych czytelnikow tej notatki uprzejmie uprasza si¢ o pamigta-
nie, ze niniejszy wyktad jest jedynie fragmentem ustugowego kursu dla studen-
tow kognitywistyki, a ponadto ma bardzo ograniczone ramy czasowe. Nie stanowi
wigc w zadnym sensie powaznego wprowadzenia do problematyki analizy mate-
matycznej, ktére spelniatoby wymogi stawiane podrgcznikom przeznaczonym dla
studentéw matematyki. Stuchacze naszego wyktadu maja: pozna¢ wybrane pojgcia
matematyczne, przekonac sig, ze z ich wykorzystaniem mozliwa jest $cista charak-
terystyka pojec, ktérymi postugujemy sig¢ intuicyjnie, obejrze¢ proste przyktady,
Swiadomie i ze zrozumieniem przezy¢ stosowanie niezbyt skomplikowanych pro-
cedur dedukcyjnych. Nie wymaga si¢ od nich, aby byli jako$ szczegdlnie biegli
w matematyce. Starania wykladowcéw nakierowane s raczej na oswajanie stu-
chaczy z tworzeniem pojeé matematycznych oraz przeprowadzaniem rozumowan
dedukcyjnych. Te dwie procedury sa przeciez jednymi z najciekawszych umiejet-
nosci poznawczych umystu ludzkiego.

3 Ciaglos¢ funkcji

Rozwazmy kolejny problem poznawczy: czy jesli argumenty funkcji daza do pew-
nej granicy, to rowniez odpowiadajace im wartosci funkcji daza do liczby, ktéra jest
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wartoscia funkcji dla owej granicy ciggu argumentéw? Zauwazmy, ze poprzednio
(przy definiowaniu granicy funkcji w punkcie) interesowali§Smy si¢ jedynie proble-
mem zbiezno$ci ciagu warto$ci funkcji. Teraz pytamy dodatkowo o warto$¢ licz-
bowa granicy ciagu wartosci funkcji.

3.1 Definicja

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu (zg — a, ¢ + a) punktu
xo, gdzie a > 0. Méwimy, ze funkcja f jest ciqgta w punkcie xq, gdy istnieje
jej granica w tym punkcie i jest ona réwna jej wartoSci w tym punkcie, czyli
Jim f(z) = f(z0)

Stuchacze domyslaja si¢ juz, ze ciagtos¢ funkcji w punkcie charakteryzowad
mozna w dwdch stylizacjach, poniewaz samo pojecie granicy funkcji w punkcie
miato, jak widzieliSmy, dwie stylizacje: definicj¢ Cauchy’ego i definicj¢ Heinego.
Istotnie, z udowodnionego wyzej twierdzenia wynika twierdzenie nastgpujace:
TWIERDZENIE. Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu (xg —
a,xo + a) punktu xq, gdzie a > 0. Funkcja f jest ciqgta w punkcie xo wtedy i
tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z wzajemnie rownowaznych nastepujqcych warun-
kow:

1. CIAGLOSC W SENSIE CAUCHY’ EGO. Dla kazdego € > 0 istnieje § > 0
taka, zZe: jesli |x — xo| < 6, to | f(z) — f(z0)| < &.

2. CIAGLOSC W SENSIE HEINEGO. Dla kazdego ciqgu (x,,) zbieznego do x,
ciqg (f(zn)) jest zbiezny do f(x).

PRZYKLADY.
1. Ciqgtos¢ funkcji elementarnych.

(a) Funkcje: state, liniowe, famane sg ciagle w kazdym punkcie przedziatu
otwartego (a, b), w ktérym sg okreslone.

(b) Funkcja schodkowa jest ciagla we wszystkich punktach poza punktami,
w ktorych zmienia wartosc.

(c) Funkcja potggowa f(x) = z™ jest ciagta w kazdym punkcie.
(d) Funkcja wielomianowa jest ciagta w kazdym punkcie.

(e) Funkcja wymierna jest ciagla we wszystkich punktach, w ktérych jest
okreslona.

(f) Funkcja wykladnicza jest ciagta w kazdym punkcie.
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(g) Funkcja logarytmiczna jest ciagta w kazdym punkcie = > 0.

(h) Funkcja f(z) = z¢, gdzie « jest liczba rzeczywista, za§ x > 0 jest
ciagta we wszystkich punktach x > 0.

(i) Funkcje sinus i cosinus sg ciagte w kazdym punkcie.

(j) Funkcja tangens jest ciagta w kazdym punkcie x # (2-n + 1) -

o

Funkcja cotangens jest ciagta w kazdym punkcie x # n - 7.
2. Funkcja f(x) = 2% nie jest ciagta w punkcie 29 = 0, poniewaz nie jest
w nim okreslona. Jesli jednak przyjmiemy, ze f(0) = 1, to tak uzupetniona
funkcja jest ciagla w punkcie ¢y = 0. Zachgcamy stuchaczy do samodziel-

nego zmierzenia si¢ z udowodnieniem, ze lim *7* = 1. Wskazéwka: sko-
z—0

rzystaj z nieréwnosci sinx < x dla x > 0 oraz sporzadzZ rysunek, pozwala-
jacy uzasadni¢, zetgz > v dla0 < z < 7.

3. Funkcja f(z) = m% nie jest ciagta w punkcie xg = 0, poniewaz nie ma w
tym punkcie granicy.

Zaktadamy, ze na konwersatorium stuchacze bgeda mieli mozliwos¢ policzenia
dalszych przyktadéw, wraz z poznaniem pewnych typowych procedur, wykorzy-
stywanych przy ustalaniu ciagtoSci funkcji w punkcie.

3.2 Rodzaje nieciaglosci

Podaje si¢ klasyfikacje punktow nieciqgtosci funkcji, uwzgledniajace powody, dla
ktérych brak ciaglosci. Niech funkcja f bedzie okres§lona w pewnym otoczeniu
(xo — a,xo + a) punktu zo, gdzie a > 0 oraz niech f nie bedzie ciagta w zo.
Moéwimy, ze:

1. Funkcja f ma w punkcie xq nieciqgtos¢ pierwszego rodzaju, gdy istnieja
granice jednostronne lim f(z)oraz lim f(x). Jezeli przy tym f ma gra-
nice lim f(z), to nieciagtos¢ w punkcie xog nazywamy usuwalng, a jesli ta

T—T0
granica nie istnieje, to nieciaglo$é nazywamy nieusuwalng.
2. Funkcja f ma w punkcie zq nieciqgtos¢ drugiego rodzaju, gdy nie istnieje

co najmniej jedna z granic jednostronnych: lim f(z)oraz lim f(x).

PRZYKLADY.

1. Rozwazana wcze$niej funkcja f okre§lona warunkami:
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(@) f(z)=axdlaxz <0
) f(z)=2*+1dlaxz >0

nie jest ciggla w punkcie g = 0, poniewaz nie ma w tym punkcie granicy
(jak pamigtamy, jej granica lewostronna w tym punkcie jest r6zna od jej
granicy prawostronnej w tym punkcie).

2. Funkcja f(z) = z% nie jest ciagta w punkcie o = 0, poniewaz nie ma w
tym punkcie granicy.

3. Funkcja f(x) = sin% dla x # 0 oraz f(0) = 0 nie jest ciagta w punkcie
o = 0, poniewaz nie ma w tym punkcie granicy.

4. Funkcja f(x) = % nie jest ciagta w punkcie g = 0, poniewaz nie jest w
nim okreSlona.

5. Funkcja Dirichleta (przyjmujaca warto$¢ 1 dla argumentéw wymiernych, a
warto$¢ 0 dla argumentow niewymiernych) jest nieciagta w kazdym punkcie.
Informacja dla ciekawskich: mozna udowodnic¢, ze funkcja Dirichleta daje
si¢ okresli¢ wzorem:

2k:)'

1 i |7,
JLI&(kILI&(COS(n. T-x))

Zaktadamy, ze na konwersatorium stuchacze beda mieli mozliwos¢é policzenia
dalszych przyktadéw, wraz z poznaniem pewnych typowych procedur, wykorzy-
stywanych przy ustalaniu nieciagtosci funkcji w punkcie.

3.3 Wybrane wlasnosci funkcji ciaglych

Niektére wlasnosci funkcji ciagtych w ustalonym punkcie podaje ponizsze zesta-
wienie (dowody znajda stuchacze np. w podreczniku Musielak, Musielak 2004, na
stronach 154-157):

WYBRANE WEASNOSCL.

1. Jezeli funkcje f oraz g sa ciaglte w punkcie xg, to ciagte w tym punkcie sg
réwniez funkcje: f+g, f —g, f-goraz c- f, gdzie ¢ € R. Jezeli dodatkowo
f

g(zg) # 0, to ciagle w punkcie x( sa takze funkcje: é oraz .

2. Zalézmy, ze funkcje f, g oraz h sa okreslone i spetniaja nieréwnosci f(x) <
h(z) < g(xz) w pewnym otoczeniu (x¢ — a, xg + a) punktu x¢, gdzie a > 0.
Jesli f oraz g sa ciagle w punkcie z¢ oraz f(z9) = g(zo), to funkcja h
rOwniez jest ciagta w punkcie x.
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3. Zat6zmy, ze funkcja g jest ciagta w punkcie z(, natomiast funkcja f jest
ciagta w punkcie g(zp). Wtedy funkcja ztozona f o g jest ciagta w punkcie
xg. Przypominamy, ze (f o g)(x) = f(g(z)).

Podobnie jak w przypadku granic jednostronnych, rozwaza¢ mozna takze ro-
dzaje ciggtosci jednostronnej:

1. Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym przedziale [zg, o + a), gdzie
a > 0. Méwimy, ze f jest prawostronnie ciqgta w punkcie g, gdy f ma

granicg prawostronng w xo oraz lim f(x) = f(xo).
x%xa'

2. Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym przedziale (z¢ — a, o], gdzie
a > 0. Méwimy, ze f jest lewostronnie ciggta w punkcie xy, gdy f ma

granicg lewostronng w 2o oraz lim f(z) = f(xg).
=T

3.4 Ciaglos$¢ funkcji w zbiorze

Ciagtos¢ funkcji w punkcie jest wlasnoscia lokalng. Z. oczywistych powodow je-
steSmy tez zainteresowani pewnymi globalnymi wtasno$ciami funkcji, czyli wia-
snoSciami, ktore jej przystuguja dla wszystkich punktéw okreS§lonego podzbioru jej
dziedziny.

Niech funkcja f bedzie okreslona w niepustym zbiorze X C R. Méwimy, ze f
Jjest ciagta w punkcie xo wzgledem zbioru X, gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje § > 0
taka, ze: jezeli x € X oraz |z — xo| < d,t0 |f(z) — f(x0)| < &.

Jezeli funkcja f jest okre§lona w niepustym zbiorze X C R i jest ciagla w
kazdym punkcie zg € X wzglegdem zbioru X, to méwimy, ze f jest ciggta w
zbiorze X.

Powyzsze definicje podano w stylizacji Cauchy’ego. Niech bedzie wdzigcz-
nym wyzwaniem dla stuchaczy twércza zaduma nad tym, jak mozna te definicje
sformutowac w stylizacji Heinego.

WYBRANE WEASNOSCI.

1. Funkcja okreslona w przedziale domknigtym [a, b] jest ciagta w [a, b] wtedy
i tylko wtedy, gdy:

(a) f jestciagta w kazdym punkcie przedziatu otwartego (a, b) oraz
(b) jest prawostronnie ciagla w punkcie a oraz

(c) jest lewostronnie ciagta w punkcie b.

2. Funkcja ciagta w przedziale domknigtym jest w tym przedziale ograniczona.
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3. Funkcja ciagta w przedziale domknigtym osiaga w tym przedziale swoje
kresy.

Dowody powyzszych wiasnos$ci znajda stuchacze np. w podrgczniku Musielak,
Musielak 2004, na stronach 158-159. Podkre§lmy, ze w dowodach dwdéch ostat-
nich z wymienionych wtasnosci istotnie korzystamy z aksjomatu cigglosci.

Dla przyktadu, udowodnimy, ze funkcja ciagla w przedziale domknigtym jest
w tym przedziale ograniczona. Wykorzystamy w tym celu twierdzenie Bolzano-
Weierstrassa udowodnione na poprzednim wyktadzie. Przeprowadzimy rozumo-
wanie nie wprost. Zatézmy zatem, ze funkcja f jest ciagta w przedziale [a, b] oraz
przypusémy, ze f nie jest w tym przedziale ograniczona. Istnieje zatem ciag (x,,)
taki, ze z, € [a,b] dla wszystkich n > 1 oraz nh_)rrolo |f(xn)| = oo. Na mocy

twierdzenia Bolzano-Weierstrassa ciag (z,) zawiera podciag (x,,,) zbiezny do
pewnego punktu zo € [a, b]. W konsekwencji, lim f(z,,) = f(zo). Jednak, na
n—oo

mocy poczynionego przypuszczenia, lim |f(x.,,)| = oo, a wige otrzymujemy
n—oo

sprzeczno$¢. Trzeba zatem odrzucié przypuszczenie dowodu nie wprost, co ozna-
cza, ze funkcja f jest ograniczona w przedziale [a, b].

3.5 Jednostajna ciaglos¢ funkcji

Niech funkcja f bgdzie okreSlona w niepustym zbiorze X C R. Méwimy, ze f jest
Jjednostajnie ciqgta w zbiorze X, gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze dla
wszystkich z,y € X:jesli [z —y| < d,to |f(z) — f(y)| <e.

Zauwazmy, ze w powyzszej definicji liczba & jest wspdlnym ograniczeniem
rozwazanych odleglosci migdzy punktami, a wigc nie jest wybierana dla kazdego
z tych punktéw z osobna.

Zauwazmy, ze np. funkcja f(x) = % jest ciagta w kazdym punkcie przedziatu
otwartego (0, 1), ale nie jest w tym przedziale jednostajnie ciagta. Dla dowolnej
6 > 0 mozna bowiem wybra¢ w tym przedziale punkty x1 oraz xo w taki sposéb,

1 1

ze liczba |- — - jest dowolnie duza.

WYBRANE WEASNOSCI.

1. Funkcja jednostajnie ciagla w zbiorze X jest ciagta w tym zbiorze (ale nie-
koniecznie na odwrot).

2. Funkcja ciagta w przedziale domknigtym jest w tym przedziale jednostajnie
ciagla.

Dla przyktadu, udowodnimy druga z wymienionych wtasnosci. Wykorzystamy
w tym celu twierdzenie Bolzano-Weierstrassa udowodnione na poprzednim wykla-
dzie. Przeprowadzimy rozumowanie nie wprost.
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1. Zat6zmy, ze funkcja f jest ciagta w [a, b] i przypusémy, ze f nie jest jedno-
stajnie ciaglta w [a, b].

2. Istnieje zatem liczba ¢ > 0 taka, ze dla kazdej 6 > 0 istnieja punkty =,y €
[a, b] dla ktérych: |z —y| < d oraz | f(x) — f(y)| > e.

3. Mozemy wybraé ciagi z,, oraz y,, punktéw przedziatu [a, b] w ten sposéb,
ze |zy — yn| < 2 oraz |f(2,) — f(yn)| > € dla wszystkich n > 1.

4. Oba te ciagi sa oczywiScie ograniczone.

5. Namocy twierdzenia Bolzano-Weierstrassa ciag (x,,) zawiera podciag (zy,,)
zbiezny do y.

6. Na mocy nieréwnosci |Zp,, — Ym,,| < -~ wnioskujemy, ze ciag (ym,, ) jest
zbiezny do .

7. Wynika z tego, ze lim f(zy,,) = f(y) oraz lim f(ym,) = f(y).
n—oo n—oo
8. To z kolei oznacza, ze lim |f(xm,) — f(ym, )| = 0.
n—oo

9. Ta réwnos¢ jest jednak sprzeczna z nieréwnoscia | f(z,,) — f(yn)| = € dla
wszystkich n > 1.

10. Przypuszczenie dowodu nie wprost musimy zatem odrzucié, co oznacza, ze
funkcja f jest jednostajnie ciagta w [a, b].

3.6 Twierdzenie Darboux

Niektdrzy stuchacze mogli poczué si¢ znuzeni licznymi subtelno$ciami pojgcio-
wymi wprowadzonymi w tym wykladzie, a takze zniecierpliwieni tym, ze range
twierdzen przypisuje si¢ obserwacjom, ktére wydajq sig intuicyjnie oczywiste. Jak
poucza historia matematyki (a takze epistemologia), oczywistos¢ bywa ztudna pu-
tapka. Tak wigc, np. stwierdzenie, ze funkcja ciagta w przedziale domknigtym jest
w tym przedziale ograniczona istotnie wymaga dowodu, nie wystarcza tu odwo-
tanie si¢ np. do rysunku. Podobnie rzecz ma si¢ z nastgpujacq wazna wlasnoscia,
charakteryzujaca funkcje ciagte:

TWIERDZENIE DARBOUX. Zatdzmy, ze funkcja f jest ciqgta w przedziale I (nie-
koniecznie domknigtym) oraz Ze w punktach x1,xo € I takich, ze x1 < x2 przyj-
muje rozne wartosci y1 = f(x1) oraz yo = f(x2). Wtedy w przedziale domknig-
tym [x1, x2| funkcja f przyjmuje wszystkie wartosci posrednie migdzy y1 oraz ys,
czyli dla kazdego yo zawartego migdzy y1 oraz ya istnieje xo € [v1,x2] taki, Ze
yo = f(xo).
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DowOD. Przeprowadzimy dowdd metoda nie wprost, wykorzystujac przy tym
udowodniony wyzej fakt, ze funkcja ciagta w przedziale domknigtym jest w tym
przedziale jednostajnie ciagta. Mozna oczywiscie zalozy¢, ze y1 < yo.

1.

10.
11.

12.
13.

14.

. Niech mianowicie 1 = 29 < 21 < ... < 2z, = X9, gdzie 2z — 231 =

Przypusémy, ze dla pewnego yo € (y1, y2) nie istnieje zg € [r1, x2] taki, ze
Yo = f(zo).

. Wtedy funkcja g(x) = yo — f(x) jest ciagta i r6zna od 0 w przedziale do-

mknigtym [z, x2].

. Réwniez funkcja h(z) = ﬁ jest ciagta w przedziale domknigtym [x1, z2).

. Poniewaz funkcja ciagta w przedziale domknigtym jest w nim ograniczona,

wigc h jest ograniczona.

. Oznacza to, ze istnieje liczba ¢ > 0 taka, iz |y — f(x)| > edlax € [z1, z2].

. Poniewaz f jest ciagta w przedziale domknigtym [z, z2], wigc jest w nim

jednostajnie ciagla.

. Istnieje zatem 0 > 0 taka, ze: jezeli |v — xo| < d dla x, 20 € [21, 2], tO

[f (@) = f(xo)| <e.

. Dzielimy teraz przedziat [x1, 23] na n czgsci o réwnej dtugosci 2 < 4.

x2—x1
n

dlal <k <n.
Mamy wtedy: |f(zx) — f(zk—1)| <edlal <k < n.

Poniewaz f(x1) = y1 < y2 = f(x2), wigc istnieje liczba m taka, ze 1 <
m < noraz f(zm—1) < yo < f(zm).

Wynika z tego, ze 0 < yo — f(2m—1) < f(zm) — f(zm-1) <e.

To jednak jest sprzeczne z otrzymang wyzej nieréwnoscia |yo — f(z)| > &
dlax € [z1, z2].

Przypuszczenie dowodu nie wprost musimy zatem odrzuci¢. W konsekwen-
cji, dla kazdego yo € (y1, y2) istnieje xg € [z1, z2] taki, ze yo = f(x0).

% 3k 3k

Na zakoniczenie tego punktu dodajmy, ze informacje na temat granic oraz cia-
glosci funkcji w dowolnych przestrzeniach metrycznych znajda zainteresowani stu-
chacze np. w podrgczniku Musielak, Musielak 2004, na stronach 164—171.
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4 Dodatek: ciagi i szeregi funkcyjne

Ciagi, ktérych elementami sa funkcje rzeczywiste oraz szeregi stowarzyszone z
takim ciaggami odgrywaja istotng role w analizie matematycznej, a takze w nie-
zliczonych jej empirycznych zastosowaniach. W tym czysto ustugowym kursie nie
mozemy poswigci¢ im wiele uwagi, napomkniemy tylko o kilku pojeciach i faktach
z nimi zwigzanych. Ograniczymy si¢ do ciagdw i szeregéw dla funkcji rzeczywi-
stych, cho¢ wspominane konstrukcje zachowuja wazno$¢ dla ogélnych przestrzeni
metrycznych.

PRZYKLADY.

1. Ciag fu(z) =12

2. Ciag fn(x) = a™.

3. Ciag fn(x) = 2™ - (1 —x)™

Rozwaza si¢ dwa rodzaje zbieznoSci ciagéw funkcyjnych:

1. Niech (f,) bedzie ciagiem funkcji o warto$ciach rzeczywistych okreslo-
nych na niepustym zbiorze X C R. Méwimy, ze ciag (f,) jest punktowo
zbiezny do funkcji f o wartoSciach rzeczywistych okre§lonej na X, gdy
nhﬁn;() fn(x) = f(x) dla kazdego x € X.

2. Niech (f,) bedzie ciagiem funkcji o wartoSciach rzeczywistych okreslo-
nych na niepustym zbiorze X C R. M6wimy, ze ciag (f,,) jest jednostajnie
zbiezny do funkcji f o warto$ciach rzeczywistych okreslonej na X, gdy dla
kazdego ¢ > 0 istnieje liczba N taka, ze |f,,(x) — f(x)| < e dla wszystkich
x € X.Zauwazmy, ze w tej definicji liczba N jest wybierana niezaleznie od
punktéw z € X.

Jednostajng zbiezno$¢ ciagéw funkcyjnych charakteryzowac¢ mozna przez sto-
sowna modyfikacj¢ warunku Cauchy’ego zbiezno$ci ciagéw. Ten rodzaj zbiezno-
Sci ma tez prosta interpretacje geometryczng, dotyczaca wykresow rozwazanych
funkcji.

Wspomnimy jeszcze, bez wnikania w szczegoty, ze granica jednostajnie zbiez-
nego ciagu funkcji ciagltych jest funkcja ciaglta, natomiast punktowo zbiezny ciag
funkcji ciagtych moze nie mie¢ jako swojej granicy funkcji ciagte;.

PRZYKELADY.

1. Ciag funkcji f,,(x) = a™ jest zbiezny punktowo do funkcji f(z) takiej, ze
f(x) =0dla0 < =z < 1oraz f(1) = 1. Zauwazmy, ze wszystkie funkcje

21



fn sa ciagte w przedziale domknigtym [0, 1], natomiast funkcja f nie jest
ciagla w tym przedziale. Ciag ten nie jest jednostajnie zbiezny w przedziale
domknigtym [0, 1], co sprawdzi¢ mozna nietrudnym rachunkiem.

2. Ciag fn(x) = a™ - (1 — x)™ jest zbiezny do funkcji statej réwnej zero dla
x € [0, 1]. Ponadto, ciag ten jest jednostajnie zbiezny do swojej granicy, co
sprawdzi¢ mozna nietrudnym rachunkiem.

o0
Dla szeregéw funkcyjnych o postaci Y f,(z) (gdzie z € X C R) réwniez
n=0
okreslic mozna pojecie zbieznoSci.
Niech (f,,) bedzie ciagiem funkcji o warto$ciach rzeczywistych okreslonych
o
na niepustym zbiorze X C R. Méwimy, ze szereg > fn(x) jest jednostajnie
n=0

n
zbiezny w X do sumy s(z), gdy ciag jego sum czgsciowych sy, (z) = > fr(x) jest
k=0
jednostajnie zbiezny do s(z) w X.

Opracowano rézne kryteria, pozwalajace ustala¢ jednostajng zbieznos$¢ szere-
g6éw funkcyjnych. Aby nie straszy¢ stuchaczy powiemy jedynie, ze s3 to sprawy
wymagajace wykorzystania czasem do$¢ zaawansowanego aparatu matematycz-
nego. Jesli stuchacze znajda si¢ w sytuacji, gdy trzeba bedzie odwotac si¢ do tych
faktéw, to zechca samodzielnie przedrzec si¢ przez odpowiednie fragmenty litera-
tury przedmiotu (zob. np. pozycje wymienione nizej w bibliografii).

Szczegdlnie istotne w wielu zastosowaniach sa szeregi potegowe. Sa to szeregi

[e.@] [e.e]
funkcyjne o postaci Y a, - z" lub Y ay - (x — )", gdzie wspdtczynniki a,, sa

n=0 n=0
liczbami rzeczywistymi (ewentualnie liczbami zespolonymi).
o

Promieniem zbieznosci szeregu potggowego » . a, - " nazywamy kres gérny
n=0

o0

R zbioru tych liczb |z|, dla ktérych szereg > a, - 2™ jest zbiezny (gdy zbidr
n=0

ten nie jest ograniczony, to przyjmujemy R = oo). Przedziat (— R, R) nazywamy

przedziatem zbieznosci szeregu potggowego o promieniu zbieznosci R.
WYBRANE WEASNOSCI.

o0
1. Szereg potegowy > a, - ™ o promieniu zbieznosci R jest:

n=0

(a) zbiezny w przedziale (—R, R), gdzie R > 0

(b) jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale [-R + ¢, R — ¢, dla 0 <
e< R
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(c) rozbiezny na zewnatrz przedziatu [— R, R] dla R < oc.

2. Jezeli ciag ( a“ﬁ ) ma granice g, to g jest promieniem zbieznosci szeregu

o0
S ap - a™
n=0

3. Suma szeregu potggowego jest funkcja ciagla wewnatrz przedzialu zbiezno-
Sci tego szeregu.

% 3k 3k

W niniejszej notatce istotnie wykorzystaliSmy material zawarty w podreczniku
Musielak, Musielak 2004. Stuchacze ewentualnie zainteresowani dalszymi wiado-
mosciami dotyczacymi granic i ciagltosci zechca zajrze¢ np. do pozycji wymienio-
nych w bibliografii niniejszej notatki.

5 Zacheta do refleksji

1. Czy wlasnos$¢ ciagtosci ma realnos¢ fizyczng?

2. UstaliliSmy, ze nie istnieja nieskoriczone liczby rzeczywiste (aksjomat Ar-
chimedesa!). Jaki jest zatem sens napisu lim f(z) = 00?
r—a

3. Czy do méwienia o ciaglosci funkcji konieczne jest zatozenie aksjomatu cig-
glosci?

4. Kazdy potrafi pomalowaé ptot zwyktym pedzlem. Zastanéw si¢ nad mozli-
wosciami ,,pomalowania” np. wngtrza kota pgdzlem, ktérego koficéwka jest
doktadnie jednym punktem.

6 Podsumowanie
To, co nalezy zapamigtaé z niniejszego wyktadu:

1. Granica funkcji w punkcie, definicja Heinego i definicja Cauchy’ego.

2. Ciagtos¢ funkcji w punkcie, definicja Heinego i definicja Cauchy’ego.

3. Ciagtosc i jednostajna ciagtos¢ funkcji.

4. Ciag funkcyjny i jego granica.
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