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W tym pliku wyliczamy pojecia, twierdzenia, konstrukcje, przyktady, ktére
omoéwione zostang podczas wyktadu. Przypominamy réwniez niektére pojecia,
omawiane w szkole. DIa uciechy dodajemy gar§¢ zagadek matematycznych, kt6-
rych rozwigzania podane zostang podczas dalszych wyktadow.
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Rachunek zbiorow

Na pierwszym wykladzie oméwimy najbardziej elementarne pojecia dotyczace
zbioréw. Niektore bardziej ztozone konstrukcje pojawia si¢ nieco pdzniej.
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2.

10.
11.
12.
13.

. Pojecia pierwotne teorii mnogosci.
Sposoby okreslania zbior6w: wyliczenie elementéw i warunki definiujace.
. Operacje na zbiorach.
. Relacje migdzy zbiorami.
. Pary uporzadkowane.
Zbidr pusty, zbidr potggowy, produkty i potegi kartezjanskie.
. Zbiory skoniczone i nieskoniczone: intuicje.
. Operacje nieskoficzone na zbiorach.
. Wizualizacje: diagramy Venna i Carrolla.
Przyktady liczbowe.
Przyktady geometryczne.
Aksjomaty teorii mnogosci.
Zacheta do refleksji:
(a) Czy mozna wszystkie zbiory zebra¢ w jeden zbidr?
(b) Czy dowolna wtasno$¢ wyznacza jaki$ zbiér?
(c) Czy reka jest zbiorem palcoéw?

(d) Czy zbiér moze mieé rozmyte granice?

(e) Obecnie dos¢ powszechnie uwaza si¢ teorig¢ mnogosci za podstawe ca-
tej matematyki. Ale przeciez teoria ta powstata stosunkowo niedawno.
W jaki zatem sposéb uprawiano wcze$niej matematyke, na czym ba-
zowano?

(f) Czy liczby sg zbiorami?

(g) Czy mozna opisac rodzing wszystkich podzbioréw zbioru N?

(h) Czy mozna narysowaé diagram Venna dla dowolnej skoriczonej liczby
zbioréw?



2 Rachunek relacji

Wazne: u§wiadomienie studentom, ze np. struktury liczbowe rozpatrujemy zwykle
jako zbiory obiektéw powiazanych relacjami (w tym funkcjami).

1. Proste przyktady arytmetyczne i geometryczne.

2. WiasnoSci relacji dwuargumentowych.

(a) Zwrotnosé, przeciwzwrotnosé, symetria, asymetria, przechodnios¢, spéj-
nos¢, antysymetria, serialnos¢, itd.

(b) Podobienistwa i opozycije.

(c) Relacje réwnowaznosci, podziaty, klasyfikacje.
3. Operacje na relacjach.

(a) Operacje boolowskie.
(b) Konwers.
(c) Zlozenie.

(d) Zwiazki migdzy wlasnoSciami relacji a operacjami na nich.
4. Reprezentacje: grafy, macierze incydencji, reprezentacje geometryczne.

5. Zacheta do refleks;ji:

(a) Jakiego typu relacja jest zwigzek przyczynowo skutkowy?
(b) Jak wyrazi€ sife (stopiefi) zachodzenia relacji?
(c) Jakiego typu relacja jest analogia?

(d) Jak wiadomo, do zdrady trzeba trojga. Jakie wlasnosSci maja relacje
tréjargumentowe (czteroargumentowe, itd.)?

(e) Czy relacje moga mie¢ zmienna liczbg argumentéw?

(f) Czy relacje mogg mie¢ nieograniczong liczbg argumentéw?

3 Funkcje

Wazne: u§wiadomienie studentom, ze funkcje traktujemy jako obiekty matema-
tyczne (relacje, zbiory), a nie jako procesy itp.

1. Proste przyktady arytmetyczne i geometryczne.



Podstawowe pojecia zwiazane z funkcjami (dziedzina, przeciwdziedzina,
obrazy i przeciwobrazy zbioréw, ztozenie funkcji, funkcja odwrotna, itd.).

. Rodzaje funkcji: iniekcje, surjekcje, bijekcje.

Definicja Dedekinda zbioréw nieskoniczonych.

Zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne.

. Definicja von Neumanna liczb naturalnych.

. Przypomnienie: funkcje poznane w szkole.

Notacje dla funkcji.

. Zacheta do refleksji:

(a) Czy kazda funkcja ma jaki$ opis jezykowy?
(b) Czy mozna sporzadzi¢ wykres dowolnej funkcji?
(c) Co to znaczy, ze jedna funkcja ro$nie szybciej od drugiej?

(d) Ze szkoty znasz funkcje silnia, zdefiniowana dla liczb naturalnych. Czy
istnieje podobna do niej funkcja dla liczb rzeczywistych?

(e) Przypusémy, ze Wszech$wiat jest skoniczony. Jaki jest wtedy sens mo-
wienia o zbiorach nieskoficzonych?

4 Kombinatoryka i ciagi liczbhowe

Celem tego wykladu jest oswojenie studentéw z prostymi wilasnoSciami kombi-
natorycznymi, pojeciem rekurencji, zastosowaniami zasady indukcji matematycz-
nej. Przygotowujemy réwniez studentéw do rozumienia poje¢ rachunku rézniczko-
wego. Mozna tez oswajac studentéw z zagadnieniami probabilistycznymi w skon-
czonych przestrzeniach zdarzen elementarnych.

1.

2.

Przyktady prostych zagadnieri kombinatorycznych.
Permutacje, wariacje, kombinacje.

Wzér dwumianowy, tréjkat Pascala.

. Ciagi liczbowe. Rekurencja.

Ciagi liczbowe. Zastosowania zasady indukcji matematyczne;j.



6. Ciagi liczbowe: ograniczenie, monotoniczno$é, zbieznosc.
7. Proste przyktady szeregéw liczbowych.
8. Prawdopodobiefistwo w skoficzonych przestrzeniach probabilistycznych.

9. Zacheta do refleks;ji:

(a) Czy stosujac zasade indukcji matematycznej wykorzystujemy skon-
czong czy tez nieskoniczong liczbg przestanek?

(b) Czy istnieje ciag (liczb rzeczywistych) najszybciej zbiezny?
(c) Czy istnieje ciag (liczb rzeczywistych) najwolniej rozbiezny?

(d) Liczby wymierne maja skoiiczone lub okresowe rozwinigcia dziesigtne.
Czy w rozwinigciach dziesigtnych liczb niewymiernych nie ma zad-
nych regularno$ci? A co z zapisami w innej bazie liczbowej? A jak
wygladaja utamki taricuchowe reprezentujace liczby?

S5 Struktury porzadkowe
Relacje porzadkujace przedstawiane sa jako jeden z typéw regularnosci.

1. Porzadki czeSciowe i liniowe.
2. Porzadki ostre i nieostre.

3. Porzadki dyskretne i geste.

4. Lancuchy i antytaficuchy.

5. Elementy: minimalne, maksymalne, najmniejszy i najwigkszy.
6. Ograniczenia i kresy.

7. Lemat Kuratowskiego-Zorna.
8. Drzewa.

9. Lemat Koniga.
10. Dobre porzadki.
11. Porzadki ciagle.

12. Kraty i algebry Boole’a: definicja porzadkowa.



13.

Informacja o liczbach porzadkowych.

14. Zacheta do refleksji:

(a) Czy mozna uporzadkowaé liniowo wszystkie galezie nieskonczonego
drzewa dwojkowego?

(b) Czy w zbiorach N, Z, Q, R jaki$ porzadek jest wyrdzniony (np. przez
wiasnoSci arytmetyczne)?

(c) Czy gestos¢ porzadku moze by¢ stopniowalna?

(d) Czy jest sensowne méwienie o porzadku kotowym?

(e) Przypusémy, ze — w jakiej$s §wiadomie aktywnej formie — bylbys istota
trwajaca wiecznie. W jaki sposéb uporzadkowatbys tg wieczno$¢? Za-
uwaz, ze jeSli poSwigcisz np. pierwsze sto miliardéw lat na §piewa-
nie piesni religijnych, a nastgpne sto miliardéw lat na picie piwa, to
po owych dwustu miliardach lat znéw jeste§ w punkcie wyjScia: masz
przed soba nieskoficzonos¢ trwania. Mozesz powtérzy¢é dwa poprzed-
nie wybory. I jeszcze raz. I jeszcze raz. Na pewno masz ciekawsze
pomysty na wieczno§¢ trwania — podziel si¢ nimi.

6 Struktury algebraiczne

Ten wyktad nie ma epatowac studenta mnogoscia struktur algebraicznych, ale ra-
czej oswoié go ze strukturalnym ujeciem wspdlczesnej matematyki. Wazne: rozu-
mienie poj¢¢ homomorfizmu oraz izomorfizmu.

1.
2.

Przyktady: symetrie, arytmetyka modularna, itd.
Struktury, podstruktury, struktury ilorazowe.
Homomorfizmy i izomorfizmy.

Kongruencje.

. Konstrukcje systeméw liczbowych.

. Dzialania na macierzach.

. Kraty i algebry Boole’a: definicja algebraiczna.

. Grupy, pierscienie, ciata: definicje i proste przyktady.

. Zacheta do refleks;ji:



(a) Czy mozliwe jest nieokresowe pokrycie plaszczyzny za pomoca wie-
lokatéw np. dwéch rodzajow?

(b) Sktadanie obrotéw na ptaszczyZnie jest przemienne. Czy przemienne
jest sktadanie obrotéw w przestrzeni trojwymiarowe;j?

(c) Zakresy pojeé sa zbiorami, a wigc mozna na nich wykonywaé operacje
boolowskie. Jaka strukture tworzy zestaw wszystkich zakreséw pojec
rzeczywisScie uzywanych w danym jezyku?

(d) Czy oprécz grup, piericieni i cial istnieja inne wazne struktury mate-
matyczne? W szkole méwilo si¢ o wektorach — jaka strukturg tworza
wektory?

7 Struktury topologiczne

Nie planuje si¢ wyktadu topologii ogélnej. Omawiane bgda wlasciwie tylko te po-
jecia topologiczne, ktére wykorzystywane sa péZniej w wyktadach dotyczacych
analizy rzeczywiste;.

1. Bliskos$é, otoczenie, przeksztatcenie zachowujace blisko$¢: nieformalna dys-
kusja.

2. Punkty: wewnetrzne, zewngtrzne, brzegowe, domknigcia, izolowane, sku-
pienia — nieformalna dyskusja.

3. Zbiory otwarte i domknigte, wnetrze, domknigcie, brzeg: nieformalna dys-
kusja.

4. Odlegtosé: nieformalna dyskusja.

5. Zwarto$€ 1 spdjnos¢: nieformalna dyskusja.

6. Ksztalt i potozenie: nieformalna dyskusja.

7. Formalne definicje wyzej wymienionych pojec.

8. Topologia naturalna w przestrzeniach euklidesowych: przyktady dla R, R?,
R3.

9. Zacheta do refleks;ji:

(a) Jak klasyfikowac ksztatty?
(b) Czym jest dziura?



(c) Jak wyobrazamy sobie wymiar?
(d) Jak sensownie okresla¢ odlegtos¢?

(e) Gdy z okrggu usuniemy jeden punkt, dostaniemy odcinek otwarty. Co
dostaniemy, gdy do prostej dodamy jeden punkt?

(f) Co dostaniemy, gdy ze sfery usuniemy jeden punkt?

8 Granice i ciaglos¢

Wyktad ograniczony jest do oméwienia pojgé granicy oraz ciagtosci w przypadku
funkcji jednej zmiennej rzeczywiste;j.

1. Rézne mozliwosci definiowania liczb rzeczywistych (np.: przekroje Dede-
kinda, klasy réwnowaznosci ciagéw Cauchy’ego).

2. Rola aksjomatu ciagtosci.

3. Cialo uporzadkowane w sposéb zupelny (z metryka) jako podstawa analizy
rzeczywistej.

4. Przypomnienie: ciagi liczbowe, ich wtasnosci i zbiezno$¢. Punkty skupienia
i twierdzenie Bolzano-Weierstrassa.

5. Zbieznos¢ szeregéw liczbowych.
6. Granica funkcji w punkcie. Granice niewlasciwe.
7. Ciaglos¢ funkcji w punkcie.
8. Wybrane wiasnosci funkcji ciagtych.
9. Jednostajna ciagtos¢ funkcji.
10. Zbieznos$¢ i jednostajna zbiezno$¢ ciagdéw funkcji.
11. Szeregi funkcyjne i potggowe.
12. Zachgta do refieks;ji:

(a) Czy wilasnos¢ ciagtosci ma realnos$¢ fizyczna?

(b) UstaliliSmy, ze nie istnieja nieskoriczone liczby rzeczywiste (aksjomat
Archimedesa!). Jaki jest zatem sens napisu lim f(z) = c0?
Tr—a



(c) Czy do moéwienia o ciagtosci funkcji konieczne jest zalozenie aksjo-
matu ciagtosci?

(d) Kazdy potrafi pomalowaé ptot zwyktym pedzlem. Zastanéw si¢ nad
mozliwo$ciami ,,pomalowania” np. wngtrza kota pedzlem, ktérego koni-
cowka jest doktadnie jednym punktem.

9 Rozniczkowanie

Wyktad wprowadza pojecie pochodnej funkcji rzeczywistej jednej zmiennej oraz
podaje podstawowe wzory dotyczace rézniczkowania.

1. Problem: wyznaczanie stycznej do krzywe;j.

2. Problem: ustalanie predkoSci chwilowe;j.

3. Iloraz ré6znicowy.

4. Pochodna funkcji w punkcie. Pochodna funkcji.

5. Przyktady obliczania pochodnych; reguta tancuchowa, pochodna funkcji od-
wrotnej, pochodna iloczynu i ilorazu funkcji, itd.

6. Ciaglo$¢ a rézniczkowalnosé.
7. Pochodne wyzszych rzgdow.
8. Reguta de I’Hospitala.

9. Zacheta do refleks;ji:

(a) Jaki jest sens fizyczny wyzszych pochodnych (np. dla funkcji opisuja-
cej zalezno$¢ przebytej drogi od czasu)?

(b) Czy do méwienia o rézniczkowalnosci funkcji konieczne jest zatozenie
aksjomatu ciaggtosci?

(c) Czy istnieja funkcje, ktére nie maja pochodnej w zadnym punkcie?

(d) Czy rézniczkowanie jest procesem algorytmicznym?
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Wybrane twierdzenia rachunku rézniczkowego

Dwa cele tego wyktadu to: podanie podstawowych twierdzen charakteryzujacych
rézniczkowanie oraz wskazanie zastosowan rachunku rézniczkowego.

1.
2.

11

Przyktady probleméw fizycznych.

Monotoniczno$¢ a pochodna.

. Ekstrema lokalne i punkty przegigcia.
. Twierdzenie Rolle’a.

. Twierdzenie Lagrange’a.

Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum lokalnego.

Wz6r Taylora.

. Badanie przebiegu zmiennosci funkcji.

. Zacheta do refleks;ji:

(a) Czy w danym przedziale funkcja moze miec tylko skoniczona liczbg
ekstremdéw lokalnych (punktéw nieciaglosSci, punktéw przegigcia, punk-
téw, w ktérych nie jest rézniczkowalna)?

(b) Dotad omawiano pojgcia: granicy, ciaglosci i rézniczkowalnosci funk-
cji jednej zmiennej. W tym przypadku argumenty ,,daza” do wybranej
wielko$ci po ,,drogach” wewnatrz jednowymiarowego kontinuum. A
co z funkcjami wielu zmiennych (np. dwéch)? Céz miatoby znaczyc,
ze ciag punktéw (x,, ¥, ) dazy do punktu (a,b)?

(c) Skoro funkcja dwéch zmiennych rzeczywistych wyznacza pewna po-
wierzchnig, to czy istnieje odpowiednik pojecia stycznej w tym przy-
padku?

Calkowanie

Wyktad ma charakter wylacznie ustugowy. Wprowadza pojecie catki Riemanna
(funkcji rzeczywistej jednej zmiennej).

1.

Problem: obliczanie pola powierzchni pod wykresem krzywe;j.

2. Funkcje pierwotne i catka nieoznaczona.

10



3. Funkcje schodkowe i catka Riemanna.

4. Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego.

5. Przykiady fizyczne.

6. Zacheta do refleks;ji:

12

(a) Czy calkowanie jest procesem algorytmicznym?

(b) Jak obliczamy pole powierzchni ,,zakrzywionej”?

(c) Jak obliczamy objetos¢ bryty ograniczonej takim ,,zakrzywionymi” po-
wierzchniami?

(d) Jak obliczamy dlugos$¢ krzywej na takiej ,,zakrzywionej” powierzchni?

Miara i prawdopodobienstwo

Celem tego wyktadu jest uswiadomienie studentom, ze pojecie prawdopodobieni-
stwa (oraz pojecia definiowane w jego terminach) nie jest absolutne, lecz jest za-
lezne od przyjetej wprzédy miary.

1.

® N bk wDb

Proste przyktady: prawdopodobienstwo geometryczne.
Miara.

Przestrzen probabilistyczna.

Aksjomaty Kotmogorowa.

Prawdopodobiefistwo warunkowe.

Niezaleznos¢ zdarzen.

Prawdopodobiefistwo catkowite, wzér Bayesa.

Zmienna losowa, dystrybuanta, warto$¢ oczekiwana, wariancja, odchylenie
standardowe, przyktady rozktadow.

Zacheta do refleksji:

(a) Dlaczego prawa fizyki (makroskopowej) formutujemy w formie kate-
gorycznej, a nie jedynie w formie przypuszczen, z pewnym stopniem
prawdopodobienstwa prawdziwych?

(b) Co sprawia, ze uwazamy, iz potrafimy trafnie ocenia¢ prawdopodo-
biefistwa zdarzen?

(¢) Czy mozemy stopniowaé niemozliwosc¢?

11
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Algorytmy

Przyktady algorytméw podawane byly w poprzednich wyktadach. Program stu-
diéw przewiduje tez osobny przedmiot po§wigcony algorytmom. Wyktad ze wstepu
do matematyki réwniez powinien jednak uwzglednia¢ informacje o algorytmach.

1.

2.

Metoda efektywna. Algorytm. Przyktady.

Poprawnos$¢ algorytmu.

. Reprezentacje algorytméw, notacja.
. Typy algorytmdw, strategie obliczania.
. Ztozonos¢ obliczeniowa probleméw.

. Zacheta do refleks;ji:

(a) Jakie sa zwiazki algorytmoéw z jezykami programowania?

(b) Problemy, dla ktérych istnieja rozwiazania algorytmiczne mozna kla-
syfikowa¢ ze wzgledu na zlozonos¢ obliczeniowa. Czy problemy, dla
ktérych nie istnieja rozwigzania algorytmiczne tez mozna jako$ klasy-
fikowac?

(c) Czy prawdziwos¢ zdan arytmetycznych moze by¢ ustalana metodami
algorytmicznymi?

(d) Jakie pozytki mamy z badania zagadnien, ktére nie podlegaja algoryt-
micznemu opisowi?

12



WSPOMNIENIA ZE SZKOLY

14 Systemy liczbowe

Zapewne nikt ze stuchaczy nie pamigta, w jaki sposéb zostat oswojony z liczbami
naturalnymi w szkole. Podobnie, nikt z dorostych raczej nie pamigta, w jaki sposb
nauczyt si¢ tabliczek dodawania i mnozenia. Zapominamy o tych poczatkach fa-
twiej niz o poczatkach nauki ptywania lub prowadzenia pojazdéw mechanicznych.
Nauki kognitywne interesuja si¢ rzecz jasna tworzeniem i przyswajaniem sobie
poje¢ arytmetycznych, ale o tym stluchacze dowiedza si¢ na innych wyktadach.

Podstawowym pojgciem wpajanym uczniom przez szkote jest os liczbowa. Jest
to geometryczna reprezentacja tworu arytmetycznego: uporzadkowanego zbioru
wszystkich liczb rzeczywistych, w ktérym — jako jego podzbiory — znajduja si¢
liczby naturalne, catkowite, wymierne oraz niewymierne. Jest to w istocie przed-
stawienie metaforyczne, a z wyjasnieniem trafnosci tej metafory poczekaé musimy
do dalszych wyktadéw. W niektérych szkotach zaznajamia si¢ uczniéw takze z
liczbami zespolonymi, wprowadzajac pojecie ptaszczyzny zespolonej, wraz z geo-
metryczng interpretacja dziatan na liczbach zespolonych.

Celem tego fragmentu niniejszej notatki jest przypomnienie tych intuicji oraz
podanie charakterystyk rozwazanych rodzajéw liczb (a w drugiej cz¢sci takze przy-
pomnienie wybranych poje¢ geometrycznych) Precyzyjne definicje réznych rodza-
jow liczb podane zostana nieco pézZnie;j.

14.1 Liczby naturalne

Zbiér wszystkich liczb naturalnych oznaczaé bedziemy przez N. Wyobrazamy so-
bie ten zbiér zwykle jako wyposazony w pewna strukture porzadkowa oraz alge-
braiczna:

1. Zawierajacy poczatkowy element: liczbg zero.

2. Uporzadkowany dyskretnie i liniowo: za kazda liczba naturalng bezposred-
nio nastgpuje doktadnie jedna liczba naturalna.

3. Nie zawierajacy elementu ostatniego w tym porzadku.

4. Wyposazony w operacj¢ dodawania: dla kazdych dwoch liczb naturalnych
mozemy utworzy¢ ich sume, ktdra tez jest liczba naturalna.
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5.

Wyposazony w operacje mnozenia: dla kazdych dwéch liczb naturalnych
mozemy utworzy¢ ich iloczyn, ktéry tez jest liczba naturalna.

Te intuicyjne wyobrazenia znajduja formalny wyraz w aksjomatycznym ujeciu
arytmetyki. Wychodzimy w nim od poj¢¢ pierwotnych:

1.
2.
3.
4,

liczba zero
operacja nastgpnika
operacja dodawania

operacja mnozenia.

Pojeciem pierwotnym jest takze identycznos¢, charakteryzowana poprzez sto-
sowne aksjomaty.
Sposéb rozumienia tych pojgc zawarty jest w przyjmowanych aksjomatach:

1.
2.

Zero nie jest nastgpnikiem zadnej liczby.

Jesli dwie liczby maja réwne nastgpniki, to sa rowne.

. Zero dodane do jakiejkolwiek liczby jest rowne tej liczbie (zero jest modu-

tem dodawania).

. Jedna liczba dodana do nastgpnika drugiej daje w sumie nastgpnik sumy tych

liczb.

. Nastepnik zera (czyli jedynka) pomnozony przez jakakolwiek liczbe daje w

wyniku te liczbe (jedynka jest modutem mnozenia).

. Jedna liczba pomnozona przez nastgpnik drugiej daje w wyniku sumg, ktérej

sktadnikami sg: iloczyn obu branych pod uwagg liczb oraz pierwsza z nich.

. Dla dowolnej wiasnosci liczb (wyrazalnej w jezyku arytmetyki): jesli zero

ma t¢ wlasno$¢ oraz fakt, ze jaka$ liczba ma t¢ wtasno$¢ implikuje fakt, ze
nastgpnik tej liczby rowniez ma tg wtasnos¢, to rozwazang wiasnos$¢ maja
wszystkie liczby naturalne.

Ostatnia na tej liScie jest zasada indukcji matematycznej. Jak wida¢ (w jezyku
pierwszego rzgdu), nie jest ona pojedynczym aksjomatem, lecz schematem nie-
skoniczenie wielu aksjomatéw.

Powyzsze niezbyt zgrabne stylistycznie sformutowania znajduja przejrzysta
forme w zapisie symbolicznym, z ktérym stuchacze oswoja si¢ podczas kursu lo-
giki na pierwszym roku studiéw, w ramach ktérego oméwione zostang spdjniki
logiczne, kwantyfikatory oraz dalsze pojgcia dotyczace zapisu symbolicznego:
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1. Yz-(0 = s(z))

2. VaVy(s(z) = s(y) — = =1y)
3. V2 (0 + 2 = 0)

4. VaVy(z + s(y) = s(z +y))
5. Va(s(0) -z = )

6. Vavy(z - s(y) =z -y + )

7. (p(0) AVz(p(z) = @(5(2)))) — Yp(z),

gdzie ¢ jest formula jezyka arytmetyki o jednej zmiennej wolne;.

Liczbe zero oznaczamy przez 0, operacj¢ nastgpnika przez s, operacje doda-
wania i mnozenia przez, odpowiednio: + oraz -.
Przyjmuje si¢ oznaczenia:

1. 1dla s(0)
2. 2dla s(s(0))
3. 3dla s(s(s(0)))

4. itd.

Na mocy Tradycji, piszemy czgsto x + 1 zamiast s(x).

Tak wigc, N to zbidr, zawierajacy elementy: 0, 1, 2, 3,4, 5,...

UWAGA. ZaliczyliSmy do liczb naturalnych liczbg zero. Mozliwe jest rOwniez inne
rozwiazanie: zbidr liczb naturalnych to zbiér zawierajacy elementy: 1, 2, 3, 4,
5,...(a wigc z pominigciem zera). Wtedy oczywiscie nieco inng postaé przyjmuja
definicje dodawania i mnozenia. Jak zobaczymy pdZniej, liczb naturalnych uzywa
si¢ do numerowania elementéw ciagéw. Jest kwestia umowy, czy w takiej numera-
cji zaczynamy od zera czy tez jedynki.

Definiujemy relacj¢ niewigkszosci: x < y wtedy i tylko wtedy, gdy x + 2z = y
dla pewnej liczby naturalnej z. Przez relacje mniejszosci rozumiemy relacje zde-
finiowana nastgpujaco: x < y wtedy i tylko wtedy, gdy z < y oraz x # y. Tutaj
T # y oznacza, ze x nie jest réwna .

Definiujemy relacj¢ podzielnosci: x|y wtedy i tylko wtedy, gdy = # 0 oraz
istnieje liczba naturalna z taka, ze x - z = y. Jesli z|y, to méwimy, ze x dzieli y
(lub: y jest podzielna przez x).

15



Moéwimy, ze x jest liczba pierwszaq, jeSli: x # 1 oraz dla kazdej liczby natural-
nej y, jesli y|z, toy = 1 lub y = z. Zbiér wszystkich liczb pierwszych bedziemy
oznaczacé przez P.

PRZYKEAD. Pokazemy, ze dla kazdej liczby = ze zbioru PP istnieje w zbiorze P
liczba y taka, ze x < y.

DowOD. Dowdd przeprowadzimy metoda nie wprost. Jej istota polega na tym, ze
pragnac udowodnic twierdzenie A, czynimy przypuszczenie dowodu nie wprost, iz
A nie zachodzi, czyli ze zachodzi jego zaprzeczenie. Jesli uda nam si¢ wyprowa-
dzi¢ z tego parg zdai wzajem sprzecznych, to uznajemy, ze przypuszczenie do-
wodu nie wprost nalezy odrzucié¢, a w konsekwencji przyjac¢ za prawdziwe samo
twierdzenie A.

Przypusémy zatem, ze w zbiorze P wszystkich liczb pierwszych istnieje liczba
najwigksza, czyli taka, ze w PP nie istnieje wigksza od niej liczba. Mozemy wtedy
utworzyc¢ listg wszystkich liczb pierwszych, poczynajac od najmniejsze;j takiej liczby
(czyli 2), a koriczac na rzekomo najwigkszej takiej liczbie. Niech lista ta sktada sig¢
z liczb p1,p2,p3, ..., pn. Mamy p1 = 2, p2 = 3, p3 = 9, itd. Liczba p,, mialaby
by¢ najwigksza liczba pierwsza.

Tworzymy iloczyn py - p2 - p3 - . .. - pp. Nastgpnie tworzymy sume:

P=DpP1-P2-P3-... Pn+ 1.

Oczywiscie p jest wigksza od p,. Tak utworzona liczba p jest badz liczba pierw-
sza, badZ liczba ztozona. Gdyby p byla liczba zlozona, to musiataby dzieli¢ si¢
bez reszty przez ktoras z liczb pierwszych p1, p2, ps, . . . , pn, powiedzmy przez p;
(1 < i < n). To jednak jest niemozliwe, poniewaz wtedy p; musiataby dzieli¢ oba
sktadniki sumy tworzacej p: zaréwno iloczyn py - p2 - p3 - . .. - pn, jak i liczbg 1. To
jest niemozliwe, poniewaz liczba 1 nie jest podzielna przez zadna liczbe pierwsza.
Jesli p jest liczba pierwsza, to otrzymujemy sprzecznoS$¢ z przypuszczeniem, ze py,
jest najwigksza liczba pierwsza. W konsekwencji, musimy odrzucié przypuszcze-
nie dowodu nie wprost i otrzymujemy tez¢ twierdzenia.
Definiujemy operacj¢ potggowania liczb naturalnych:

1. 29=1
2 p5W) — Y. o

Tak wigc, na liczbach naturalnych mozna bez ograniczert wykonywac operacje:
dodawania, mnozenia oraz potggowania. W ograniczonym zakresie mozna doko-
nywac odejmowania. Dysponujemy tez relacja podzielnosci (bez reszty).

Zachodzi PODSTAWOWE TWIERDZENIE ARYTMETYKI: kazda liczba natu-
ralna ma doktadnie jedno przedstawienie w postaci iloczynu kolejnych liczb pierw-
szych podniesionych do stosownych poteg.

16



PRZYKEAD. Pokazemy, jak korzysta¢ z zasady indukcji matematycznej w dowo-
dzeniu twierdzefi o liczbach naturalnych.

L 142434... +n="00

2,20 492493 4 pon=9ontl_9

DowoOD. Dowody, korzystajace z zasady indukcji matematycznej maja nastgpu-
jaca strukture:

1. Krok poczqtkowy. Pokazujemy, ze teza twierdzenia zachodzi dla najmniej-
szej liczby z rozwazanego zakresu. Najczesciej jest to liczba O lub liczba 1.
Zdarzaja si¢ jednak dowody indukcyjne, w ktérych krok poczatkowy doty-
czy innej liczby naturalne;j.

2. Krok nastepnikowy. Zakladamy, ze teza twierdzenia zachodzi dla liczby k
(czynimy zatoZenie indukcyjne). Pokazujemy, ze przy tym zatozeniu teza
twierdzenia zachodzi dla liczby & + 1.

3. Konkluzja. Jesli powodzeniem zakonczyly si¢ oba powyzsze kroki, to jeste-
$Smy uprawnieni do przyjecia, Ze rozwazane twierdzenie zachodzi dla wszyst-
kich liczb naturalnych z rozwazanego zakresu (patrz: krok poczatkowy).

Dowéd réwnosci 1 +2+3+ ... +n = w Najmniejsza liczbg z rozwa-
zanego zakresu jest liczba 1.

Krok poczatkowy. Dla k = 1 powyzsza réwnos¢ sprowadza si¢ do: 1 = w,
co jest oczywiScie prawda.

Krok nastepnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne, ze omawiany wzor zacho-
dzi dla liczby k, czyli zaktadamy, ze:

ke (k+1)

14+2434+...+k= 5

Musimy wykazaé, ze badany wzor zachodzi takze dla k£ + 1, czyli musimy udo-
wodnié, ze:
(k+1)-((k+1)+1)

(14+243+...+k)+k+1= 5 :

Na mocy zalozenia indukcyjnego, lewa strona tej rownosci jest postaci:

ko (k+1)

k+1.
5 tht
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Obliczamy t¢ sumg:

k-(k+1)+k+1: (k+1)-(k+2).

2 2

PokazaliSmy zatem, ze ze jesli rozwazany wzoér zachodzi dla liczby &, to zachodzi
takze dla liczby k£ + 1.

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, teza twierdzenia zachodzi
dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych n.

Dowéd réwnosei 21 + 22 4+ 23 + ... + 27 = 2"+t _ 2 Najmniejsza liczba z
rozwazanego zakresu jest liczba 1.

Krok poczatkowy. Dla k = 1 powyzsza réwnosé sprowadza sie do: 21 = 2141 —
2, co jest oczywiscie prawda.

Krok nastgpnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne, ze omawiany wzdr zacho-
dzi dla liczby k, czyli zaktadamy, ze:

2 422 423 . g2k =21 o
Musimy wykazaé, ze:
(21 422425 4 4ok p okt —okt2 _ o
Na mocy zalozenia indukcyjnego, lewa strona tej rownosci jest postaci:

2k+1 —24 21@—&-1‘

Ta liczba jest oczywiscie réwna 2 - 2871 — 2, czyli réwna 282 — 2. Pokazalismy
zatem, ze jeSli rozwazany wzor zachodzi dla liczby k, to zachodzi takze dla liczby
kE+1.

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, teza twierdzenia zachodzi
dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych n.

Podano tu aksjomatyczna charakterystyke liczb naturalnych w jezyku pierw-
szego rzg¢du. Na dalszych wyktadach stuchacze dowiedza si¢ np. jak zdefiniowaé
liczby naturalne w teorii mnogosci.

Oryginalna aksjomatyka dla liczb naturalnych (Giuseppe Peano, 1889) zostata
sformutowana z uzyciem poj¢é: zbioru, relacji nalezenia elementu do zbioru, rela-
cji identycznoSci, operacji nastgpnika oraz wyrdznionego elementu poczatkowego.
W zaleznosci od tego, czy 6w element poczatkowy interpretujemy jako zero czy
tez jako jedynke, formulujemy odpowiednie definicje dodawania, mnozenia oraz
mniejszosci. Aksjomatyka ta przybiera nastgpujaca postaé:

1. Element poczatkowy jest liczba naturalna.
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2. Element poczatkowy nie jest nastgpnikiem zadnej liczby naturalne;j.
3. Kazda liczba naturalna ma doktadnie jeden nastgpnik.
4. Jesli dwie liczby naturalne maja ten sam nastepnik, to sa identyczne.

5. Jesli A jest zbiorem, ktérego elementem jest element poczatkowy, a wraz z
kazdym elementem zbioru A do A nalezy tez nastgpnik tego elementu, to
zbiér A zawiera wszystkie liczby naturalne.

Ostatni aksjomat na tej liScie to zasada indukcji matematycznej. Zauwazmy,
ze w tej aksjomatyce méwimy nie tylko o liczbach naturalnych, ale réwniez o
(catkiem dowolnych!) zbiorach takich liczb.

14.2 Liczby catkowite

Liczby catkowite mozna charakteryzowac aksjomatycznie, mozna tez wprowadzic¢
je tzw. metoda genetyczna. Ta druga metoda polega na konstrukcji liczb catkowi-
tych przy pomocy liczb naturalnych, operacji dodawania oraz definiowaniu przez
abstrakcje.

Szkota przyzwyczaja nas do wyobrazania sobie zbioru wszystkich liczb catko-
witych jako wyposazonego w pewng strukture porzadkowaq oraz algebraiczna:

1. Liczby catkowite tworza zbiér uporzadkowany liniowo oraz dyskretnie. Za-
chodzi prawo trychotomii dla tego porzadku. Kazda liczba catkowita ma do-
ktadnie jeden bezposredni nastgpnik oraz doktadnie jeden bezposredni po-
przednik.

2. W porzadku liczb catkowitych nie istnieje ani element najwigkszy ani ele-
ment najmnie;jszy.

3. Liczby catkowite to: zero, liczby calkowite dodatnie oraz liczby catkowite
ujemne. Z kazda liczba calkowita jest stowarzyszona liczba do niej prze-
ciwna.

4. Na liczbach catkowitych mozna wykonywaé operacje: dodawania, odejmo-
wania, mnozenia. Przy tym, odejmowanie x od y rozumiane jest jako do-
dawanie do x liczby przeciwnej do y. Reguty dla mnozenia sa przejrzyste,
chociaz niektérym sprawia¢ moze trudno$¢ zrozumienie, dlaczego iloczyn
dwéch liczb ujemnych jest dodatni.
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Konstrukcje liczb catkowitych (z liczb naturalnych) oraz definicje operacji na
nich odlozymy na p6Zniej, gdy poznamy stosowne fakty dotyczace zbioréw i rela-
cji. W tym miejscu podamy jedynie pewna intuicyjna reprezentacje geometryczng
liczb catkowitych.

Zaznaczmy w pierwszej ¢wiartce kartezjariskiego uktadu wspétrzgdnych wszyst-
kie punkty kratowe, czyli punkty o obu wspétrzednych wyrazonych liczbami na-
turalnymi. Rozwazamy zatem wszystkie pary elementéw ze zbioru N. Narysujmy
wszystkie (poh)proste réwnolegle do dwusiecznej kata migdzy osiami wspotrzed-
nych, przechodzace przez owe punkty kratowe. Zauwazmy teraz, ze dwa punkty
kratowe (m1,n;) oraz (mg, ny) leza na tej samej pétprostej z rozwazanego zbioru
p6tprostych doktadnie wtedy, gdy zachodzi zalezno$¢:

(*) mi + nge = nyg + mao.

Wszystkie punkty kratowe na kazdej z osobna takiej péiprostej reprezentuja jakas
liczbg catkowita. Oznaczmy zbidr wszystkich par lezacych na tej samej potproste;j
co para (m,n) przez [(m,n)]. Jesli przedtuzymy o$ odcigtych w lewo oraz prze-
dtuzymy te péiproste do przecigcia si¢ z petng osig odcigtych, to otrzymane punkty
przecigcia ukaza si¢ nam w postaci, w ktorej szkota zaznaczata liczby catkowite na
stynnej osi liczbowe;j.

Tak wigc, kazda liczba catkowita utozsamiana by¢ moze ze zbiorem par liczb
naturalnych, przy czym dwie takie pary reprezentuja tg sama liczbe rzeczywista
doktadnie wtedy, gdy zachodzi zalezno$¢ (x). Jesli [(m,n)| reprezentuje liczbg
catkowita, to liczbg do niej przeciwna reprezentuje [(n, m)].

Catkowite liczby dodatnie zdefiniowa¢ mozna jako reprezentowane przez zbiory
par o postaci [(m, 0)], gdzie m > 0. Zbiér wszystkich par o postaci (m, m) repre-
zentuje liczbg zero. Catkowite liczby ujemne zdefiniowa¢ mozna jako reprezento-
wane przez zbiory par o postaci [(0, m)], gdzie m > 0.

Bezwzgledng wartosé liczby catkowitej reprezentowanej przez zbidr par [(m, n)]
mozna zdefiniowaé nastgpujaco:

L [(m, ]| = [(m,n)]. gdy m > n
2. |[(m.n))| = [(n,m)). gdy m < n.

Tradycja kaze oznaczad liczbe przeciwng do liczby catkowitej x przez —x. Tak
wige: —[(m, n)] to [n, m].

Na liczbach catkowitych mozna bez ograniczen wykonywaé operacje: doda-
wania, odejmowania, mnozenia oraz (w zakresie ograniczonym do wyktadnikéw
poteg jako liczb catkowitych nieujemnych) potggowania. Dysponujemy tez relacja
podzielnosci (bez reszty). Zachodzi Podstawowe Twierdzenie Arytmetyki.

20



Zbidr wszystkich liczb catkowitych bedziemy oznaczaé przez 7Z. Liczb catko-
witych jest tyle samo, co liczb naturalnych. Jak rozumie¢ wyrazenie tyle samo w
odniesieniu do zbioréw nieskoriczonych (takich, jak wtasnie N oraz Z) dowiemy
si¢ na jednym z dalszych wyktadow.

14.3 Liczby wymierne

Liczby wymierne mozna charakteryzowa¢ aksjomatycznie, mozna tez wprowadzié
je tzw. metoda genetyczna. Ta druga metoda polega na konstrukcji liczb wymier-
nych, przy pomocy liczb calkowitych, operacji mnozenia oraz definiowaniu przez
abstrakcje.

Szkota przyzwyczaja nas do wyobrazania sobie zbioru wszystkich liczb wy-
miernych jako wyposazonego w pewna strukture porzadkowa oraz algebraiczna:

1. Liczby wymierne uporzadkowane sa w sposob liniowy i gesty. Ta druga
wlasno$¢ oznacza, ze migdzy kazdymi dwiema réznymi liczbami wymier-
nymi znajduje si¢ inna liczba wymierna. W konsekwencji, migdzy kazdymi
dwiema r6znymi liczbami wymiernymi znajduje si¢ nieskoriczenie wiele in-
nych liczb wymiernych.

2. W porzadku liczb wymiernych nie ma ani elementu najmniejszego ani ele-
mentu najwigkszego.

3. Naliczbach wymiernych — czyli na utamkach — wykonywa¢ mozna bez ogra-
niczeni operacje: dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia (z wyjat-
kiem dzielenia przez zero). Dzialania te okre§lone sg przez stosowne wa-
runki dotyczace licznikéw oraz mianownikow utamkéw.

Konstrukcje liczb wymiernych (z liczb catkowitych) oraz definicje operacji na
nich odlozymy na pdZniej, gdy poznamy stosowne fakty dotyczace zbioréw i rela-
cji. W tym miejscu podamy jedynie pewna intuicyjna reprezentacje geometrycznga
liczb wymiernych.

Liczby wymierne o mianowniku dodatnim reprezentowa¢ mozna przez pewne
zbiory par liczb calkowitych z wytaczeniem tych par, ktérych drugim elemen-
tem jest zero. Narysujmy kartezjanski uktad wspétrzednych. Na osi odcigtych za-
znaczmy elementy zbioru wszystkich liczb catkowitych. Na czgdci dodatniej osi
rzednych zaznaczmy elementy zbioru wszystkich dodatnich liczb naturalnych. Za-
znaczmy wszystkie punkty kratowe. Wykreslmy dodatkowo prostg y = 1 (réw-
nolegta do osi odcigtych) i nazwijmy ja P. Z poczatku uktadu wspétrzednych
wykreslmy wszystkie mozliwe potproste przechodzace przez punkty kratowe. Za-
uwazmy, ze punkty kratowe (mq,ny) oraz (ms, ne) leza na tej samej pétprostej z
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rozwazanego zbioru potprostych doktadnie wtedy, gdy zachodzi zaleznos¢:
mi-nNg =My - -Ni.

Zbiér wszystkich par, ktére leza na tej samej pélprostej z rozwazanych pétpro-
stych co para (m,n) oznaczmy przez (m,n). Kazdy zbiér (m,n) reprezentuje
pewna liczbe wymierna o dodatnim mianowniku. Jesli prosta P potraktujemy jako
o§ liczbowa, to punkty przecigcia prostej P z rozwazanymi pétprostymi ukaza si¢
nam jako reprezentujace liczby wymierne na owej prostej liczbowej. Mozna tez
oczywiscie rozwazac rzuty prostopadle tych punktéw przecigcia na o$ odcigtych,
co daje znang ze szkoly reprezentacje liczb wymiernych na stynnej osi liczbowe;j.

Powtérzmy, ze na liczbach wymiernych mozna bez ograniczefi wykonywaé
operacje: dodawania, odejmowania, mnozenia. Dobrze okreslona jest réwniez ope-
racja dzielenia liczb wymiernych (z wytaczeniem dzielenia przez zero).

Zbiér wszystkich liczb wymiernych bgdziemy oznaczaé przez Q. Liczb wy-
miernych jest tyle samo, co liczb naturalnych (a wigc takze ryle samo, co liczb
catkowitych).

14.4 Liczby rzeczywiste

Liczby rzeczywiste mozna charakteryzowaé aksjomatycznie, mozna tez wprowa-
dzi¢ je na wiele innych sposobéw. Szkota przyzwyczaja do myS§lenia o liczbach
rzeczywistych jako elementach prostej liczbowej. Kaze tez pamigtac, ze liczby rze-
czywiste zapisujemy zwykle w notacji dziesigtnej. Zapisy te moga by¢: skonczone,
nieskoiiczone okresowe, nieskoiiczone nieokresowe. Zapisom pierwszych dwoch
typéw odpowiadaja wymierne liczby rzeczywiste, trzeci typ odpowiada liczbom
niewymiernym.

Nieco pézniej podamy definicje¢ liczb rzeczywistych metoda Cantora. Teraz
natomiast podamy definicj¢ tych liczb metoda Dedekinda. Wychodzimy w tej kon-
strukcji od uporzadkowanego zbioru wszystkich liczb wymiernych (Q, <). Prze-
krojem Dedekinda nazwiemy kazda parg (A, B) zbioréw liczb wymiernych taka,
ze:

1. A oraz B sa zbiorami niepustymi.
2. Kazda liczba wymierna nalezy do co najmniej jednego ze zbioréw A i B.
3. Kazda liczba nalezaca do A jest mniejsza od kazdej liczby nalezacej do B.

Rodzina wszystkich przekrojéw Dedekinda zbioru liczb wymiernych to wia-
$nie zbidr wszystkich liczb rzeczywistych. Docenimy t¢ definicj¢ pdZniej, gdy juz
opowiemy o réznych typach porzadkéw. Trzeba oczywiscie zdefiniowal jeszcze
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operacje arytmetyczne na liczbach rzeczywistych, co réwniez uczynimy pdznie;j.
Oprécz znanych juz operacji dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia (z wy-
jatkiem dzielenia przez zero) dochodza jeszcze operacje: potggowania, pierwiast-
kowania. Czgsto wykorzystywane beda réwniez: funkcja wyktadnicza oraz loga-
rytmiczna.

Stosunkowo prosta pojeciowo jest definicja liczb rzeczywistych Hoborskiego.
Ciag h,, nazywamy nieujemnq liczbq rzeczywistq Hoborskiego, gdy istnieje ciag
cp, taki, ze:

1. hg = ¢ jest elementem zbioru N

2. hpy1=hy + 160’;111, gdzie c,41 jest liczbg naturalna niewigksza od 9.

3. nie istnieje liczba naturalna k taka, ze ¢; = 9 dla wszystkich ¢ > k.

O liczbach Hoborskiego mozna poczyta¢ np. w pracy Stupecki, J., Hatkow-
ska, K., Pirég-Rzepecka, K. 1980. Elementy arytmetyki teoretycznej. Wydawnic-
twa Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa (str. 156-163).

W nieujemnych liczbach rzeczywistych Hoborskiego stuchacze z tatwoscia
rozpoznaja nieujemne liczby rzeczywiste jako reprezentowane przez rozwinigcia
dziesigtne o postaci cg,cicacs . ... Kazda nieujemna liczba rzeczywista Hobor-
skiego jest zbieznym ciagiem liczb wymiernych. Poréwnamy péZniej konstrukcije
Hoborskiego z konstrukcja Cantora liczb rzeczywistych. Jako wyzwanie intelektu-
alne proponujemy stuchaczom prébe podania definicji niedodatnich liczb rzeczy-
wistych Hoborskiego.

Zbidr wszystkich liczb rzeczywistych bedziemy oznaczaé przez R. Przyjmu-
jemy, ze na razie stuchaczom wystarcza intuicyjna wiedza o liczbach rzeczywi-
stych, wyniesiona ze szkoty. Liczb rzeczywistych nie jest tyle samo, co liczb natu-
ralnych. Takze to okreslenie zostanie pdZniej precyzyjnie zdefiniowane.

Uniwersum liczb rzeczywistych bedzie w tym kursie najczesciej uzywana struk
tura. W szczeg6lnosci, rozwazaé bedziemy wielo$¢ funkcji zmiennej rzeczywistej
o wartoSciach rzeczywistych.

14.5 Liczby zespolone

Liczby zespolone mozna charakteryzowac aksjomatycznie, mozna tez wprowadzié
je na wiele innych sposobéw. Stosunkowo prosty jest sposéb podany przez Hamil-
tona. W tej reprezentacji liczby zespolone traktowane sa jako pary liczb rzeczy-
wistych. Dzialania arytmetyczne dodawania & oraz mnozenia ® zdefiniowane sa
nastgpujaco (poprzez operacje dodawania, odejmowania i mnozenia liczb rzeczy-
wistych):
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1. (a,b) ® (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
2. (a,b)® (e,d)=(a-c—b-d,a-d+b-c).

Liczby rzeczywiste utozsamia¢ mozna z liczbami zespolonymi o postaci (a, 0).
Wprowadza si¢ oznaczenie i = (0, 1). Wtedy i = (0,1) ® (0,1) = (—1,0).
Liczby zespolone o postaci (a, b) zwyklo si¢ zapisywaé w formie a + b - 4.

W interpretacji geometrycznej przedstawia si¢ liczby zespolone na pfaszczyz-
nie zespolonej. Narysujmy kartezjanski uktad wspéirzgdnych. Na osi odcigtych
jednostka jest 1, na osi rzednych jednostka jest ¢. Liczbg zespolong z = a + bi
interpretujemy jako punkt na tej ptaszczyznie o wspéirzednych (a,b). Potaczmy
odcinkiem punkt (a, b) z poczatkiem uktadu wspétrzednych (0, 0). Niech odcinek
ten tworzy z osia odcigtych kat ¢. Dtugos¢ tego odcinka wynosi 7 = va? + b2
Liczbe t¢ nazywamy modutem liczby zespolonej z = a + bi i oznaczamy przez |z|.
Liczba sprzegzonq z liczba z = a + bi jest liczba Z = a — bi.

Jesli z = a + bi, to a nazywamy czgScia rzeczywistq liczby z (oznaczang
przez Re(z)), zas b jej czgScia urojonq (oznaczang przez Im(z)). Zauwazmy, ze
dla z = a + bi, r = Va2 + b2 oraz o okreSlonego wyzej mamy:

z =r(cosp + isinyp).

Jest to przedstawienie liczby zespolonej z we wspétrzednych biegunowych.

Dodawanie oraz mnozenie liczb zespolonych przyjmuje szczegdlnie prosta po-
sta¢ w powyzszej geometrycznej interpretacji. Szczegdty zostang podane pdzniej.

Zbior wszystkich liczb zespolonych bedziemy oznaczaé przez C. Liczb zespo-
lonych nie jest tyle samo, co liczb naturalnych. Liczb zespolonych jest tyle samo,
co liczb rzeczywistych.

Zachodzi PODSTAWOWE TWIERDZENIE ALGEBRY: kazdy wielomian zespo-
lony (r6zny od statej) ma co najmniej jeden pierwiastek zespolony.

Liczby algebraiczne to te liczby zespolone, ktére sg pierwiastkami wielomia-
néw o wspétczynnikach wymiernych. Zbiér wszystkich liczb algebraicznych be-
dziemy oznaczaé przez A. Mozna oczywiscie rozwazac tylko liczby algebraiczne,
ktére sa liczbami rzeczywistymi. Liczb algebraicznych jest tyle samo, co liczb na-
turalnych.

Liczbami algebraicznymi sa oczywiscie wszystkie liczby wymierne. Liczbami
algebraicznymi sg tez, m.in.:

1. Pierwiastki kwadratowe z liczb rzeczywistych.

2. Liczby catkowite Gaussa, czyli zespolone o postaci a + bi, gdzie a raz b sg
liczbami catkowitymi.
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3.

Zlota liczba ¢ = 1+—2‘/5 (jest ona jednym z pierwiastkéw wielomianu x? —

z —1).

Liczby, ktére nie sa algebraiczne, nazywamy przestepnymi. Przyktady liczb
przestgpnych:

1.

14.6

15

o
. Stata Liouville’a )

Liczba 7, wyrazajaca stosunek dtugosci okregu do jego Srednicy. Znana ze
szkoty.

. Liczba e, podstawa logarytméw naturalnych. By¢ moze znana ze szkoly; jej

definicj¢ 1 wlasnoSci poznamy péZniej.

1
107
n=1

Zacheta do refleksji

. Czy moéwienie o liczbach nieskoriczenie duzych lub nieskoriczenie matych

ma sens?

. Na jakich obiektach wolno wykonywaé operacje arytmetyczne?

Czy istnieja jeszcze jakieS inne rodzaje liczb, oprocz wyzej wymienionych?

. Czy w zbiorze P wystepuja jakies regularnosci?

. Zastanéw sig, jak wyobrazasz sobie zbiory N, Z, Q, R, C, A, P. Jaki masz

dostep poznawczy do elementéw tych zbioréw?

. Niech zapis X C Y oznacza, ze zbiér X jest zawarty w zbiorze Y (czyli:

kazdy element zbioru X jest tez elementem zbioru Y). W szkole podawano
nastgpujacy ciag zawieran:

NCZCQCRCC.
Czy te zawierania nie ktdcg si¢ z podanymi wyzej charakterystykami po-

szczegblnych rodzajow liczb?

Pojecia geometryczne

Przypominamy wybrane pojecia geometryczne, z ktérymi stuchacze zapoznali si¢
w edukacji szkolnej. Tradycyjny szkolny wyklad geometrii zawiera nastgpujace
dziaty:
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1. Planimetria: zajmuje si¢ figurami geometrycznymi na ptaszczyznie.

2. Trygonometria: zajmuje si¢ stosunkami miarowymi w tréjkatach i innych
figurach.

3. Stereometria: zajmuje si¢ brytami w przestrzeni.

4. Geometria analityczna: ujmuje twory geometryczne na sposob algebraiczny.

Trzy pierwsze z tych dziatléw nawiazuja do systemu geometrii Euklidesa, czwarty
do systemu Kartezjusza.
15.1 Geometria Euklidesa

Dzieto Euklidesa Elementy byto przez wieki podstawa nauczania matematyki. Sta-
nowito tez wzorzec uprawiania matematyki: dowodzi si¢ twierdzen, wychodzac
od pewnych zatozen, ktére charakteryzuja pojecia pierwotne. Wszystkie pozostate
pojecia otrzymuja jednoznaczne, precyzyjne definicje. W wieku XIX dokonano lo-
gicznej rekonstrukcji tego systemu geometrii, a w wieku XX podano jej bardziej
nowoczesne wersje.

Pojeciami pierwotnymi w tym systemie sa: punkt, prosta, ptaszczyzna. W pierw-
szej ksigdze Elementow podaje sig: DEFINICJE, POSTULATY oraz POJECIA WSPOL-
NE. Podajemy je za nowoczesnym tlumaczeniem Elementow, dokonanym przez
Piotra Blaszczyka i Kazimierza Mréwke':

DEFINICJE

1. Punkt jest tym, co nie ma czgsci.

2. Linia za$ to dlugo$¢ bez szerokoSci.

3. Krafcami za$ linii sa punkty.

4. Linia prosta jest tym, co lezy rowno wzgledem punktéw na nie;j.
5. Powierzchnia za$ jest tym, co ma tylko dlugosc i szerokos¢.

6. Kraricami za$ powierzchni sa linie.

7. Powierzchnia ptaska to ta, ktéra lezy rowno wzgledem prostych na niej.

"Piotr Btaszczyk, Kazimierz Mréwka: Euklides. Elementy. Ksiggi V-VI. Teoria proporcji i podo-
bienistwa. Ttumaczenie i komentarz. Copernicus Center Press, Krakéow 2013, 273-275.
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10.

11.
12.
13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

. Kat ptaski zas to wzajemne nachylenie linii, gdy dwie linie na ptaszczyZnie

dotykaja jedna drugiej i nie sa potozone na linii.

. Gdy zas$ linie obejmujace kat sa proste, to kat jest prostoliniowy.

Gdy zas$ prosta stoi na prostej tak, ze katy przylegte sa rowne jeden dru-
giemu, to kazdy z réwnych katéw jest prosty i ta pierwsza linia jest nazy-
wana prostopadta do tej, na ktdrej stoi.

Kat rozwarty to ten, ktdry jest wigkszy niz prosty.

Ostry za$ to ten mniejszy niz prosty.

Ograniczenie jest tym, co jest kraiicem.

Figura jest tym, co jest objete przez pewng lub pewne granice.

Koto jest figura ptaska ograniczona jedna linia [nazywana obwodem] i wszyst-
kie proste wychodzace z jednego punktu lezacego we wnetrzu tej figury sg
rowne jedna drugiej.

Punkt za$ jest nazywany centrum kota.

Srednica za$ kota jest pewna prosta poprowadzona przez centrum i ograni-
czona w kazdej z dwoch czgsci przez obwdd kota; taka takze przecina koto
na pot.

Potkole zas jest figura objeta przez Srednicg i obwdd odcigty przez nia. Cen-
trum za$ pétkola jest tym samym co kota.

Figury prostoliniowe to te, ktére sg objete przez proste, z jednej strony tréj-
boczne to te objete przez trzy proste, z drugiej zas czteroboczne przez cztery,
wieloboczne za$ przez wigcej niz cztery.

O figurach tréjbocznych za$, z jednej strony tréjkatem réwnobocznym jest
ten majacy trzy rowne boki, z drugiej zas§ rownoramiennym ten majacy tylko
dwa réwne boki, réznobocznym za$ ten majacy trzy nieréwne boki.

Dalej za$ o figurach tréjbocznych, z jednej strony tréjkatem prostokatnym
jest ten majacy kat prosty, z drugiej zas rozwartokatnym ten majacy kat roz-
warty, ostrokatnym zas ten majacy trzy katy ostre.

O figurach czterobocznych za$, z jednej strony, kwadrat jest tym, co row-
noboczne i prostokatne, z drugiej zas prostokat tym, co jest prostokatne, ale
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23.

nie rownoboczne; z jednej strony romb tym, co réwnoboczne, ale nie pro-
stokatne, z drugiej zas romboid tym majacym przeciwne boki i katy réwne
jeden drugiemu, ale nie jest ani réwnoboczny, ani prostokatny. Niech za$
czteroboki inne niz te beda nazywane trapezami.

Roéwnolegte to proste, ktore bedac na tej samej plaszczyZnie oraz bedac prze-
dluzane w nieskoiczono$¢ w kazdej z dwdch czgsci, nie spotkaja jedna dru-

giej.

POSTULATY

. Niech bedzie postulowane, aby z kazdego punktu do kazdego punktu popro-

wadzi¢ linig prosta.

. I przedtuzy¢ ograniczona prosta w sposéb ciagly na proste;.
. Z danego centrum i danym promieniem zakresli¢ koto.
. Katy proste sa rowne jeden drugiemu.

. Gdy prosta, padajac na dwie inne proste, tworzy katy wewngtrzne na tej

samej czgSci mniejsze dwém katom prostym, to te dwie proste przedtuzane
nieskonczenie dotkna si¢ na tej czesci, na ktérej sa mniejsze dwém katom
prostym.

POJECIA WSPOLNE

. Réwne tej samej sa réwne jedna drugie;j.

. I gdy réwne sa dodane do réwnych, to catosci sa réwne.

. I gdy réwne sa odjete od rownych, to pozostatoSci sa réwne.

. I gdy nier6wne sa dodane do réwnych, to wszystkie beda nieréwne.
. I podwojenia tej samej sa réwne jedna drugie;j.

. I potowy tej samej sq rowne jedna drugie;j.

. I nakladajace si¢ sq rowne jedna drugie;j.

. I calosé jest wigksza od czegsci.

. I dwie proste nie obejmuja przestrzeni.
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Stuchacze zechca poréwnaé powyzsze sformutowania z tym, co pamigtaja ze
szkoly. Prosze tez zastanowi€ sig, jak sformutowania te majg si¢ do intuicyjnych
wyobrazen, opartych na do§wiadczeniu potocznym.

Szkota przyzwyczaja do tego, ze rozwazania geometryczne prowadzimy z wy-
korzystaniem pojecia odlegtosci. Tak wigc, w szkole naucza si¢ metrycznej geome-
trii euklidesowe;j.

Zaktadamy, ze stuchacze zachowali w pamigci co najmniej wyobrazenia (a
moze nawet Sciste definicje) podstawowych plaskich figur geometrycznych, takich
jak: tréjkat, prostokat, kwadrat, réwnolegtobok, trapez, romb, koto. Znajomos¢ sto-
sownych wzoréw, dotyczacych obwodu i pola tych figur bedzie przydatna.

Zaktadamy, ze stuchacze zachowali w pamigci co najmniej wyobrazenia (a
moze nawet $ciste definicje) podstawowych bryl, takich jak: kula, stozek, wa-
lec, ostrostup, graniastostup. Znajomos¢é stosownych wzoréw, dotyczacych pola
powierzchni i objetosci tych bryl bedzie przydatna.

Bedziemy réwniez wykorzystywac niektére podstawowe twierdzenia geome-
trii oraz pojgcia, wzory i twierdzenia trygonometrii.

15.2 Geometria analityczna

Geometria Kartezjusza do dzisiaj ma istotny wptyw na nauczanie matematyki.”
W dziele tym po raz pierwszy konsekwentnie potaczono twory geometryczne z
wyrazeniami algebraicznymi, je charakteryzujacymi. Szkota przyzwyczaja do my-
Slenia o uniwersum geometrycznym jako przestrzeni kartezjanskiej, wyposazonej
w uktad wspotrzednych.

Zaktadamy, ze stuchacze zachowali w pamigci rownania opisujace podstawowe
twory geometryczne na plaszczyZnie i w przestrzeni, np. réwnania: prostej, okregu,
paraboli, elipsy, hiperboli. Przydatne beda tez umiejetnosci operowania wektorami.

Oprdcz prostej rzeczywistej, podstawowymi uniwersami beda ptaszczyzna kar-
tezjanska oraz kartezjariska przestrzefi tréjwymiarowa.

15.3 Wspélczesne poglady na geometrie

Wspdiczesna matematyka rozpoczyna si¢ w wieku XIX. Wtedy tez rozwazania
geometryczne przyjmuja calkiem nowa postaé. Sktada si¢ na to kilka faktow:

1. Odkrycie geometrii nieeuklidesowych: Gauss, Bolyai, f.obaczewski.

2. Rozwdj geometrii rzutowej: Chasles, Poncelet.

Piotr Blaszczyk, Kazimierz Mréwka: Kartezjusz. Geometria. Thimaczenie i komentarz. Towa-
rzystwo Autoréw i Wydawcéw Prac Naukowych UNIVERSITAS, Krakéw 2015.
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3. Rozwazanie przestrzeni wielowymiarowych: Riemann.
4. Ogtoszenie Programu z Erlangen: Klein.

5. Aksjomatyki dla geometrii: Pasch, Peano, Pieri, Hilbert, Veblen.

Najbardziej rozpowszechniona aksjomatyka byt system podany w 1899 roku
przez Davida Hilberta w jego dziele Grundlagen der Geometrie. Aksjomatyke dla
geometrii podal prawie sto lat temu réwniez Alfred Tarski, ktéry udowodnit takze
szereg waznych wilasnosci tego systemu.

Wspétczesnie rozwazania geometryczne naleza do wielu wyspecjalizowanych
dziatéw matematyki, ktére powstaly na styku geometrii z algebra, analiza, teorig
liczb, topologia.

15.4 Zacheta do refleksji

1. W geometrii analitycznej znanej ze szkoty uzywa si¢ liczb rzeczywistych.
Czy mozna badania geometryczne opiera¢ na wykorzystaniu innych rodza-
jow liczb?

2. Jak rézni sig to, co widzisz od tego, co opisuje geometria Euklidesa?

3. Czy mozna oprze¢ rozwazania geometryczne na pojgciach blizszych do-
Swiadczeniu (np.: obszar, bryta) zamiast na abstrakcyjnych pojeciach punktu,
prostej, ptaszczyzny?
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16

PRZYKLADY

Dla uciechy

Rozwazmy teraz gar$¢ przyktadéw, ktére maja ukazaé skuteczno$¢ i nieodzownosé
stosowania metod matematycznych w rozwigzywaniu probleméw. Przyktady wzie-
liSmy z naszego wyktadu fakultatywnego Zagadki, prowadzonego dla dalszych lat
studiéw, a pochodza one z réznych Zrédet wymienionych w bibliografii owego wy-
ktadu.® Rozwiazania beda dyskutowane podczas dalszych wyktadéw.

16.1
1.

16.2

Liczba i wielko$¢
Wiek dzieci. Wyobraz sobie nastgpujacy dialog:
— Ile lat maja twoje dzieci?
— Mam tréjke dzieci, iloczyn ich lat wynosi 36.
— To nie wystarcza dla ustalenia wieku kazdego z nich!
— Suma ich lat réwna jest liczbie okien w kamienicy naprzeciwko.
— To tez nie wystarcza!
— Najstarsze ma zeza.
— No, wreszcie! Teraz juz wiem, ile lat ma kazde z tréjki.

Ile lat ma kazde z dzieci?

. Butelka 7 korkiem. Butelka z korkiem kosztuje 1,10 zt. Butelka jest o zto-

towke drozsza od korka. Ile kosztuje butelka, a ile korek?

. 17 koni. Ojciec zostawia w spadku trzem synom 17 koni, zyczac sobie, aby

spadek podzielono (wedle starszeristwa) w stosunku: % : % : %, a przy tym

oczywiscie nie wolno dzieli¢ koni na kawatki. Czy mozna wypetni¢ ostatnia
wole konajacego?

Ksztalt i przestrzen

. Trzy ortogonalne walce. Mark Haddon w Dziwnym przypadku psa nocng

porq opowiada o autystycznym chtopcu, ktéry dla rozrywki i uspokojenia
rozwigzywal w pamigci wcale nietatwe zadania matematyczne. Pewnego
razu wyobrazit sobie trzy wzajem ortogonalne walce o promieniu 1 kazdy

3Strona internetowa wyktadu: http://logic.amu.edu.pl/index.php/Zagadki2016
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16.3

(powiedzmy, trzy walce dookota osi wspotrzednych w przestrzeni trojwy-
miarowej) i z zadowoleniem ujrzat bryle, bedaca ich czgsScia wspdlng. Czy
potrafisz opisac ksztalt tej bryty?

. Precelek. Czy mozna (bez rozrywania i sklejania) przeksztalcié precelek (po-

wiedzmy, z plasteliny) w ksztalcie 6semki w precelek, w ktérym jedno z
kétek tworzacych owa 6semke przewleczone bedzie przez drugie?

. Zlepianie bryt. Rozwazmy dwie bryly: czworo$cian foremny o boku dtu-

gosci a oraz ostrostup o podstawie kwadratowej, boku podstawy réwnym
a oraz dtugosci krawedzi taczacych wierzcholki podstawy z wierzchotkiem
ostrostupa takze réwnej a. Przypusémy teraz, ze zlepiamy te bryly w ten
sposob, ze $ciang czworoscianu zlepiamy (utozsamiamy) z jedna z trojkat-
nych $cian ostrostupa. Jakim wieloScianem jest powstata bryta —ile ma $cian,
wierzchotkow, krawedzi?

Ruch i zmiana

. Mrowka. Rozwazmy nastgpujacy eksperyment mys§lowy. Mamy doskonale

(nieskoniczenie) elastyczna ling o dlugosci, powiedzmy, 1km. Lina rozciaga
si¢ z jednostajna predkoscia 1km/sec. Tak wigc, traktujac lewy koniec liny
jako nieruchomy, jej prawy koniec oddala si¢ od lewego wtasnie z jedno-
stajng predkoscia lkm/sec: po jednej sekundzie lina ma 2km dtugosci, po
dwdch sekundach 3km dlugosci, itd. Z lewego korica liny startuje mata mrow-
ka, poruszajac si¢ wzdluz liny ze stalg predkoscia (wzglgdem samej liny),
powiedzmy, 1cm/sec. Pytanie: czy mréwka dotrze do prawego korca liny
w skoriczonym czasie, czy tez bedzie dreptata w nieskoficzono$é, nigdy nie
docierajac do prawego konca liny?

. Drabina. Drabina o dtugosci L opiera si¢ gérnym korficem o pionowa §ciang,

a jej dolny koniec spoczywa na poziomie gleby. Drabina tworzy z poziomem
gleby kat ostry a. Przypu$émy, ze dolny koniec drabiny porusza sig¢ (jest
ciagnigty) po poziomie gleby z jednostajna predkoscia v. Z jaka predkoscia
gbrny wierzchotek drabiny uderzy w poziom gleby?

. Wilk, koza, kapusta. Rybak ma przewiez¢ na drugi brzeg rzeki wilka, koze i

kapuste. L.odka moze zabra¢ oprécz niego samego tylko jedno z pozostatych.
Jak tego dokonad, aby nie zostawia¢ wilka samego z koza, a kozy samej z
kapusta?
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16.4
1.

16.5

16.6

Wzorce i struktury

Woda—gaz—prad. Kazdy z trzech doméw nalezy zaopatrzyé w: wodeg, gaz
oraz elektrycznos$¢. Czy mozliwe jest wykonanie tego zadania przy zatoze-
niu, ze potaczenia migdzy dostawcami a domami musza przebiegaé na po-
ziomie gruntu, ale nie moga si¢ krzyzowaé?

. Wspdlna droga. Cztery miejscowosci lezace w wierzchotkach kwadratu na-

lezy polaczy¢ siecia drég w ten sposéb, aby ich faczna dtugosé byta mini-
malna.

. Podstepny ciqg. Pierwsze cztery wyrazy ciagu, w ktorym wystgpuje pewna

regularno$¢ to: 2, 4, 8, 16. Jaki moze (powinien, musi) by¢ piaty element
tego ciagu, aby ta regularno$¢ zostata zachowana?

Algorytm

. Problem Jozefa Flawiusza. Ustawiamy n 0s6b na okregu, numerujac je licz-

bami od 1 do n (dla ustalenia uwagi, w porzadku zgodnym z ruchem wska-
zéwek zegara). Zaczynajac liczy¢ od osoby 1, eliminujemy co druga z tych
0s6b (okrutny sposéb eliminacji pozostawiamy do wyboru czytelnikowi),
dopdki nie pozostanie tylko jedna osoba. ZnaleZ¢ pozycje, ktéra trzeba za-
jac, aby uniknaé eliminacji.

. Kameleony. Na wyspie mieszkaja trzy typy kameleondw: 10 jest brazowych,

14 szarych, a 15 czarnych. Gdy spotkaja si¢ dwa kameleony réznych kolo-
réw, to oba zmieniaja barwe na trzeci kolor. Czy jest mozliwe, aby wszyst-
kie kameleony uzyskaty jeden kolor? Oczywiscie wykluczamy ekstermina-
cj¢ kameleonow.

. Muszkieterowie na moscie. Czterech muszkieteréw chce przeprawic si¢ przez

most noca majac tylko jedna Swieczke, ktéra jest niezbedna dla bezpiecz-
nego przejicia przez most. Potrzebuja na przejscie odpowiednio: Atos 1 mi-
nutg, Aramis 2 minuty, D’ Artagnan 5 i Portos 10 minut. Most jest staby i na
raz moga przejs¢ tylko 2 osoby, a kiedy ida w parze szybszy idzie z prgdko-
Scia wolniejszego. Jaki jest najkrétszy czas przeprawy?

Szansa

. Monty Hall. Mam trzy pudetka, doktadnie w jednym z nich jest nagroda,

pozostale sa puste. Ja wiem, w ktérym jest nagroda, ty nie. Chcesz dostaé
te nagrode. Gra odbywa si¢ w dwdch ruchach. W pierwszym masz wybrad
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16.7

pudetko. Gdy to uczynisz, pokazuje ci, ze jedno z pozostatych pudelek jest
puste. W drugim ruchu masz podjaé decyzje co jest bardziej korzystne w
celu uzyskania nagrody:

(a) Pozostaé przy pierwotnym wyborze.

(b) Zmieni¢ swoj pierwszy wybor.

A moze wystarczy rzuci¢ moneta, aby dokonaé wyboru?

. Paradoks Bertranda. Wybieramy losowo cigciwe okregu o promieniu dtugo-

Sci 1. Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze bedzie ona dtuzsza od boku tréjkata
réwnobocznego wpisanego w ten okrag?

. Rosyjska ruletka. Ty i tw6j przeciwnik zgadzacie si¢ zagra¢ w rosyjska ru-

letke. W rewolwerze jest jedna kula, pig¢ pozostatych komor jest pustych.
Rewolwer jest ustawiany losowo za kazdym razem — nie wiadomo, czy od-
dany z niego strzat jest Smiertelny czy Slepy. Kazdy z was strzela do siebie,
robicie to na przemian, wygrywa ten, ktéry przezyje. Czy lepiej strzela¢ jako
pierwszy czy jako drugi?

Paradoks

. Twierdzenie Banacha-Tarskiego. To twierdzenie glosi, ze kulg mozna po-

dzieli¢ na skoriczong liczbg czgsci, a nastgpnie ztozy¢ z tych czgdci dwie
kule, z ktérych kazda ma objetosé rowng kuli wyjsciowej. Majac zatem np.
troche ryb i chleba oraz licznie zgromadzona publiczno$¢ mozesz, wykorzy-
stujac to twierdzenie uzyskac efekty trwajace przez tysiaclecia.

. Lampa Thomsona. Lampa ta dziata w spos6b nastepujacy. Swieci, gdy jest

wlaczona, nie §wieci, gdy jest wytaczona. W momencie ¢ = 0 jest wlaczona,
w momencie ¢t = 1 jest wylaczona, w momencie t = % jest wlaczona, w
momencie t = % jest wylaczona, itd. Nie jest istotne, w jakich jednostkach
mierzymy czas — powiedzmy, ze bgda to minuty. Tak wigc, lampa Swieci
przez minutg¢, potem przez pét minuty nie §wieci, potem przez ¢wieré minuty
Swieci, potem przez jedna 6sma minuty nie §wieci, itd. Czy w czasie t = 2
lampa Swieci czy nie?

. Paradoks Berry’ego. Rozwazmy najmniejsza liczbg (naturalna), ktéra nie

moze zostaé zdefiniowana z uzyciem mniej niz stu stéw. W zbiorze wszyst-
kich liczb, ktére nie moga zostaé zdefiniowane z uzyciem mniej niz stu
stéw istnieje oczywiscie liczba najmniejsza. Ale wtasnie zdefiniowaliSmy
ja z uzyciem mniej niz stu stéw. Paradoks?
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16.8 Logika

1. Kto jest na portrecie? Pewien czlowiek przyglada si¢ czyjemus portretowi.
Zapytany Czyjemu portretowi sig przygladasz? odpowiada: Nie mam braci
ani siostr, ale syn tego cztowieka jest synem mojego ojca. Czyjemu portre-
towi sig¢ przyglada?

2. Dziecko. Czy z tego, ze Kazdy kocha moje dziecko oraz Moje dziecko kocha
tylko mnie wynika, ze Jestem swoim wtasnym dzieckiem?

3. Przepis na niesmiertelnosé. Gdy zastanowié si¢ giebiej, trudno orzec, dla-
czego nieSmiertelno$¢ uwazana jest za warto$¢ pozytywna. Mniejsza z tym,
niech kazdy trudzi si¢ nad problemem nieSmiertelnoSci we wlasnym sumie-
niu. Dla tych, ktérzy jej pozadaja podajemy (za Raymondem Smullyanem)
prosty przepis na to, aby staé si¢ nieSmiertelnym. Wystarczy, ze spelnisz na-
stepujace dwa warunki:

(a) Begdziesz zawsze méwita prawdg.

(b) Wypowiesz (teraz) zdanie: Powtdrze to zdanie jutro.

Skoro to takie proste, to dlaczego (zadni nieSmiertelnoSci) ludzie nie poste-
puja wedle tego przepisu? A moze przepis jest zty? Co sadzisz?
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