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1 Wstep

Metoda tabel syntetycznych (w skrécie: MTS) jest (w pewnym sensie) dualna do
metody tablic analitycznych.

1. MTS jest motywowana semantycznie.

2. Dowody przeprowadzane zgodnie z MTS odwotuja si¢ do podformut i nega-
cji podformut dowodzonej formuty.

3. MTS jest metoda wprost (odwrotnie niz w przypadku metody tablic anali-
tycznych).

4. MTS ma charakter konstruktywny (cho¢ nie deterministyczny): dowody prze-
prowadzane ta metoda polegaja na konstrukcji inferencji prowadzacych do
dowodzonej formuty, a owe inferencje odwotuja si¢ do niesprzecznych zbio-
réow zmiennych zdaniowych i ich negacji.

W tej notatce przedstawimy MTS dla klasycznego rachunku zdari. Opieramy
si¢ na pracach Urbanski 2001, 2002 oraz (za zgoda autoréw) na prezentacjach
dotyczacych tabel syntetycznych przygotowanych przez Mariusza Urbarskiego i
Dorot¢ Leszczyniska-Jasion. Podamy podstawowe definicje i szereg przyktadéw, a
takze sformulujemy najwazniejsze twierdzenia dotyczace MTS, pomijajac jednak
ich dowody, ktére znaleZzé mozna w cytowanych wyzej pracach Urbanskiego. W
trakcie wyktadu oméwimy jedynie giéwne idee tych dowodéw.

Niech Var oznacza zbidr wszystkich zmiennych zdaniowych, NVar zbidr
wszystkich negacji zmiennych zdaniowych, a Lit = Var U NVar zbiér wszyst-
kich literatow. Jesli p € Var, to méwimy, ze kazdy z literatéw p i —p bazuje na p.
O literatach p i =p méwimy, ze sq wzajemnie komplementarne.



Pojecia: podformuty danej formuly oraz stopnia zlozonosci formuly zostaty
podane wczesniej. Niech Sub(p) oznacza zbiér wszystkich podformut formuty
, Sub(p) zbidr negacji wszystkich podformut formuty ¢. Jesli X jest zbiorem

formut, to niech Sub(X) = |J Sub(y)), ~Sub(X) = |J —Sub(¢).
peX PYeX
Niech deg(p) bedzie zdefiniowane indukcyjnie w sposéb nastepujacy:

1. deg(¢) =0dlay € Var

2. deg(—p) = deg(p) +1

3. deg(p o) = deg() + deg(¥) + 2, gdzie o € {to, A, V}.

To pojecie wykorzystywane jest w dowodach twierdzen dotyczacych MTS, w
ktérych odwotujemy si¢ do indukcji po stopniu ztozono$ci formut.

W metodzie tablic analitycznych korzystamy z regut rozktadu (dekompozycji)
formut na prostsze sktadniki. Reguly te podano na wyktadzie dotyczacym tablic
analitycznych. Z kolei w MTS korzystamy z regut sktadania (kompozycji) prost-
szych skladnikéw, otrzymujac formuty. Podamy te reguty w dwdéch postaciach: w
jednolitej notacji Smullyana oraz w ,,zwyklej” notacji:

Notacja Smullyana:

1. R =&
e

2. Rai Q1,02

«
3. Rg: %, gdziei € {1,2}.

»~Zwykta” notacja:
Reguta dla podwdjnej negacji: —£—.

Pozostate reguty podaje tabela: ’
P 7/} 907_'7;[)
o= =Y (=)
P ( ~p,
PV A ()
P _'1/) 90’1/}

—(pAY)  —(pA) ©AY

Zdefiniujemy teraz pewna operacj¢ konsekwencji, ktéra odegra podstawowa
role w MTS.

Przez D-wyprowadzenie formuly ¢ ze zbioru formut X rozumiemy dowolny
skoriczony ciag U = (1)1, . .., 1) taki, ze @ jest identyczna z 1y, oraz dla kazdego
1 <% < k spelniony jest co najmniej jeden z ponizszych warunkéw:



1. v, € X
2. istnieje h < ¢ taki, ze v; jest identyczna z ——y,

3. jesli ¢; jest a-formuta, to istnieja g < 7 oraz h < i takie, ze 1), jest iden-
tyczna z a1, za$ 1y, jest identyczna z ap

4. jesli ¢; jest S-formuta, to istnieje h < ¢ taki, ze 1y, jest identyczna z 31 lub
1, jest identyczna z 5.

Niech Cnp(X) bedzie zbiorem wszystkich formut ¢ takich, ze istnieje D-
wyprowadzenie ¢ z X. Wtedy Cnp jest operacja konsekwencji, czyli spetnia na-
stepujace warunki:

1. X g CTLD(X>
2. Cnp(Cnp(X)) C Cnp(X).
3. Jesli X CY,toCnp(X) C Cnp(Y).

Cnp jest oczywiscie finitarng operacja konsekwencji, co wynika z tego, ze
D-wyprowadzenia sa skoinczonymi ciagami formut.

Dowodzi sig, ze kazde wartoSciowanie, ktére spetnia zbiér formut X, spel-
nia tez zbiér Cnp(X ). W konsekwencji, zbiér X jest semantycznie niesprzeczny
wtedy i tylko wtedy, gdy semantycznie niesprzeczny jest zbiér Cnp(X).

Zachodzi takze fakt, udowodniony w 1936 roku przez Kalmara:
TWIERDZENIE (Kalmér 1936). Niech pj, , . . ., pj, beda wszystkimi réznymi zmien-
nymi wystepujacymi w formule ¢ i niech v bedzie dowolnym warto§ciowaniem.
Dla kazdego 1 < ¢ < k okreslimy formute p? :

L. Jesli v(pj;) = 1, to pj, jest identyczna z pj,.
2. Jesliv(pj;) = 0, to pj, jest identyczna z —p;,.
Niech formuta ¢° bedzie zdefiniowana nastgpujaco:

1. Jesli v(p) = 1, to ¢° jest identyczna z .

2. Jesliv(p) = 0, to ¢° jest identyczna z —p.

Wtedy ¢° € Cnp({pj,,--.,p5,}) .



To twierdzenie mozna wykorzysta¢ w dowodzie petnosci klasycznego rachunku
zdan. Idea dowodu polega na wyprowadzaniu ztozonych formut jezyka klasycz-
nego rachunku zdan z okre§lonych w pewien sposéb niesprzecznych zbiorow wy-
stepujacych w takiej formule zmiennych zdaniowych i negacji zmiennych zdanio-
wych.

Z podanego wyzej twierdzenia wynika, ze jesli ¢ jest tautologia klasycznego
rachunku zdan, a pj,,...,pj, sa wszystkimi réznymi zmiennymi wystepujacymi
w formule ¢, to dla kazdego wartosciowania v mamy: ¢ € Cnp({pj,,...,p;, })-

2 Tabele syntetyczne

Zaktadamy, ze stuchacze pamigtaja definicj¢ drzewa etykietowanego, czyli drzewa,
ktérego wierzchotkom przyporzadkowano formuty rozwazanego jezyka. Drzewo
takie to system (X, r, R, L), gdzie X jest zbiorem wierzchotkéw drzewa, r jest
jego korzeniem, R jest relacja poprzedzania (porzadkiem drzewowym), a L funkcja
etykietujaca wierzchotki drzewa.

Tabela syntetyczna dla formuly ¢ nazywamy skoriczone drzewo etykietowane
T = (X,r, R, L) takie, ze:

1. L: X —{r} — Sub(p)U-Sub(p)

2. Jesli x jest wierzchotkiem rozgateziajacym drzewa T', to x ma doktadnie dwa
bezposrednie nastgpniki, ktérych etykiety sa literatami komplementarnymi.

3. Jesli wierzchotek x jest etykietowany formuta v i x nie jest bezposrednim
nastgpnikiem wierzchotka rozgateziajacego, to ¢ jest wnioskiem jednej z
regut kompozycji R--, R, Rg, ktorej przestanka jest formuta etykietujaca
jaki$ poprzednik wierzchotka z lub przestankami sa formuly etykietujace
jakie$§ dwa poprzedniki wierzchotka x.

4. Etykieta kazdego liscia drzewa T’ jest albo formuta ¢ albo formuta —¢.

Powyzsza definicja jest podang przez Dorote Leszczynska-Jasion modyfikacja
nieco innej definicji tabeli syntetycznej, podanej przez Mariusza Urbafiskiego. W
terminologii drugiego z wymienionych autoréw, powyzsza definicja charaktery-
zuje tzw. regularne tabele syntetyczne.

Szczegdlnym rodzajem tabel syntetycznych sa tzw. kanoniczne tabele synte-
tyczne, w ktérych budowe drzewa rozpoczynamy od kolejnych rozgalezien, od-
powiadajacych parom literaléw konplementarnych, wyznaczonych przez zmienne
zdaniowe wystepujace w rozwazanej formule.



Po dokonaniu tych wszystkich rozgatezien, dalsze fragmenty kazdej galezi
drzewa powstaja poprzez wykorzystanie regut kompozycji.

Konstrukcje kanonicznych tabel syntetycznych stuza jako punkt wyjscia do
okreslenia metody rozstrzygania dla klasycznego rachunku zdan.

Jak zobaczymy za chwile w analizowanych przyktadach tabel syntetycznych,
czasem konstrukcja tabeli syntetycznej, ktéra nie jest tabela kanoniczng jest krétsza
od odpowiedniej tabeli kanonicznej.

Tabele syntetyczne mozna definiowaé rowniez na inne jeszcze sposoby (jak ma
to miejsce w oryginalnych propozycjach Mariusza Urbafiskiego):

1. Najpierw definiujemy pojecie syntetycznej inferencji formuty (bgdacej pew-
nym ciaggiem formut), a nastgpnie pojecie tabeli syntetycznej dla tej formuty
jako zbioru syntetycznych inferencji tej formuly, spetniajacego pewne wa-
runki.

2. Najpierw definiujemy pojecie syntetycznej inferencji zbioru formut (ktéra
to inferencja jest pewnym ciagiem formut), a nastgpnie pojgcie tabeli synte-
tycznej dla tego zbioru formul, jako zbioru takich inferencji, spetniajacego
pewne warunki.

W pierwszej z tych propozycji przez syntetyczng inferencje formuly ¢ rozu-
miemy ciag (¢1, ..., ¢y) taki, ze:

1. Dlakazdego 1 < i < k, ¢; € Sub(p) U =Sub(p).
2. iy € Lit.
3. ¥y jest identyczna z .

4. Dlakazdego 1 < i < k, zachodzi alternatywa:

(a) ¢; € Lit, ale v; jest rézna od literatéw wystgpujacych wczesniej lub
péZniej w rozwazanym ciagu lub



() i € Cnp({¥j,,...,%j,}) dlapewnych ji,. .., jn, mniejszych od i.

W tej propozycji przez tabelg syntetycznag dla formuly ¢ rozumiemy rodzing
Q) ztozona z ciagdw, z ktoérych kazdy jest syntetyczna inferencja formuty ¢ lub
syntetyczng inferencja formuty —¢, a ponadto spetnione sa warunki:

1.

Istnieje zmienna zdaniowa taka, ze kazda syntetyczna inferencja nalezaca do
2 ma jako pierwszy wyraz t¢ zmienng lub jej negacje.

2. Jesli i-tym wyrazem nalezacej do () syntetycznej inferencji s jest zmienna

zdaniowa py, to do {2 nalezy tez syntetyczna inferencja s* identyczna z s
na pierwszych ¢ — 1 miejscach, a majaca na miejscu ¢-tym formute —py.
Ponadto kazda syntetyczna inferencja nalezaca do {2, ktéra jest identyczna
z s na pierwszych ¢ — 1 miejscach ma na ¢-tym miejscu formule py lub
formule —py. Symetryczny warunek zaktadamy dla przypadku, gdy w s na
i-tym miejscu znajduje si¢ formuta —py.

Dowodezi si¢ nastgpujacych faktéw (Urbanski 2002, 37-54):

1.

Zbiér formut bedacych wyrazami dowolnej syntetycznej inferencji dowolnej
formuty jezyka klasycznego rachunku zdan jest semantycznie niesprzeczny.

. Formuta ¢ jest spetnialna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje syntetyczna in-

ferencja formuty .

. Dla kazdej formuly ¢ jezyka klasycznego rachunku zdafi istnieje tabela syn-

tetyczna dla .

. Minimalny punkt btgdu. Niech (¢1,...,1y) bedzie syntetyczna inferencja

formuty ¢ i niech v bgdzie wartoS§ciowaniem. Jesli v nie spetnia zbioru
{11, ...,¢r}, toistnieje indeks 1 < i < k (nazywany minimalnym punktem
btedu rozwazanej syntetycznej inferencji) taki, ze:

() ©; € Lit N (Sub(e) U -Sub(p))

(b) v(¢i) =0
(c) Nie istnieje indeks j < 1 taki, ze v(¢;) = 0.

. Twierdzenie o pelnosci MTS. Mozna to twierdzenie sformutowaé w dwéch

wersjach:

(a) Formula ¢ jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka tabela
syntetyczna dla ¢, ktérej kazda syntetyczna inferencja konczy sig for-
mulg .



(b) Formuta ¢ jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej tabeli
syntetycznej dla ¢, kazda nalezaca do niej syntetyczna inferencja kon-
czy si¢ formutla .

6. Formuta ¢ jest kontrtautologia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka tabela
syntetyczna dla ¢, ktérej kazda syntetyczna inferencja koniczy si¢ formulg

7. Formuta  nie jest ani tautologia ani kontrtautologia wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taka tabela syntetyczna dla ¢, ze przynajmniej jedna jej syntetyczna
inferencja koniczy si¢ formulg ¢ oraz przynajmniej jedna jej syntetyczna in-
ferencja koficzy si¢ formulg —¢p.

Wréémy teraz do drugiej propozycji: okreslenia tabel syntetycznych dla zbio-
réw formut. Ta propozycja obejmuje tez omdwiona wyzej propozycje, gdyz istnieje
wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ migdzy formutami a jednoelementowymi
zbiorami formut.

Syntetyczng inferencja zbioru formut X = {¢1,...,pr} nazywamy skon-
czony ciag formut U = (11, ..., 1,), ktéry spetnia nastgpujace warunki:

1. Warunek podformuty. Dla kazdego 1 < ¢ < n, ¢; € Sub(X) U =Sub(X)
2. Warunek startowy. 11 € Lit

3. Dlakazdego 1 < j < n zachodzi alternatywa:

(a) Wprowadzanie literatow. 1; jest literalem, ale literat komplementarny
do v nie wystepuje w ciagu V.

(b) Wprowadzanie formut ztozonych. 1; jest wyprowadzalna ze zbioru for-
mut, ktérego wszystkie elementy poprzedzaja ¢); w ciagu W.

4. Spelniony jest jeden z warunkow zamykajqcych:

(a) Wszystkie formuty zbioru X wystepuja w ciagu .

(b) Istnieje co najmniej jedna formula ¢; € X taka, ze —p; wystepuje w
ciagu V.

Jesli U jest syntetyczng inferencja zbioru X, to nazywamy ja:

1. sukcesem, gdy spetniony jest warunek 4a) powyzszej definicji;

2. porazkq, gdy spetniony jest warunek 4b) powyzszej definicji.



Syntetyczng inferencje zbioru {¢} nazywamy tez syntetyczng inferencja for-
muly .

Przez tabelg syntetyczna dla zbioru formut X = {¢1, ..., ¢} rozumiemy ro-
dzing € skonczonych ciagéw formut zdaniowych, z ktérych kazdy jest syntetyczna
inferencja zbioru X (nazywana Sciezka tabeli §2), spetniajaca nastgpujace warunki:

1.

2.

Warunek jednolitego startu. Istnieje taka zmienna zdaniowa, ze pierwszym
wyrazem kazdej syntetycznej inferencji nalezacej do €2 jest literat bazujacy
na tej zmienne;j.

Dla kazdego ciagu s = (91, ..., 1y, ) ze zbioru €, jesli 1 < i < niv; € Lit,
to:

(a) Warunek semantycznej poprawnosci rozgatezien. Do €) nalezy synte-
tyczna inferencja s*, ktéra jest identyczna z s na pierwszych ¢ — 1
miejscach, a na miejscu ¢-tym ma literal komplementarny do ;.

(b) Warunek binarnych rozgatezien. Jesli i > 1, to dla kazdej syntetycz-
nej inferencji s* € (2, ktdra jest identyczna z s na pierwszych ¢ — 1
miejscach, zachodzi alternatywa: albo i-te miejsca w s i s* sa iden-
tyczne, albo na i-tym miejscu w s* wystepuje literal komplementarny
do literatu wystgpujacego na i-tym miejscu w s.

Podobnie jak w przypadku pierwszej z omawianych wyzej propozycji, scha-
rakteryzowac¢ mozna kanoniczne tabele syntetyczne dla zbioréw formutl, a ponadto
dowodzi sie, ze:

1.
2.

Dla kazdego zbioru formut X istnieje tablica syntetyczna dla X.

Zbiér formul kazdej syntetycznej inferencji dla dowolnego zbioru X jest
semantycznie niesprzeczny.

. Zbiér formut X jest spetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje tabela syn-

tetyczna dla X taka, ze co najmniej jedna nalezaca do niej syntetyczna infe-
rencja jest sukcesem.

. Jesli istnieje tabela syntetyczna dla X taka, ze co najmniej jedna nalezaca do

niej syntetyczna inferencja jest sukcesem, to kazda tabela syntetyczna dla X
zawiera co najmniej jedna syntetyczng inferencje, ktdra jest sukcesem.

. Formuta ¢ wynika logicznie ze zbioru formut X (co zapisujemy X = ¢)

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje tabela syntetyczna 2 dla zbioru X U {p}
taka, ze dla kazdej Sciezki s € 2 spelniony jest co najmniej jeden z nastgpu-
jacych warunkow:



(a) istnieje co najmniej jedna formuta v € X taka, ze —) jest jednym z
wyrazéw Sciezki s;

(b) ¢ jest jednym z wyrazéw Sciezki s.

6. Formula ¢ jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje tabela synte-
tyczna (2 dla zbioru {} taka, ze ¢ jest jednym z wyrazéw kazdej Sciezki w
Q.

PRZYKEAD (Leszczyniska-Jasion). Skonstruujemy pewna formute ¢, w ktérej wy-
stepuja tylko zmienne zdaniowe pi, po2, p3, p4 oraz spdjniki -, A, V. Dla do-
wolnego zbioru X C {1,2,3,4} niech 1) x bedzie koniunkcja czterech literalow
1 Ny Nl N Ly, gdzie ¢; jest identyczny z p;, gdy ¢ € X, natomiast ¢; jest iden-
tyczny z —p;, gdy i ¢ X . Niech ¢ bedzie alternatywa wszystkich formut ¢ x, gdzie
X C{1,2,3,4}. Tak wigc,  jest alternatywa formut:

VYi1,2,3.4)
¥i1,2,31 Y1241 V(2,34)> V{1,34)
Yi1,2ys V11,31 Y14y V(2,31 Vi2.4) Vi3,4)s
Yy Yi2y Yisy Yy
Yy

Formuta ¢ jest tautologia klasycznego rachunku zdan. R6zne zamknigte tablice
analityczne dla formuty ¢ maja od 196 do 23? gatezi, w zaleznosci od tego, w jakiej
kolejnosci rozktadane s podformuly. Natomiast wszystkie tabele syntetyczne dla
» maja doktadnie 16 galezi. O

3 Przyklady

Podane nizej przyktady pochodza z prac Urbariski 2001, 2002. Podczas wyktadu
bedziemy analizowali dalsze przyktady na tablicy.

3.1 Tabela syntetyczna dla p — ¢

T

p -p
/\ |
q q

pP—=4q
| |

p—q —(p—q)

9



3.2 Tabela syntetycznadla (p — (¢ — 7)) = (¢ = (p — 1))

P -p
b
q—>(:t‘l—>7“)
; ~ (p—>(q—>7'))—‘>(q—>(p
/\ q—>(z‘>—>r)
: > (p—>(q—>r))—‘>(q—>(p—>r))
p—‘>7’ —|(q‘—>r)

q—>(:t‘J—>r) ﬁ(p—>(‘q—>r))

p=@G=r)—=>@=>@E—=r) @E—=@—=7r)—=@=>@E—1)

Mozna oczywiScie zapisac t¢ tabelg w postaci zbioru syntetycznych inferencji,
czyli zbioru nastgpujacych ciagdéw:

(p.q,rp—=rg—= (p—=1), (0= (@—=71) = (= (p—71)))

(pq, =, =(g =), ~(p=(g=7),(p=(g—=7) =2 (¢—=(—7))

(=g = (p—=7),(p=(g—=7) = (g—=(p—=7))

(p,p—=rg—=(p—=7),(p—=(@—=7) = (@— (p—=7))

10



3.3 Tabele syntetyczne dla p — (—p — q)

T

P -p
\
/\ p_>(—|p—>q)
q —q
\
/\ L
-p—q ——p |
\ | -p = q
p— (-p—4q) P = q |
| p— (-p—q)
p—=(p—>q —

Powyzsza tabela nie jest regularna: zawiera rozgalezienia nie zwigzane z lite-
ratami. Ponizej natomiast mamy przyktady regularnych tabel syntetycznych dla tej
samej formuty:

T

p -p
T b (0o
q -q
Lo
-p ‘_> q -p ‘—> q

| |
p—=>(p—q p—(p—q)

Druga z tych tabel nieznacznie r6zni si¢ od powyzszej:

11



P —p
/\ p—>(ﬁ‘p—>q)
q —q
ﬁp‘—w ﬁlp
p—>(ﬂ‘p—>q) ﬂp‘%q
p—>(ﬁ‘p—>q)

Mozna skonstruowaé inne jeszcze tabele syntetyczne dla rozwazanej formuty,
np. taka:

p -p
\ \
——p p— (—=p—q)
q —q
\ \
-p—q -p—q

| |
p—=(p—q p—(-p—q)

Powyzsze przyklady pokazuja, ze konstruowanie tabel syntetycznych nie jest
procedura deterministyczna.

3.4 Uwaga!

Nalezy zachowaé czujno$¢ w konstruowaniu tabel syntetycznych. Dla przyktadu,
nie jest tabela syntetyczng dla formuly (p — ¢) — (—g — —p) nastepujace
drzewo:

12



N

p —p
| |
—q =g — —p
| |
—(p — q) (p—4q) = (~g — —p)

\
(p—q) = (=g = —p)

Nie jest to tabela syntetyczna, poniewaz w jednej z jej syntetycznych inferencji
wprowadzono literat —¢, a w drzewie nie ma galezi zawierajacej na stosownym
miejscu literatu q.

Tabela syntetyczna w postaci kanonicznej dla tejze formulty wyglada natomiast
nastgpujaco:

p -p
q -q q —q
\ \ \ \
——q -(p —q) —q — —p —q = —p
\ \ \ \
=g — —p pP—=>q9 = (q—=-p @P—=q9—>(q—-p {@—q9— (9D

\
(p—4q) = (g = —p)

Wszystkie syntetyczne inferencje w tej tabeli koncza si¢ formuta (p — ¢) —
(g — —p), a zatem ta formuta jest tautologia.
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3.5 Tabela syntetycznadla (p — q) — (¢ — —p)

p —p
/\ q—lﬂp
C‘I ﬁ‘q (p—>q)—>‘(q—>ﬂp)
p—q q— p
ﬂLp (P—>Q)—>‘ (¢ — )

~((p = q) = (¢ = —p))

Zauwazmy, ze w tej tabeli dwa liScie drzewa zakoriczone sa rozwazang for-
mula, a jeden jej negacja. Badana formuta nie jest zatem ani tautologia ani kontr-
tautologia.
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3.6 Tabela syntetyczna dla zbioru {p — (¢ A7),(p > q¢)V(p— 1)}

P —p
/\ p—>(‘qAT)
? T e
qu =9 v
pP—=aq)Vp—r) —(g—r)
7«/\7« —(p— ‘(q/\r))
q/‘\r —\(q‘/\r)

| |
p—(gAr) =(p—(gAT))

W tym przykladzie podkreslono ostatnie formuly Sciezek, ktére sg porazkami.
Zauwazmy ponadto, ze ze $ciezek, ktére sa sukcesami odtworzy¢ mozna warto-
Sciowania zmiennych zdaniowych, przy ktérych warto§¢ wszystkich formut roz-

wazanego zbioru jest réwna 1.

4 Zadanie domowe

Pamigtamy, ze:

1. Zbiér formut X jest spetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje tabela syn-
tetyczna dla X taka, ze co najmniej jedna nalezaca do niej syntetyczna infe-
rencja jest sukcesem.

2. Jedli istnieje tabela syntetyczna dla X taka, ze co najmniej jedna nalezaca do
niej syntetyczna inferencja jest sukcesem, to kazda tabela syntetyczna dla X
zawiera co najmniej jedna syntetyczng inferencje, ktora jest sukcesem.

Tak wigc, jesli w co najmniej jednej tabeli syntetycznej dla X wszystkie nale-
zace do niej syntetyczne inferencje sa porazkami, to X nie jest spetnialny.
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Rozwazmy nastepujacy zbiér formut: X = {p A —=r,p — ¢,q — r}. Nalezy
zbudowac tabelg syntetyczng dla tego zbioru. Poniewaz jest to sprzeczny zbiér
formut, wigc kazda syntetyczna inferencja w tej tabeli zakoniczy sig¢ porazka, czyli
bedzie zawierala negacj¢ co najmniej jednej formuty z tego zbioru.

Zbudujemy taka tabelg syntetyczna, w ktérej kazda jej syntetyczna inferencja
bedzie zawierala negacj¢ co najmniej jednej formuty z X oraz pozostate formuty z
X.

4.1 Rozwiazanie

Ze wzgledoéw typograficznych przedstawimy nasza tabele w dwoéch czgsciach, za-
czynajacych si¢ od p i —p, odpowiednio.
Syntetyczne inferencje zaczynajace si¢ od p:

p
/\
q —q
p—‘>q p/\‘ﬂr q—‘w’ p/\‘—m
q—‘H“ p—‘>q ﬁ(p‘—w) q—‘H"
ﬂLT (g ‘—> r) ﬁlr —(p ‘—> q)
~(p /‘\ ) ~(p ‘A )

Syntetyczne inferencje zaczynajace si¢ od —p:
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-p

T

q —q
P\ P
r —-r r -7

qu qu qu qu

qu —MEW) qu qu

| | | |
-7 —|(p A —m) -7 —|(p AN —|T’)
| |

~(pA ) ~(pA )

Podkreslono negacje formut ze zbioru X, otrzymane w poszczegdlnych infe-
rencjach. Zauwazmy, ze:

1. W szeSciu przypadkach otrzymaliSmy negacj¢ jednej formuly ze zbioru X,
a w dwoch pozostatych negacje dwdéch formut z tego zbioru.

2. Formuly w niektérych inferencjach mogty zosta¢ wprowadzone na mocy
wigcej niz jednej reguty (moze przydatna bytaby stosowna notacja?).

Poréwnajmy powyzsza tabelg syntetyczna z tablica analityczna dla tego sa-
mego zbioru formut:

(0.1) pA-r 1
|
(02) p—q ?”

|-
0.3) g —r >
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Tablica analityczna jest w tym przypadku nieco prostsza od tabeli syntetyczne;j.
Jednak kanoniczna tabela syntetyczna (dla sprzecznego zbioru formul) dostarcza
nieco wigcej informacji niz zamknigta tablica analityczna dla tegoz zbioru. Widaé
mianowicie, ktére warto§ciowania czynig poszczegdlne formuty z rozwazanego
zbioru prawdziwymi badzZ fatszywymi.

W rozwazanym przypadku kolejno$¢ wprowadzanych do tabeli syntetycznej
literaléw nie byla zbyt istotna. Jednak przy rozwazaniu znacznie wigkszych zbio-
réw formut (lub bardziej skomplikowanych formut) ta kolejno$¢ moze miec istotne
znaczenie, jesli chodzi o jak najszybsze dotarcie do lici drzewa.

5 Uwagi koncowe

Mariusz Urbaiiski opracowat takze MTS m.in. dla tréjwarto$ciowego rachunku Lu-
kasiewicza (Urbanski 2002). Pokazal réwniez, ze tabele syntetyczne dla klasycz-
nego rachunku zdai mozna zinterpretowac jako deklaratywne czg$ci erotetycznych
scenariuszy poszukiwania odpowiedzi na pewne typy pytan. Pojgcie scenariusza
erotetycznego wprowadzit Andrzej Wisniewski w 2001 roku (Wisniewski 2003).
Rafat Dutkiewicz rozwazal systemy odrzuceniowe dla kilku rachunkéw logicz-
nych, w ktérych wykorzystywal pojecia w pewnym sensie podobne do okreslo-
nych przez Urbariskiego syntetycznych inferencji (Dutkiewicz 1988). W Poznaniu
powstaty dalsze prace dot. MTS (np. Leszczynska-Jasion i Chlebowski 2019).
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